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Ciegna o cieciwie ukosne;j



7
Politechnika Wroctawska Wyktad nr 7

1. Sciste rozwiazanie ciegha o cieciwie ukosne;j

| | Czesto punkty zamocowania
(R4 ciegnha znhajdujqg sie na roznych
wysokosciach.

Cieciwa ciegnha jest nachylona do
poziomu pod kgtem B, rozpietosé
przelotu jest mierzona wzdtuz
osi x i rowna sie L. Uktad
wspotrzednych jest tak
zlokalizowany, ze oS rzednych
przecina wierzchotek krzywej

Wiemy, ze tahcuchowej, a 0$ odcietych jest
xp —Xp =L oraz yg—ys = Ltgp od niego oddalona o k = g.

> X

Po uwzglednieniu Scistej funkcji zwisu ciegna otrzymujemy:

H g(L+x,) gxa|
g cosh H — cosh H = Ltgp
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1. Sciste rozwiazanie ciegha o cieciwie ukosne;j

| | Konieczne jest wyprowadzenie
(R4 drugiego rownania na sprezysty
przyrost dtugosci ciegna

s = 8¢ + Asg

HI|L H 2g(L +x 2gx
Asg = — —+——<sinh 'g(H A)>—sinh '?-IA]

EA|2 " 4g

> X

Po odpowiednich przeksztatceniach matematycznych oraz
skorzystaniu z tozsamosci hiperbolicznych odnoszqgcych sie do
funkcji podwojonego argumentu otrzymujemy rozwiqgzanie Sciste dla
ciegha o cieciwie ukosnej obcigzonego rownomiernie wzdtuz
dtugosci:

sinhg(L %) 1-— i cosh'g(L %)
H 2EA H

LY H gxa| gL
sth 1 ZEACOShH _ZEA+S°
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

q(x)  qo(x)
cosf  cospf

‘ q.(x) =

Juz na wstepie zaktada sie, ze dowolnhe obcigzenie g(x) jest
roztozone wzdtuz dtugosci przelotu lub cieciwy, gdy w
rzeczywistosci obcigzenie dziata wzdtuz osi ciegnha (ciezar
wtasny, oblodzenie).

Uproszczenie to jest dopuszczalne tylko w przypadku ciegien o

matych zwisach, rozumianych jako: f,/L. < 1/10 oraz nieduzych
kgtach B.
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

/—W‘M/‘ Z warunku rownowagi:
N ‘ X = 0 wynika, ze nie tylko

sktadowa pozioma sity
osiowej w ciegnie H, ale i
— nacigg S sg state na
h dtugosci przelotu.

Uwzgledniajgc fakt, ze w wiotkim ciegnhie moment zginajgcy w
kazdym punkcie jest rOwny zeru, mozemy zapisac

M(x)=0->My(x)+S:-sinf-x—S-cosf-y(x)=0

y(x) =x-tgp + M,;;x) =x-tgp + f(x) (1)

gdzie przez My(x) oznaczono moment w zastepczej belce o
rozpietosci L, a f(x) opisuje pionowy zwis ciegha mierzony od
cieciwy.
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

Dtugosc¢ ciegna o cieciwie nachylonej obcigzonego wzdtuz
rozpietosci przelotu mozna zapisaé w postaci

L
L cosp Q% (x)
s = + dx (2)
cosp §* o 1+ —Q’}Sx) sinficosf

Jedynym uproszczeniem wprowadzonym podczas wyprowadzania
wzoru (2) jest zatozenie, ze przy matym zwisie (fp/Lc< 1/10),
zgodnie z rozwinieciem Maclaurina

ds= |1+ dyzd 1+1 dyzd
dx = dx X (3)

W celu uproszczenia dalszych obliczen, zazwyczaj zaktada sie,
ze, wobec czego

L cosﬁ
5= cosﬂ 282 be(x)dx (4)
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

Przyjmujac, analogiczne jak w przypadku ciegna o cieciwie
poziomej, ze z uwagi ha maty zwis, ha wydtuzenie sprezyste
ciegha wptywa tylko nacigg S, to

S-s
Assz EAO (5)

Po uwzglednieniu analogicznych jak na poprzednim wyktadzie
zaleznosci i wykonaniu stosownych przeksztatcen otrzymujemy
rownanie:

L
1 L EAcosp

3, ¢2 _ _ — """ | 0% 6

S3 + S°EA [1 5, (cosﬁ atATso)] 25, 0be(Jnc)dx (6)

ktore po podstawieniu wartosci B = 0 sprowadza sie do
rownania trzeciego stopnia zapisanego dla ciegna o cieciwie
poziomej.
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

Wzor opisujgcy As; zawarty w powyzszej procedurze zostat
wyprowadzony przy zatozeniu, ze przyrost dtugosci ciegnha jest
spowodowany dziataniem sity osiowej N(x), a nie jedynie naciggu S.

Ad _N(x)d B Hdsd B ds dx — ! p
= Fd BT a(a) v =gl +y @l
: ool (00 )
X
As, Ads-—f[1+y (x)]dx—ﬂf 1+< bH +tgﬂ>‘dx

| |
"7

Po uwzglednieniu, ze fOL Qp(x) =0 oraz tg?p = CO;B

H L
EA coszﬁ H?

As, = f Q% (x) dx @)
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2. Przyblizone rozwiqzanie ciegha o cieciwie ukosne;j

Sprezysty przyrost dtugosci ciegha

Asg =

H

EA

(coszﬁ H? j Q;(x) dx)

(7)

Stata na dtugosci sktadowa pozioma sity osiowej w ciegnie:

cos3p fOL Q% (x)dx
L
\ 2 (S ~ cos B)

(8)
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Procedura iteracyjna

So

i=1
S; = So(1+ arAT) + As; = s, ¢ + As;

N4

 [eras g

e
5t~ Cos B;

N% Si = So,¢ T As;

L
Asiy = o E j Q3 (x) dx
' EA. coszﬂl H?
0

l

Y NIE
As;.1 —As; < ¢ i=i+1

TAK

A4

My, (x)
H;

fx) =

Nmax = \/le + (Vmax + Hitanﬁ)z




7
Politechnika Wroctawska Wyktad nr 7

3. Analiza porownawcza

W celu zilustrowania réznic wynikajgcych z zastosowania
opisanych metod, obliczono dla przyktadowego ciegha o
roznym kgcie nachylenia B wartosci sity H, stosujgc
podejscie iteracyjne w ujeciu scistym wg (2) i uproszczonym
wg (4) oraz rownanie trzeciego stopnia (6).

W obliczeniach przyjeto rozpietosé przelotu L=25,00m oraz
dtugosé poczgtkowaqg s,=1,025L.. Do ciegha przyktadano
rownomiernie roztozone wzdtuz rozpietosci przelotu L
obcigzenie g zmieniajgce sie od 1,1 do 2,5 RN/m tak, aby
stosunek f,/L. ~ 0,10. Zatozono line Pfeifer PE20 o przekroju
metalicznym A,,.. = 161 mm?, oraz E = 130GPa.

L

L cosf Q,Z,(x) L cosﬂ
$ = + dx |(2 s = Q;(x)dx | (4
cosf S 0 1+_Q1;Sx) sinfBcosf (2) COSﬂ 252 J b (4)

S$3 + S2EA |1 1 L AT —EACOSBL 2x)d
+ - — — a;ATs, || = 25, Qy(x)dx (6)

s, \cosf




—
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3. Analiza porownawcza

Wyktad nr 7
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4. Obliczanie sity osiowej w ciegnie

Ng=|H>+(Rg+Htgp)?

N = H2 (Vo HigB) 2
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4. Obliczanie sity osiowej w ciegnie

H=Scosf
S
H Ng thgB
2 ' Rg
Na=|H2+(Ry+Higp)? ¥

Ng=|H?+(Rg-Htgp)®

2 |
Nimax= H+(VmaxtHigB)?
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5. Przyktad obliczeniowy

Rozpatrzmy pojedyncze ciegho o cieciwie ukosnej obcigzone
nierownomiernie wzdtuz cieciwy i poddane dziataniu
temperatury.

Dane:

L = 34m, h = 10m,
AT = —30°C, q = 8kN/m

— N .
Przyjeto:
h
E. = 160 GPa
y\ —
AT J%\ j A, = 634mm?
l, L2 | S
7 EA. = 62010 kN,
J f— )
4 m.=53kq/m
Lina Pfeifer PV90 (lina typu J S, =30 kN;

zamknietego) V Z
Noénosé obliczeniowa: Fpy = 555 RN 75 B = arctg (Z) = 16,4°
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5. Przyktad obliczeniowy

1. FAZA MONTAZU - réwnanie szeécienne

A
I : 0.053 K/ Ze wzoru Simpsona mamy:
—~— g ~ , m
h
) L
EA L jQZ(x) dx = q%zutl'3 — q2L3
' b 12 12cos?pB
0

L | 5m
1

L
L EA - cosp
S3 +S2ZEA|1 - = J 2(x) d
moooom [ so.cosﬁ] 2s, ) Q(x) dx

2
3 2 34m 101440kN - (O'Ofw) (34m)?3
(30kN)3+(30kN)?- 101440kN [1_SO-COS(16,4°) = 745, cos(16.47)
Sso
s, = 35,437m Asg=— = 10,5mm

~EA
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4. Przyktad obliczeniowy

2. FAZA EKSPLOATACJI Modyfikacja dtugosci

poczgtkowej s, z uwagi ha
dziatanie temperatury:

—
Sot = So(1 + a,AT)
h 107>
=35437m-|1+12-— - (—=30°C)
) T
AT = 35,437m - 0,99964 = 35,424m
L Lz | S
l i :I‘ Poniewaz
L _ 0,015 <0
Soit cosf

Wiec dtugoscé ciegna w pierwszej iteracji nalezy zwiekszy¢ tak, aby
procedura mogta wystartowac.

Dobdr wartosci poczgtkowej s, wptywa na szybkosé zbieznosci
procesu iteracyjnego.
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Procedura iteracyjna

So

i=1
S; = So(1+ arAT) + As; = s, ¢ + As;

N4

 osrpuf e

==
5™ cos B;

N% Si = So,¢ T As;

L

1
+me§(x)dx
Lo

H [ L
EA.\ cos?f;

ASipq =

Y NIE
As;.1 —As; < ¢ i=i+1

TAK

A4

My, (x)
H;

fx) =

Nmax = \/le + (Vmax + Hitanﬁ)z
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Grzut = g/ cosP
5. Przyktad obliczeniowy g

,
Op = Qb,g + Qb,q - QI% — Qg,g +2- Qb,g : Qb,q + Ql%,q L

. gl
Stqd' cosp m Qo)
L L L W\L ?E%ffs

L
f QZ(x)dx = j Qp g (X)dx + 2 f Qp,g(x) + Qp g (x)dx +f Qp q(x)dx graut = g/cosp
0 0 0 0

S R =
L
L 2 2 9L Qb4 x)

_ L gL 2 _ gL _ g2L3 8cos}‘3 \Igl\ gL L
jQ (¥)dx = [<2cos,8) t4-0 +< 2cosﬂ> ]_12c052,8 Lol gogp

3L/8
( dx = 3qL ' 4
Oj G =35 | gos ) +

gl \° gl \°| L gL \*°  5¢%L3
. (8605,8) * <_ 8cosﬂ> * E(_ 8005,8) ~ 1292cos?pB
2 j Qb,g(x) ’ Qb,q(x)dx

0
_ { L [ qL 3qL qL qL —qL

1 L —qL —qL gqlL3
+ 4 . +0- +—--=- =
12 |2cosf 8cos,6’ 4cosf 8cosp 8cosp| 2 2

2cosf . 8cosfB) 12cos?f
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Grzut = Q/CC-S,&
l l [ 111
5. Przyktad obliczeniowy A— 2
,
L
Ostatecznie otrzymuje sie:
gl
L 13 cosp T\IEI\ Q) ,
|
f Qi (x) dx = (16g* + 5q° + 16gq) P
192cos?pB B}
0 grzut - Q'/COSﬂI
Miejsce zerowe funkcji Qp(x) Ji R =
(49 +3q)L £
Qp(x) = —(g+gx=0-
8cosf 9L Qbg(x)
(4g + 3q)L Bcosp| |®| gL
- X = = 0,3918L = 13,320m S~ Lol T]eae
8(g + q)cosp 3L/8 8cosp

Wartos¢ ekstremalna momentu zginajgcego:

gL 3qL g+ g\ (13,32m)?
M 13,32m) = -13,32m — . = 684,0459kN
max( m) (2605,8 * BCOS,B) m (cosﬁ ) 2 m
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5. Przyktad obliczeniowy

1° s; = sp¢ + 0,15m i
= 35,424 + 0,15m = 35,574m ol s
H, = 503,403kN
As, = 0,185m apw iy o

2° S2 = Sot + ASZ - t-‘\\ . ',\'r\ ~:'_:lj g R0

= 35,424 4+ 0,185m = 35,609m *° ¥ . 7 7
H, = 447,78kN R !
As; = 0,165m e

» As=z012m

3° 53 = So ¢ + As3 380 ° As=0,15m
= 35,424 + 0,165m = 35,589m * As=030m
Hy; =477,427kN WY T2 3 4 5 6 7 8 9 10 m 12 13 14 15
As, = 0,175m numer iteracji

4° s4 = So¢ + As, = 35,424 + 0,175m = 35,599m H, = 460,933kN Ass = 0,169m
5° s5 = 5ot + Ass = 35,424 + 0,169m = 35,593m Hs = 469,899kN Asg = 0,173m
6° s¢ = Sor + Asg = 35,424 + 0,173m = 35,597m Hg = 464,961kN As;, =0,171m
7° s7 = So¢r + As; = 35,424 + 0,171m = 35,595m H, = 466,179kN Asg = 0,172m

15° s, = 35,569m Hyc = 466,711kN  As;c = 0,172m
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5. Przyktad obliczeniowy

Maksymalny zwis ciegna:

 Mp(13,32m)  684,05kNm°

max Hi:  466,711kNm
= 1,466m

fmax,. _ 1,466m - cosp
L,  3544m

= 0,0397 < 0,1 ;l( / »IL

gL + 3qL
2cosfB  8cosp

Maksymalna sita osiowa: Vax = V2 + V1 =

Nmax = \/les + (Vmax + H15tgﬁ)2

Npar = +/(466,711)2 + (0,939 + 106,32 + 137,27)?
= 526,89kN < 555kN
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6. Podsumowanie

Ciegho analizujemy dwuetapowo:

1. Faza montazu, gdzie:
« Jako obcigzenie analizuje sie jedynie ciezar wtasny ciegha

«  Wpyznacza sie z rownania szesciennego opisujgcego rownowage
statyczhnqg ciegna w sposob bezposredni (analitycznie) lub iteracyjnie

- dtugosé poczgtkowqg nieobcigzonego ciegna s,
- lub montazowg site naciggu S,,, ktora determinuje dtugosé ciegna s,
2. Faza eksploatacji, gdzie:

« Do obliczen uwzglednia sie ciezar wtasny i zadane obcigzenie czynne
(obcigzenie mechaniczne i niemechaniczne)

« Wyznacza sie z rownania szesciennego opisujgcego rownowage
statyczhqg ciegna w sposdb bezposredni lub iteracyjnie:

- Site osiowg w cieghie N - site naciggu ciegnha S
- wydtuzenie sprezyste ciegna As -dtugosé ciegnha obcigzonego s

- zwis ciegna f - reakcje podporowe w ustroju ciegnowym R
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