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1. Ciegha - podstawowe informacje

Wyktad nr 7

Konstrukcja ciegnowa to uktad, w ktorym dziatajgce obcigzenia
przenoszone sqg przez napiete ciegnha, najczesciej w postaci
roznego rodzaju lin lub pretow stalowych.

Modele i zastosowania uktadow ciegnowych

Ciezar wtasny: Obcigzenie skupione: Uktady wiszgce:
linie energetyczne, kolejki linowe, wyciggi mosty wiszqgce,
trakcje elektryczne narciarskie przekrycia ciegnowe i

ciegnhowo-membranowe
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1. Ciegha — podstawowe informacje

Mowigc o elementach cieghowych mamy na mysli ciegna idealnie
wiotkie, to znaczy takie, ktdore przenoszg jedynie sity
rozciggajgace, a co za tym idzie posiadajg wytgcznie sztywnosé
osiowqg EA. Takimi ciegnami bedziemy sie zajmowacé przez
najblizsze 4 wyktady.

Drugg bardzo waznqg cechg ciegien jest jej geometryczna
hieliniowosé. Ustroje ciegnowe sq wrazliwe na zmiany ksztattu!
Nawet niewielkie deformacje konstrukcji mogqg znaczgco
zmieniaé wartosci sit wewnetrznych. Ustroje ciegnowe
analizowane sqg wiec wedtug teorii Il lub Il rzedu.

ROwhanie rownowagi statycznej dla ustrojow ciegnowych jest
nieliniowe a sztywnos¢ konstrukcji ciegnowej w istotny sposob
zalezy od wartosci naciggu. Aby ciegno byto zdolne przenosié
jakiekolwiek obcigzenia poprzeczne musi w nim powstac sita
rozciggajqgca: im wieksza jest to wartos¢ tym sztywniejsze jest
ciegno. Stad na etapie projektowania dopiero sie wstepng site
naciggu regulujgc w ten sposob sztywnosé konstrukcji.
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1. Ciegha — podstawowe informacje

Zalety kRonstrukcji ciegnowych:

e Wytrzymatoscé
e lekkosSé
e elastycznosé w ksztattowaniu konstrukcji

Wady kRonstrukcji ciegnowych:

e geometryczna nieliniowosé — ustroje ciegnowe sqg wrazliwe na
zmiany ksztattu | nawet niewielkie deformacje konstrukcji
mogqg zhaczqgco zmienié wartosci sit wewnetrznych -
koniecznosé stosowania teorii Il lub Il rzedu.

e Sztywhos$é konstrukcji ciegnowej w istotny sposdb zalezy od
wartosci nhaciggu — im wieksza sita tym sztywniejsze ciegho
(ha etapie projektowania dobiera sie wstepng site naciggu
regulujgc w ten sposob sztywnosé konstrukcji).
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Wyktad nr 7

2. Ciegho nierozcigqgliwe

Nierozciqggliwe ciegho obcigzone wzdtuz dtugosci

L

Uktad sit dziatajacych na

g/ cos[a(x)]

wyciety fragment ciegna

T W o dtugoéci s

gJ
EA ANY i\
/dz@
g = const. dx
k=H/g N
dy Aby zrzutowaé obcigzenie roztozone wzdtuz osi ciegna

a(x) =—-"=y(x) musimy znaé rozwiqzanie statyczne i posta¢ funkcji y(x)
opisujaca zwis ciegha

X
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2. Ciegho nierozcigqgliwe

Nierozciqggliwe ciegho obcigzone wzdtuz dtugosci

1) Rzednhe swobodnie
L zwisajgcego
a/ cos[a(x)] nierozciggliwego ciegna
poddanego dziataniu
gf‘L W rownomiernie roztozonego
wzdtuz dtugosci obcigzenia
EA AY (np. ciezaru wtasnego,
oblodzenia) opisuje krzywa
tancuchowa:

y(x) = k - cosh (%)

g = const.

k=H/g

X

y(x) — Rrzywa zwisu ciegnha- kRrzywa tancuchowa
s(x) — dtugosé ciegna

s(x) = k - sinh (%) (s(x) =k- (sinthB —sinh x_]:) )
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Wyktad nr 7

2. Ciegho nierozcigqgliwe

Nierozciqggliwe ciegho obcigzone wzdtuz dtugosci

L

Uktad sit dziatajacych na

g/ cos[a(x)]

wyciety fragment ciegna

o dtugosci s
rl HW/

gJ
EA NY i\
/dz@
g = const. dx
k=H/g 8
Z warunku rownowagi wynika, ze sktadowa ZX =0
pozioma sity osiowej w ciegnie jest stata w
kazdym punkcie tego ciegha na catej dtugosci —H + N -cosa=0

przelotu.

H = N - cosa = const.
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2. Ciegho nierozciqgliwe

WhiosRi:

1) W sytuacji, gdy obcigzenie dziata wzdtuz osi ciegna, jego
rozktad jest bezposrednio zwiqgzany z ksztattem krzywej
zwisu. Rozpoczynajgc zatem obliczenia statyczne ciegha
zawieszonego na podporach o réznej wysokosci nie jestesmy
w stanie na starcie nawet okresli¢ potozenia wypadkowe;j
zadanego obcigzenia.

2) Z warunku rownowagi wynika, ze sktadowa pozioma sity
osiowej w ciegnie jest stata w kazdym punkcie tego ciegha
na catej dtugosci przelotu.

3) Rzedhe swobodnie zwisajgcego nierozciggliwego ciegna
poddanego dziataniu rownomiernie roztozonego wzdtuz
dtugosci obcigzenia (np. ciezaru wtasnego, oblodzenia)
opisuje krzywa tancuchowa:

y(x) = k - cosh (z)

a dtugosé ciegna

s(x) = k - sinh (%) (s(x) =k- (sinthB — sinh xf) )
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3. Ciegnho rozciggliwe

Rozciggliwe ciegno obcigzone wzdtuz dtugosci

Poniewaz nawet niewielkie zmiany dtugosci ciegna w istotny
sposob wptywajg na jego odpowiedz statyczng, dlatego tez
konieczne jest uwzglednianie w obliczeniach zarowno
wydtuzenia sprezystegojak i przyrostu dtugosci spowodowanego
dziataniem temperatury. Stad mozemy zapisac, ze tgczna
dtugosé obcigzonego ciegna:

S =S, + As; + As, (1)

przy czym s, jest poczatkowqg dtugoscig ciegna przed montazem
(nienapietego). Asg; opisuje wydtuzenie sprezyste, a As, przyrost
dtugosci spowodowany zmiang temperatury.

Dtugoéé ciegna wynika z zaleznoéci ds?* = dx? +dy?
S

S S
s=st=j\/dx2+dy2=j 1+ y'2dx (2)
0 0 0
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1. Ciegha

Rowhnanie ciegha obciqzonego wzdtuz poziomej cieciwy

Poniewaz przyjmowanie, ze obcigzenie dziata

wzdtuz osi ciegha znacznie komplikuje 9(x)
obliczenia, zazwyczaj zaktada sie, ze zwis C ]

ciegha jest maty, tzn. My o« g Mo
f/L < 1/10 w wyhiku czego q/cosa = (. X (¥ _’/
y C
L
Przyjecie takiego zatozenia prowadzi do : ¢

analogii belkowej. W idealnie wiotkim ciegnie moment zginajgcy
w dowolnym punkcie na dtugosci jest rowny zeru. Zatem
mozemy zapisaé, ze M, = 0. W ogdlnym przypadku:

M (x) (3)
y(x)

gdzie przez M,(x) oznaczono moment obliczony jak dla belki
swobodhnie podpartej o dtugosci L. W szczegolnym przypadku, gdy
d(x) = const., otrzymujemy wzory na naciqg i strzatke zwisu
qL? qL?

H=gr I =8q 4

Mp(x) —H-y(x) =0->H =
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1. Ciegha

Ze wzoru (3) wynika postaé funkcji opisujgcej krzywqg zwisu
ciegha

Mp(x) (5)

y(x) = 7

Po podstawieniu (5) do (2) dtugosé ciegna
s = st
0

Po rozwinieciu funkcji podcatkowej w szereg Taylora w otoczeniu
punktu zero z doktadnoscig do dwoch wyrazow (aproksymacja
dopuszczalna przy matym zwisie) otrzymamy

S S
f\/dxz +dy? = f 1+ y'2dx (6)
0 0

Uproszczenie: s 1
Vvi+a2=1+0,5 a? s=f<1+§y’2>dx (7)

0
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Wyktad nr 7

1. Ciegha

Uwzgledniajgc definicje opisang wzorem (5), dtugosc ciegna

mozemy zapisac jako:

L
1 2
s = L+ﬁj0b(x)dx
0

gdzie Q,(x) jest sitg thgacg w zastepczej belce.

Jesli dodatkowo zatozymy, ze z uwagi na maty zwis, na

(8)

wydtuzenie sprezyste ciegnha wptywa tylko sktadowa pozioma

sity osiowej, to mozemy zapisaé

Uproszczenie: Ag = Hs,
Przyjecie H zamiast N(x) >s=EA

Zmiana dtugosci ciegna spowodowana dziataniem przyrostu

©)

temperatury AT jest wprost proporcjonalna do wspotczynnika
rozszerzalnosci termicznej oraz poczqgtkowej dtugosci ciegha

AStZ at y AT . SO

(10)
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3. Ciegnho rozciggliwe

Po uwzglednieniu zmian temperatury zgodnie z (16) oraz
wzorow (14) i (15) rownanie (1) przyjmuje finalng forme

L
=4 f Q% (x)dx (17)

0

1
H3 + H’EA |1 — — (L — a,AT —
[ SO ( at SO)] ZSO

W szczegolnym przypadku, gdy obcigzenie jest rOwnomiernie
roztozone, tj. q(x) = g, otrzymujemy

So 24s,

1 EAq?L3
H3 + H?EA [1 —— (L - a;ATs,)| = 1 (18)

Pomimo licznych uproszczen, rownanie (17) wystarczajgco dobrze
opisuje zachowanie sie ciegna w przypadku, gdy zwis f/L < 1/10.
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4. Ciegha - Przyktad

Dla ciegha o cieciwie poziomej (| obcigzeniu przedstawionym na
schemacie ponizej nalezy obliczyé dtugosé poczgtkowqg ciegna,
sprawdzié nosnosé ciegna oraz zwis maksymalny

Dane:
g+q L =40 m
‘ q=2,5 RN/m

Przyjeto:

H X
£ - _
< : > H.. =20 RN
i\&_/ lina Pfeifer PE 60:

v FA_T Ao = 477 mm?
L Dyjpy = 28,6 MM

cw = 3,7 kg/m
E=130GPa

(lina splotkowa jednozwita 1x61):

Nosnhosc obliczeniowa: Fg, = 350 kN
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4. Ciegha - Przyktad

1. FAZA MONTAZU
E, =130 GPa = 130 - 10°kPa

g=0,037 kN/m

A, = 477 mm? = 477 - 107°m?

EA, = 62010 kN;

Hﬂ'l Hm X
< ; ) >
Jgﬁ H,, = 20 kN;

A L L ~ Me _ N
A y 9 =750 0,037kN/m
L EAqg?L3
H3 + H2EAl|1 - —| =229 =
So 24s,
2
(0,037kN) (40m)>?
m

40m] 62010kN -

3 2. . —
(20kN)>+(20kN)“- 62010kN [1 . 24,

(0]

so= 39,996226 m
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4. Ciegha - Przyktad

2. FAZA EKSPLOATACJT H = 300,51 kN (pozostate pierwiastki sg
g+q= 2537 kN/m zespolone)

Maksymalna sita osiowa w

< , S ciegnie:
.f
v _—f’ﬁ[ Nipax =V V2 + H?
v
L
1 2,573kN
y:L | V=0,5-(q+g)-L=§-—m - 40m
: : = 50,74kN
Wyznaczenie naciggu:
L] EAg®L3 N
H3 + H2EA|1— —| = =9 max
so|  24s, = /(50,74kN)2+(300,51kN)2
. - 40m = 304,76kN < 350kN = fzp,
H3 + H? - 62010kN - |1 —
* _ 39,996226m]
2
62010kN - (%) (40m)?

24 -39,996226m
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4. Ciegha - Przyktad

2. FAZA EKSPLOATACJI Maksymalna sita osiowa w ciegnie:
g+q=2537 kN/m
‘ N,,ox = VV?% + H?
H H X
)3 1 2,573kN
< : > — . ] =2
f_/EAjﬁ V=05-(g+g)-L > — 40m
v /[v = 50,74kN
L
vy ’ H = 300,51 kN

Npmax = +/ (50,74kN)24(300,51kN)2= 304,76kN < 350kN = fzp

Strzatka zwisu:

_(q+g@L*  2,537kN/m - (40m)?
-~ 8H 8-300,51kN

= 1,688m < 0,1L = 4m (— < 0,1)
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5. Oznhaczenia | zatozenia

Nyl FEoRE Ne=lH+RE

1

|42 2
Nmax‘ H +Vmax

N;- rozktad sity osiowej w ciegnie
H- sktadowa pozioma sity osiowe;j

R- reakcje podporowe w ustroju cieghowym
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5. Oznhaczenia | zatozenia

Zatozenia:

1.
2.

Analizowane zagadnienie jest zagadnieniem ptaskim

Analizowane sqg ciegha wiotkie — nie przenoszgce momentow
zginajgcych — mozliwosé stosowania analogi belkowej, ktora
umozliwia powigzanie funkcji zwisu ciegha z momentem
zdinajgcym liczonym w belce prostej obcigzonej obcigzeniem
zgodnym z obcigzeniem ciegna na dtugosci przelotu.

. Analizowane sq ciegha o matym zwisie f < 0,1L — obcigzenie

roztozone dziatajace wzZadanie 5: Uktad przestrzenny SN -
obliczenie przemieszczen od wptywow mechanicznychdtuz osi
ciegha jest w przyblizeniu rowne obcigzeniu roztozonemu
wzdtuz cieciwyciegna oraz mozna przyjmowaé wydtuzenie
sprezyste zalezne od statej sity naciggu, a nie od zmiennej
sity osiowej

Analizowane sg ciegha obcigzone jedynie obcigzeniem
rownolegtym do osi pionowej — sktadowa pozioma sity
osiowej H oraz sity naciggu jest statg na dtugosci przelotu
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6. Przemieszczenia gtowic stupow

7 ~
A 1kN - Ml'MSd—llleNLzS
Sy 1kN Ux = El T El2 3 0%
— —
0
@ @ Sx'L3
Wx = T3p]

Se  LNN\"  1kN - LN\
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wWyktad nr 7 (do wyktadu nr 9)

6. Przemieszczenia gtowic stupow

Przemieszczenie obliczone metodg przemieszczeh

S! k  Uix 1. Uktad podstawowy 2. Pierwszy stan

@

S metody przemieszczen  translacyjny
8
T kTSy k i, 51 =1
< D + I -
~ ; \ @ 8 Kat obrotu cieciwy
< T 1 _ 1
S E Y14 = I
! ~ £ kyp S+ ks =0 Przemieszczenie
Pe '\% S ha kierunku S,
@
3. Obliczenie wspdtczynnikow * @ fy’:l;mgti)f' Wizl
i wyrazéw wolnych p QI yste)
K,; kaﬂ :Zdy"EJy'/Ly'W;"//erZkf'ALf'ALfa AL, =1
k 3E1 - +k-1-1 Su + k 4. Obliczenie przemieszczenia
— 3. _._ 1.1 =—"- : icz
HESTLL JE P
3EI
Kyi ko == (M + M)y =3 F, 55 T ko =5 =0
i f
S
kIOZ_SX.]‘:_SX u1x=51=3E1x
—+k

L3
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6. Przemieszczenia gtowic rygli
g

NEI] = const. EA — o

v+t @ 5 1

L
él l 1kNP—M1MPd 11L1kNL2PL
Z lsy Yy = TR YT EN 2 3
P 0
RA .J3
P-L l oL
= 3EI
7 :
/ 1
4 Sy 1kN -ul = M 'Mgdx—
y — EI B

N & ;
| — 2 [1kN - L- qL2+4 kN-q—L2+O]

@ E

~

4= 48 L*

1kN - L ’ v 8EI
/\I\I\'\ _ g _ p-13 g.L4- _ (Sy+R)'L3 g'L4
2 @ Uy = upy + Yy~ 351 T 8EI  3El 8EI



6. Przemieszczenia gtowic rygli

Przemieszczenie na kierunku S, §i =1

§|v 4 \ 4 \ 4 ) 4 l @

. . . . . I _
NET = const, EA = o Zmiana dt. Wiezi sprezyste; ALs =1

! 1y" 3.Rozwigzanie up od obcigzenia danego
* + l% P

kb iy =ean R
1. UK%ac%wowy Q@él @

metody przemieszczen 4. Obliczenie wspotczynnikow i wyrazow wolnych

g _ 3t

ki = [E k
P oF a
PR &RA} —Z (M +M: ). v ZF 0

NN
<—
4_
4_
oS=0)
‘<Cn
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i 2 r
gL 1 gL 3gL
ki -6 +kio=0 k,o=—(—?+O)Z—7-1—P-1=—T—P
2. Pierwszy stan . . _ .
translacyjny 5. Obliczenie przemieszczenia
3E] 3gL
[F+k]°51+—T—P=0
. gL L _Sy*Ri 3 gL
) 1= - * = 3E] 8 3E1
Kat obrotu cieciwy i, = fl 3531 + k 351 + k I3 +k I3 T k
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