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1. DANE I SZUKANE

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu jak na rysunku 1.1. Nalezy:

e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakoSciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.

e Stosujac metode przemieszczen rozwigzaé rame od podanego obcigzenia
mechanicznego (obliczy¢ sity) przekrojowe i sporzadzi¢ ich wykresy.

e Przeprowadzi¢ stosowne kontrole.

- =,

4m
2EI

4m

Rys. 1.1. Schemat statyczny
Dane do obliczen: F = 8 kN; q =4 kN/m; M = 24 kN m; k, = 8 El/m.

2. SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKLADU
I OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci

t=2

Rys. 2.1. Tarcze 1 wiezi
2
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t=2, e=0, n,=9-3-2=3
e Uklad sktada si¢ z dwoch tarcz potaczonych z ostoja siedmioma wigziami, wérod ktorych
mozna wyr6zni¢ co najmniej 6 niezbieznych. Cala rama wraz z ostoja tworzy uktad
geometrycznie niezmienny

3. OBLICZENIE STOPNIA GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZLNOSCI UKLADU

3.1. PODZIAL UKEADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY
TRANSFORMACYJNE I WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY

OBROTU WEZLOW
%2

p-p

Rys. 3.1.1. Numeracja weztow 1 typow pretow
Z przyjetego podziatu na prety wynika, ze:

e Dla pretow i-j stosowane beda wzory transformacyjne w postaci:

ElL.
M;; = T;](aij - @i + byj - @i — ¢y ) + M

El.
Mj; = (i - @ji + bji - @i — ji - Pij) + M7

Uwzgledniajac, ze @14 = @1c = @12 = @1, stwierdzono, ze liczba stopni swobody obrotu
weztow n, = 1.

3.2. WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZLOW

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weztdw budowany jest model

przegubowy. Nalezy:

e zwolni¢ wigzi przenoszace momenty

e poming¢ wigzi sprezyste

e nalezy odebra¢ stopnie swobody przesuwu pretom typu wspornik, oraz pretom o lewym
koficem utwierdzonym a prawym utwierdzony z przesuwem poprzecznym (nalezy dodaé
wiez oznaczong linig przerywang)


http://www.zsibb.pwr.wroc.pl/zukowski/MP/MP-pret-sl.pdf
http://www.zsibb.pwr.wroc.pl/zukowski/MP/MP-pret-sl.pdf
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Rys. 3.2.1. Model przegubowy
Oszacowanie liczby stopni swobody przesuwu weziow
ng=2-w—p—-r=2-8-7-8=1

gdzie: w=28 - liczba weztow modelu,
p="7 -liczba pretow w modelu,
r=28 - liczba wiezi podporowych modelu.

Oznacza to, ze aby uklad o wezlach przegubowych byl geometrycznie niezmienny nalezy
doda¢ co najmniej dwie wiezi.

Vo

Rys. 3.2.2. Model przegubowy po dodaniu wigzi translacyjnych

Dopiero analiza kinematyczna potwierdza, ze model przegubowy po dodaniu jednej wigzi
jest geometrycznie niezmienny.
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3.3. STOPIEN GEOMERYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI UKLAU
Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu wynosi:

ng=n,+ns=1+1=1

4. UKLAD POSTAWOWY METODY PRZEMISZCZEN

Uktad podstawowy tworzymy z uktadu danego przez dodanie n, wigzi rotacyjnych i ns wiezi
translacyjnych (w tym przykladzie 1 wiez rotacyjng i 1 wiez translacyjng). Uktad podstawowy
metody przemieszczen, pokazany na rys.4.1., jest geometrycznie wyznaczalny.

4m
2EI

L 3m L 3m L 3m v

A A A A

Rys. 4.1. Uklad podstawowy mody przemieszczen

5. ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEO OD SKEADOWYCH
STAOW OBCIAZN

5.1. STAN OBCIAZENIA DANGO

Nalezy pamigtaé, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg rozlgcznie, to jest, ze
stanowi obcigzen danych towarzyszy ;=@ =0;=01=0, co oznacza, ze do wzorOw
transformacyjnych podstawiamy @; = @i = ; = 0. Dla elementéw przyjetych w punkcie 3.1.
wzory na momenty wezlowe odczytujemy z tablic, pamigtajac, ze dla przyjetych elementow
momenty prawoskretne sa dodatnie.
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Rys. 5.1.1. Momenty brzegowe od obcigzenia zewnetrznego 1 sity rOwnowazne.

_4kN/m-(3m)® _ 4kN /m-(3m)?

MY, = —ql?/12 = - XNMONT _ _3pN.m, MO, = ql?/12 = = 3kN -m,
A1l 12 14 12
MO, = —3FL/8 = — X85 — _q15kN - m, MO = —FL/8 = — L™ — 5N . m,
MY = —M/8=—2NM — _3kN . m, M3, = M3, = Mg, = 0.
12

59

Rys. 5.1.2. Wykres momentéw M w kN-m.
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5.2. PIERWSZY STAN ROTACYJNY

W tym stanie obcigzenia do wzoréw transformacyjnych podstawiamy ¢@; = @ =1,
Or= o= 0 oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzordw w postaci:

El;
1= L_,](alj c@1j + by 9j1),
1j
El;;
Mj11 = _L ] (a].l . (P]1 + b]1 . (plj)
1j
Momenty weztowe wynosza:
El 4 El 8EI
Mia =7 (@t by ea) =g (4 1+2:0) =2
Ely 2EI 4E]
M =L—Al(aA1'<PA1 + ba1 - @14) =%(4-0+2-1) =c—
Elc EI 1EI
Mic =L_1C(a1c'(P1c+b1c'(Pc1) =%(1 +1—-1-0) =<
El ¢ El 1EI
M¢, =E(ac1'§oc1 + ber - P1c) =%(1 0—-1-1)= i
El;, El 1EI
Mi, L_lz(au P12 + b1z 921) =@(3-1+3-0) =5
El; 2EI
M3 L. (a21'§021+b21'§012)=%(4'0+0)=0
Mg = Mg, = 0

N

/

Rys. 5.2.1. Wykres momentow M’ w El/m.
5.3. PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY

W tym stanie do wzordw transformacyjnych podstawiamy: ¢; = 0, katy obrotu cigciw
pretow ; okreslone po wymuszeniu przemieszczenia oy = 1 oraz uwzgledniamy brak obcigzenia
danego. Korzystamy wigc ze wzordw w postaci:

_ELj _ELj oo

C]l * ij'

I _ I I
M;; = Cij - Yij Mj; =

7

Lij Lij
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W celu wyznaczenia szukanych katow obrotu cigciw pretow rozpatrywany jest przegubowy
model uktady z dodanymi wig¢zami translacyjnymi oraz wymuszane jest przesuni¢cie o wartosci
1 w miejscu i na kierunku dodanej wiezi I. Aby wyznaczy¢ szukane przemieszczenia oraz katy
obrotu cigciw pretow sporzadzany jest biegunowy plan przesunig¢ obréconych.

a) \ b)
W / - .
B=B'=B" AB,C,12, N\
P 3 s
*p B 2'7} IRV 3‘ )
fi oo
) A
;8
A,,‘ﬁ

Rys. 5.3.1. a) plan przemieszczen obroconych 1 mozliwych, b) B.P.P.O.

Warto$ci wzajemnych przesuni¢¢ koncoOw pretow wynosza:

1A—|1NAN|__§
1C — |1NCN| — 0
|1N2 Nl — 3
12 - 8
|2NBN| p— 1
Ayp = 2 .
Katy obrotow cigciw wynosza (l/)f ;= ii :
ij
;5
I M4 _8 !
ML, 5m 8m
L
" Lic 5m
; 3
I A1z 8 _ —1
2L, 6é6m 16m
;1
1 Aﬂ _2_ _i
2B Ly A4m 8m

Momenty weztowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia oy wynosza:

Ml o= ml - El, . 2E1 6 ( 1) 3 EI
a1 = Mg = L Car Y14 = 5m 8m 10 m2’
El El
ML =ML = ——1C Yl.=———.0-0=0,
1c c1 L1C 1C 1C 5m

8
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i _Ehe . El 1 1E

2= T e Y = e 3 = T
ML, =0,
Mip = M}, = 0.
Przesunigcia w miejscach sit rtOwnowaznych:

3 1 1 3
81 =0, 8é=—§, Sé =—E, 62x=—5, ,8é=—§, 8é=0
3 3
8;‘ :_ga 61) :_ga

Zmiana dtugosci wiezi sprezystej: ALy, =1
Sita w wiezi sprezystej: SO = kg CALy, = 8%- 1= 1%

Rys. 5.3.2. Wykres momentow M’ w El/m’.

6. UKEAD ROWNAN KANONICZNYCH METODY PRZEMIESZCZEN I JEGO
ROZWIAZANIE

6.1. POSTAC OGOLNA UKEADU ROWNAN

ki1 @1 +ky-6;+ky,=0
kip @1 +kp -6+ +k,, =0

6.2. OBCLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW UKEADU ROWNAN

e El  El __El _El _ _EI
kll:ZMlj-l_kl :M12+M1A+M1C+k1 ZO,SE‘F 1,6%"‘0,2;4‘5;:7,3;,
]
L El El El
ky = ZMU- = Mi, + M, + Mlc = —0,0313 -+ 03—+ 0 = 02687,
]
klo=Zij—M=MfZ+MfA+MfC=—3k1v-m+3k1v-m—15k1v-m=—15k1v-m,
Jj
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ki = _Z(Milj + Mjli)l/)llj

ij
= —(Mi, + M)l — (Mi, + MaDi, — (Mic + M) Yic — (Mzp + Mp)Yhe

El 1 El El 1 El El
= —(0,5—+ 0)—— (1,6—+ 0,8—) . (——) - (O,Z—i 0,2—) -(0)
m 16m m m 8m m m

1 El
—(0+0)- (——) = 0,2687 —;,
8m m?2

ki =—Yi(M + M)l + 3 kS - 8L - 81 = —(Miy + My )i, — (MI, + Mgyt —

I I Yol (] I \apl § .51 sl _(_ El 1
(Mic + Mc)yic — (Map + Mpy)Ypp +k° -6 -6 ( 0,0313m2+0)16m

EI El 1 EI EI
(0,3ﬁ+ o,3ﬁ) : (—Q) —(0+0)-(0) = (0+0)-(0) +8-5-1-1=80770-,

kio = = ) (Mg + MYl = ) Pp- o}
ij P
= —(Mfz + M§1)¢{2 - (MfA + MX1)¢{A - (Mfc + Mg1)¢{c - (MgB + Mgz)EbéB - P
5{_P2 .6£_P3x.6éx_P3y.Séy_P‘l'x.6ix_P4y.5iy_P5.6é_P6.5é

1 1
=—(—3kN-m+0)——(3—kN-m+3kN-m)-(——)
16m 8m

—(—15kN-m—3kN-m)-(0)—(0+0)-(0)—3kN-0—3kN-(—§)—3,2kN

8
( 1) 2,4kN ( 3) 32kN( 1) 24kN( 3) 4kN ( 3) 4kN -0
2 ’ 8 ’ 2 ’ 8 8
= 8,9375kN.

6.3. SZCZEGOLOWA POSTAC UKEADU ROWNAN METODY SIL I JEGO
ROZWIAZANIE

El El
73— 1+ 02678 6, — 15kN -m = 0
El El
0,2678— - ¢; + 8,0770— - §, + 8,9375kN = 0
m m

m’ 5 = —1.1764 K0 ™
r— = El

— 20081
$r= 2 El

7. OBLICZENIE WARTOSCI SIE. PRZEKROJOWYCH I SPORZADZENIE
WYKRESOW

7.1. OBLICZENIE MOMENTOW BRZEGOWYCH I SIE. W WIEZIACH
SPREZYSTYCH

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac z zasady superpozycji na podstawie wzoru:

Ml]=M11]-(p1+Mf]-6,+Mf],

10
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Momenty brzegowe:

1
M}, 2! M;; 8 Me M,
Pret Punkt El kN - m? E] kN - m3 Y
P £l - Vo kN -m kN -m
A A 0,8 0,3 -3,0 -1,6745
1 1.6 0,3 3,0 6,0040
i 1 0,2 0 -15,0 -14,5804
< 0.2 2.0981 0 —1,1764 >0 04196
2 1 0,5 -0,0313 -3,0 -1,9142
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2B B 0 0 0 0
Sita wiezi sprezyste;j:
EI kN-m?2
Sp =ky 9, =5—-(2.0981) —— = 10,4905kN - m
Sy = ks 8 =825 (c11764) N _ g a112km
8= T T T3 ’ El 7

7.2. OBLICZENIE SIE. OSIOWYCH I TNACYCH ORAZ SPORZADZENIE
WYKRESOW

Sity tngce okreslamy korzystajac ze statycznych rownan rownowagi elementow (pretow)
przy wyznaczonych juz momentach brzegowych z uwzglednieniem obcigzenia zewnetrznego na
elementach. Sily osiowe wyznaczamy ze statycznych réwnan rownowagi wycigtych weztow z
uwzglednieniem juz wyznaczonych brzegowych sit tnacych oraz obcigzen dziatajacych w
weztach. W tym celu uktad dzielimy na prety 1 wezly, obcigzajac wydzielone elementy
obcigzeniem danym i na brzegach sitami brzegowymi.

NI%?%

> —> —k
X VB2
Y

4m

Rys. 7.2.1. Podzial na prety 1 wezly, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
11
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Pret 2-B
ZMB=MBZ+MZB+VZB-4m=0+0+V23-4m=0=>V23 —0,
2V=V23_V32 =0—-Vg, =0=V5, =0,
2N=N23_N32 =0 = Np; = Nyp.
Pret 1-2
z My =My, —M+V,; -6m=[-19142 —-24+V,, - 6]kN -m =0 = V,; = 4,9190kN,
Z V="V, —Vy =[Vi, —4,3190]kN =0 = V,, = 4,3190kN
ZN=N12_N21 = 0= Nyz = Np;.
Pret 1-C

EMC =M1C +MC1 +V1C Sm_F Z,Sm
= [—14,5804 — 5,4196 + V; - 5—8-2,5]kN -m = 0 = V;; = 8kN,
2 M, = Myc + Mgy + F - 2,5m = [—13,6646 — 6,3354 + 8 - 2,5]kN - m = 0,

ENlec_N61 =O$NC1 =N1C'
Pret 1-A

ZMA=MA1+M1A+V1A'5m+q'3m'1,5m

=[-1,6745+ 6,0040 + V,, -5+ 4-3-15]kN-m = 0=V,
= —4,9190kN,

21\/11=MA1+M1A+VA1-4m—q-3m'1,5‘m

=[-1,6745+ 6,0040 + V,, - 5—4-3-1,5]kN-m = 0=V,
= —2,7341kN,

ZNzNAl—N1A+q-3m-0,8=0:>NA1=N1A—4kN/m-3m-0,8.
Wezel 2

ZM2:M21+MZB:[O+O]kN'm:0,
ZX:VZB-I_NZl:[O+N21]kN:0:>N21:0'
Z Y =V, + Nyp = [4,3190 + No]kN = 0 = Nyp = —4,3190kN.

Z trzeciego roOwnania dla preta 2-B N, = N,p = —3,9367kN.
Z trzeciego roOwnania dla preta 1-2 Ny, = Ny = 0.

Wezel 1

z My = My, + My + Myc + S, = [10,4905 — 1,9142 + 6,0040 — 14,5804]kN - m = 0,

zX:le +NIC.O'6_VIC.0'8_N1A.0'6_V1C '0,8
=[0+N,;-0,6—8-08—N,, 0,6 —(—43190) - 0,8]kN = 0

12
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ZY == _V12 + NlC ' 0,8 + VIC ' 0,6 +N1A b 0,8 - VlC ) 0,6
= [~4,3190 + Ny 0,8+ 8- 0,6 + Ny - 0,8 — (—4,3190) - 0,6]kN = 0

= Ny, = —9,7302 kN, Nyc = —5,0180kN

Z trzeciego rownania dla preta 1-A Ny = —9,7302kN — 9,6 kN = —19,3302kN.
Z trzeciego rownania dla preta 1-C Ngy = Ny = —7,0495

Obliczenie momentdw zginajacych

M,gina1 = Mg1 = —1,6745kN - m M,gin1a = —Mys = —6,0040kN - m
M,4in1c = Myc = —14,5804kN - m M, ginc1 = —M¢1 = 5,4196kN -m
Mzgin,lZ = My, = —1,9142kN - m Mzgin,Zl =—-—Mz; =0
Mzgin,ZB =Mz =0 Mzgin,BZ = —Mp, =0

1,5m

Mzgin,3 =My +Vy-25m—q-1,5m- 2
=[-1,6745+2,7341-2,5m —4-1,5-0,75]kN - m = 0,6608kN - m

Mg’gm = —V,1 -3m = —4,3190kN - 3m = —12,9558kN - m
M}yina = —Vp1-3m+M = —4,3190kN - 3m + 24kN - m = 11,0429kN - m
a) b)
c)

Rys. 5.2.2. Wykres a) momentow zginajacych M w kN-m, b) sit tnagcych V' w kN,
c) sit osiowych N w kN

13
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8. KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

Kontrola kinematycznej dopuszczalnosci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodno$ci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
kierunkach przecietych wigzi. W tym celu dobierany jest uktad podstawowy metody sit. Wartosci
obliczonych przemieszczen musza by¢ takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia uktadu.
Poniewaz dany uktad jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny dobrano uklad podstawowy
przecinajac trzy wiezi podporowe. Przemieszczenia obliczane sg za pomocg wzoru

4 _fMi -MFd +z$‘£l-S,Fl
ir = El k,
n
x,

r W

4m

4m

\/ 3m \/ 3m L 3m

A v 7 A

Rys. 8.1. Uktad podstawowy metody sit bez obcigzenia danego

. Przemieszczenie w miejscu 1 kierunku sity jednostkowej X = 1

a) b)

W

ks X=1

70 X\

Rys. 8.2. a) Uklad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowa X; = 1, b) wykres
momentéw zginajgcych M1

14
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Sita w wiezi sprezystej: S§ = 0

m?* - MF St.sk
Alpzf—dx-l_z s s
n

El k,

5m
= =5 1" (FL6745)kN -m +4 -1 (0,6608)kN - m + 1 - (=6,0040)kN - m]

)

+ 71 (Z14,5800)kN -m +4 - 1+ (=4,5009)kN - m + 1 54186kN - m] +

2,5m 0-(—=9,4112)kN
+2 7 [1-54186kN -m + 4 1-54186kN -m + 1-5,4186kN - m] + =0

El -

. Przemieszczenie w miejscu 1 kierunku sity jednostkowej (X2 = 1)kN'm

a) b)

W

"

Rys. 8.3. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg X> = 1, b) wykres
momentdw zginajacych M? w m

Sita w wiezi sprezystej: SF = —0,6

M? - MF S2.skF
AZF = j-—EI dx +Z kn
n
5m
= 6 2EI [4,8m - (—1,6745)kN - m + 4 - 0,6608kN - m + (—6,0040)kN - m]
—-0,6) - (—9,4112)kN
L (£06) kN _
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. Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej X3 = 1

a) b)

%

0
)

Rys. 8.4.a) Uklad podstaWowy metody sit obcigzony sitg jednostkowa X3 = 1, b) wykres
momentoéw zginajagcych M3 w m

Sita w wiezi sprezystej: §3 =

p _fM3-MFd +ZS,?;-S,€
A T k,
n
5m

[9m - (—1,6745)kN -m + 4 - 7,5m - 0,6608kN - m + 6m - (—6,0040)kN - m]

~6.2E]

3m
+ Bl [6m - (—1,9142)kN -m + 4 - 4,5m - 4,5644kN - m + 3m - 11,0429kN - m|
3m
+ 5Bl [6m - (—12,9564)kN -m + 4 - 4,5m - (—6,4785)kN - m + 3m - 0kN - m]
0-(—9,4112)kN _

El
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