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Politechnika Wroctawska

Statecznosc ustrojow pretowych.

Wprowadzenie

O Zazwyczaj przy rozwigzywaniu uktadow pretowych
rozpatrujemy uktad w stanie nieodksztatconym, czyli
stosujemy zasade zesztywhnienia, ktora zaktada, ze

obcigzenie nie powoduje przemieszczen (odksztatcen)
ustroju.

Zasada zesztywnienia: linie dziatania sit przytozonych
do ciata nieodksztatconego nie zmieniajg potozenia
LW ciele odksztatconym.

O Brak stateczhosci mozna oRresli¢ jako stan, w Rtorym
hiewielki przyrost obciqzenia prowadzi do nieproporcjonadlnie
duzego przyrostu przemieszczehn Ronstrukcji
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Politechnika Wroctawska

Statecznosc¢ ustrojow pretowych.

Wprowadzenie

O W zaleznosci od schematu statycznedo i rodzaju obcigzenia
przemieszczenia te mogqg

-  wystepowaé nagle - wyboczenie * mogq narast.c.lé stopniowo -
bifurkacyjne (jedyne sity wewnetrzne b?z b(furqu( stanu
" ; ) rownowagi (ustroje z
to sity osiowe wadami)
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Politechnika Wroctawska

Statecznosc¢ ustrojow pretowych.

Wprowadzenie

O W zaleznosci od schematu statycznego i rodzaju obcigzenia
przemieszczenia te mogqg
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Politechnika Wroctawska

Statecznosc ustrojow pretowych.
Wprowadzenie

O Zazwyczaj przy rozwigzywaniu uktadow pretowych rozpatrujemy
uktad w stanie niedoksztatconym, czyli stosujemy zasade
zesztywhienia, ktora zaktada, ze obcigzenie nie powoduje
przemieszczen (odksztatcen) ustroju.

0 W takim przypadku sity osiowe nie majqa wptywu na momenty zginajgqce —
zachodzi to dla pretow sztywnych i relatywnie matych sit osiowych.

O Jezeli sity osiowe sgq znaczne a pret jest wiotki, to nalezy odrzucié
zasade zesztywnhienia i uwzgledni¢ wptyw sit osiowych na
powstawanie momentow zginajqgcych.

0 W takim przypadku rozwiqzujemy uktad pretowy wedtug teorii ll-go
rzedu.

Weadbeg Eeorii I-go rzedu Wedbasg teori II-ga rEaedu

I N

I\.Il(x)=P*x v_ P (M) Hl___F‘_ D

I.
M(x)=P*x+N*A(x) El

M= P*h+N*A

T Ph T A



Politechnika Wroctawska
Statecznosc ustrojow pretowych.
Wprowadzenie

O Stan rownowagi konstrukcji pretowych nazywamy statecznym,
gdy konstrukcja powradca do pierwotnego stanu po usunieciu
przyczyny, Rtora spowodowata mate wychylenia ze stanu
wyjsciowedo.

O Jesli uktad nie powraca po usumeau przyczyny do stanu O to taki stan
nazywamy hiestatecznym stanem rownowadi. i l

A \

{ '

| |

AN RO

O Pret Sciskany przy pewnej wartosci sity moze sie wyboczyc, a wiec
przyjqé postaé zakrzywiong i wowczas w tym precie obok
Sciskania wystqgpi rowniez zginanie.

O Poniewaz dla wyboczonej konstrukcji oprocz naprezen
Sciskajgcych sita osiowa bedzie powodowaé rowniez zginanie, a
wiec naprezenia zginadjgce, nastgpi szybciej zniszczenie konstrukcji
ze wzgledu na wyczerpanie nosnosci ze wzgledu nie tylko na
Sciskanie ale i zginanie.
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Politechnika Wroctawska

Statecznhosé ustrojow pretowych.
Wprowadzenie

Zatozenia w analizie statecznosci dla k rukcii liniowo - sbrez ch:

% mate przemieszczenia w stosunku do rozmiaréw preta tj. jego
dtugosci,

¢ linilowa zalezno$é pomiedzy obcigzeniem a przemieszczeniami,

% odrzucenie zasady zesztywnienia.

O Utrata statecznosci ustroju pretowego nastepuje wtedy, kiedy sita

Sciskajgca osigghie takg wartosé, ze przemieszczenia konstrukcji

bedg narastaty w sposdb nieograniczony przy praktycznie
hiezmieniajgcej sie wartosci obcigzenia.

O W analizie statecznosci poszukujemy minimalnej wartosci sity osiowej,
przy ktdrej nastgpi utrata statecznosci ustroju pretowego - jest ona

hazywana sitq kRrytyczna Pkr (lub Nkr).
l I |
| |
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Politechnika Wroctawska

Statecznhosé ustrojow pretowych.
Wprowadzenie

O Sita krytyczna Pkr to sita, przy ktdrej osiowo Sciskany pret znajduje sie
w stanie rowhowagi obojetnej, czyli po usunieciu sity Sciskajgcej pret
pozostanie Rrzywoliniowy.

O Jezeli sita sciskajgca jest
mhniejsza niz sita krytyczna m“_
dla danego preta, to pret P, = Py,
powraca do swojej pierwotnej | [ »
postaci tj.
do stanu
rownowagi l ! : ;
statycznej. _5_ _5_ Yy A -L—L
O Sita krytyczna _l— ’ j
s r® - EJ 1 g / : i
(Lw ) 2 E : ) : Irl

gdzie EJ ! ': :
(sztywnosé) 8 o A L e o
[ Lw (dtugosc

wyboczeniowa)

-
——
-

m2EI 2014E1 4w EI T2 E 1 T2 E I T2 E I
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Politechnika Wroctawska

Statecznhosé ustrojow pretowych.
Wprowadzenie

O W projektowaniu konstrukcji nieodzowna jest znajomosé wielkosci
sity krytycznej, przy kRtorej nastgpi wyboczenie konstrukcji jak i
dtugosci wyboczeniowych pretow Lw , z Rtorych zbudowana jest
konstrukcja.

O Schematy pretow o roznych warunkach brzegowych, dla ktorych
wyzhaczoho dtugosci wyboczeniowe pretow Lw pokazano ponizej:

L"=u -L

I | [
.. X _l__ Yy Yy vy

i
i
i
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Politechnika Wroctawska

Statecznhosé ustrojow pretowych.

Rownanie rozniczkowe preta

Jak wyznacza sie site krytyczng w precie podanemu obciqzeniu osiowemu?
O Rozpatrujemy pret prosty o sztywhnosci EJ Sciskany sitg N i obcigzony
obcigzeniem p(x) jak ponizej. Jego rownanie réozniczkowe jest postaci:

T dwix]  dfwlx
N(0) ‘:: [ [ l h y N(L) EF — + N—II "I

__sx) ]__. i 'j‘ll:l:..'-'l dx_z = Iﬂ{xlll

EJix)

O Dalej bedziemy zajmowaé sie problemem statecznosci tj. gdy p(x)=0 jak
ponizej. Jego rownanie rozniczkowe jest postaci:

N N
| et : -

£) d )

.
+Nﬂ' wix )

={
ey e’

v =)

O Rozwigzanie rownania preta w postaci rownania rézniczkowego:

wi(&)=C, + C,& + C,sindé + C, cos A&
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‘%Jg Politechnika Wroctawska
Statecznhosé ustrojow pretowych.

Rownanie rozniczkowe preta

O Rozwigzanie rownania preta w postaci rownania rézniczkowego:

wi&)=C, + C,& + C,sindé + C, cos A&

gdzie state Co, C1, C2 i C3 sg wyliczanie dla réznych warunkéw brzegowych

2

ﬁ;} w=0, d—fz=0(M=O),

& _ 0 dW_0

E W = ) d_é—_ ((p))

k W Y o p=0T=0)
dE_ ) dgg_ Qo— ) - )
dzw—o d3W+/12dW—0(M—0T—O)
ez dé3 dé -
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Statecznhosé ustrojow pretowych.

Rowhanie rozniczkowe
d Dla belki swobodnie podpartej mamy:

P, = x

- |

m d zwlfx}+

P,
k?=—2— \y(x)=Asinkx +Bcos kx w(0)=0 oraz wll)=0
E"er'n
T EJ .
n=1 1= i w(x)= Asin ;E:r [ —==
’ « f Ny
4x° EJ,,; ~ 2, —
n=2 P .= i - w(x)= Asin —IEJ.' =~ —= ~— 2
’ B T
9x° EJ 37 — —
n=3 P, = = wlx) = Asin =1 & "

I - AN
b 13— >e—1/3 —la— 173 ]

4 A

Kazdej wartosci
sity kRrytyczne;j
odpowiada inna
forma deformacji
preta, inna postac
wyboczonego
preta.

Za site krytyczng
Pkr uznamy te
nhajmniejszd,
odpowiadajacqg

)
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Politechnika Wroctawska

Stateczhosé ustrojow pretowych.
Wzory transformacyjne

O Problem statecznosci ztozonych uktadow pretowych moze byé
rozpatrywany tylko przy zastosowaniu odpowiednich metod
obliczeniowych jak np. metoda przemieszczen.

O Aby zastosowaé metode przemieszczeh w zakresie statecznhosci
zachodzi potrzeba wyprowadzenia wzorow transformacyjnych
podobnie jak dla zadania statycznego z uwzglednieniem tylko sity
osiowe).

O Rozpatrzmy przemieszczenie koncow preta ij o sztywnosci EJij
oraz dtugosci Lij. Rozpatrujemy przemieszczenia konca preta
Sciskanego.

M Ny
:'-“'H
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne
0 Wzory transformacyjne dla preta prostego wg teorii rzedu 2-go

El,

M, = LU'(ag'¢g+bg'@j;_cy"';"y)"'M:’ M, = Ly'(aji'¢ji+bﬁ'¢y‘_cﬂ'wu)+M;’
V=0 ey gy =y 0+ dy Wy 4V, V= ai oy gy —cy e+, w )+
i T 2 TGPy T P Ty Yy Vi s =T G Py T C Py Yy

i y

. 2 a2 . .
gleE a[j, aj[, bu bjl! Clj au + bj[, le ajl + bu, du d cu =+ C]l (ll.lb +?lu ) Sa; ﬁ.lnkc_]allll

parametrdw A, =L, - .| y|fEI (dla pretéw Sciskanych) lub A, =L, ﬂ/N [EI, (dla pretow
rozcigganych)

L N:: -«
)»ij —L.. ij - Yer

Y| EI;

Parametry
preta ij zalezqg od sity osiowej Nij w precie, sztywnosci na zginanie EJij
preta oraz dtugosci preta Lij.

O Powyzsze parametry dla wybranych typow pretow o statej sztywnosci
EJ i statej wartosci sity wewnetrznej w precie sq zgrupowane ze
wzgledu na:

= efekt wywotany sitg osiowq tj. sSciskanie, rozcigganie (lub sita zerowa),

= typ podparcia preta (warunki brzegowe).
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne

O Wspdotczynniki do wzordw transformacyjnych dla preta prostego
wg teorii rzedu 1-go (prety zerowe) i 2-go (Sciskane i rozciggane)

i ] a;j ai  [by=Dbji| ¢ Cji [ dij=dji
>« a(D| ad)| BA | K| KD | S
| 4 4 2 6 6 12
1 — a(A) | a(d) | BA) | xA) | HAD | §4)
> (D) | 0 0 || o |5W
— 3 0 0 3 0 3
-1 S—- o' () 0 0 |&(A) 0 S(A)
— |« a’(A) |a”(A) | B7(A) 0 0 0
— 1 1 -1 0 0 0
<~ [|— a”(A) | e"(A) | B7(A) 0 0 0
— > a”(A) | o 0 0 0 0
—— 0 0 0 0 0 0
1 - |2")| o 0 0 0 0
—> 0 0 0 0 o | -
P 0 0 0 0 0 0
> 0 0 0 0 0 A2
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne
O wzory transformacyjne w szczegotowej postaci dla pretow Sciskanych:
— u,- iI” (o) 0, + B 0, —0(Ay) v, )+ M (),

i

EI; .
M = L..'; (A,) -0, + BCaY) - 0 = (A)) -y, )+ M, ().

iy

El i )
Vi= I (_ U(A;) @5 —v(Ay)- @ +0(4;) W )+ Vi (4),

ij

El; o
Vii= 2 0y @y =(Ay)- 9+ 8(2) vy H V5 ().

]
EI!' ’ ’ o
— My = L_'_f ()@, =@ (Ay) -, J¥ MY(A,), M, =0,
i
—E‘r*'f( (A 8’ (A) v, )+ VO (A —E‘r*’f( ‘(A 54w, )+ V(A
Vi = 2 o (Ay) @y +0(A) Wy )+ V5 (4), V= 2 () @y 0 (Ay) yy ]V i (4y)
i q
—l Eli (g , o
My = 1% (4y)e; =P (‘ﬁ'ff)(aﬁ)-i_M{f (45)
]

E'[i” ” L4 a el
M= L._J e = B Aoy e M54, v =1y v, =0,

)

EI, ) Y
F— u, - L_:” (A +ME(A), M, =0, V, =V (&), V, =0

i iy
i

if
2
if if

e ) EIL. El..
! 2 o] i 2 a
M;=0, M;=0,V;= '(‘ Ay "f”;‘f]+ Vi (Ay), Vi = sz '(‘ 2y '%‘]Jf Vi(ds)-
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne

O Funkcje okreslajgce parametry we wzorach transformacyjnych:
-dla pI:Qta "SZTY\J\;H;)-SétyWIlcgo"_ - - .-

- Sciskanego -} D
sinA—A-cosAi A—sinA

a(d) =2 BA)=4

d-(l—cosﬂ)—i-sin){? f-(l—cosﬂ)—i-sini{?

l—cosA
A)= A A=A
Z?( ) Q’( )+ﬁ( J' 2.(1_cosﬂb)—i'5iﬂ/1,
. sin A
2-(1-cosA)—A-sind’

i 1 [ 1

S(A)=2-0A)-A =1

- rozcigganego - I LI
shA — A -chA A —shA
N=4-° =21
A=A A —1)=F - shA " PAY=A ) hh -1y -shi’
1—chA —shA
A)=4A"- S(A)y=4"-
H4) 2-(chA =1)—A-shA’ “4) 2-(chA =1)—A-shA’
- dla preta "sztywno-przegubowego"
- sciskanego - a
, BHA ., sin A
A)=a(A)- =A-
F(A)=a) () sind—A-cosd’
97 () cosA
W= -" = (D)-2 =7
IH=o(4) () *(4) sinA—A-cosd’
- rozcigganego 1 ‘s
shA chA
"y =12 . S , S'(Ay= 1. ,
A=A ehd—shi )= ent—sha
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne
Q Funkcje okreslajace parametry we wzorach transformacyjnych:

- dla pre¢ta "sztywno-tyzwowego"

- $ciskanego >«

() ' (A)
= a(A)-

sy M s

¥ (A) _ A

p7(A) = B(A) - 5  sind’

- rozcigganego — I o"(A)=A -cthA pI(A)=- ;j';{ ;
s

" (A)=a(A)- =A-ctgh,

- dla wspornika

- $ciskanego -1 - o"(A)=-A-1gA,

I
- rozciaganego €1 = a”(A)=A-thA .




7
Politechnika Wroctawska

Statecznosc ustrojow pretowych.

Wzory transformacyjne
d Podsumowanie

Wzory transformacyjne dla dowolnego preta prostego mozna przedstawié w

postaci :

M, = (a;-¢,+b J+ Mg
ij = L, 8Py 0y -y —Cy Wy i

M, = (o, +by @y =, -y )M
i = L, i Pji +D5 @y —Cji - W ji
T. = Eji'i -(—{3.. @ —cy - +d -y +T*
1] L—TI 1] 1] 1] n 1] 1] 1]

T, = d T)
=Tz i @y — Gy Py - L

i

gd?_te gy, dii, bii = hi1 G = a; t bi1 Ci = a; t bi1 di = di =Gt G- ll:l ”Uh Iﬁ}
s 3 funkcjami parametrow 4; lub Ii_i zaleznymi od typu preta. W teorii I-go
rzedu sato liczby.

Oznaczenia tych funkcji dla wybranych typow pretow o stalej sztywnosci
Sciskanych - teoria ll-go rzedu
nie obcigzonych - teoria |-go rzedu

rozcigganych - teoria ll-go rzedu
zestawiono wtabeli |, a okredenie tych funkcji stanowia zwiazki -



7 - dla preta "sztywno-sztywnego"
a§ Politechnika Wroctawska - &ciskanego

S cz 'é u r Hp r ch. . sinh—A-cosh . A—sink
tate nos St OJOW P qtov‘.,y o(h) = A 2-(1—cosh)—A-sini’ BV =4 2-(1—cosh)—A-sink’
1-cosh
Wzor tranSformaC ne D=0l + B =
i J dij dii b= by Eij cji dij=d; 3 md sink
A =2-Hh—A =X - .
_PTJ Fa ou(A) o h) B(A) L) L) o( L) 2-(1-cosh)—A-sinA
3 E - rozciaganego
3 £ 4 4 2 6 6 12 = = _ shi-K-chk S T
3 E M= ey ran PP ey
— — — — — — S 1-chh o sin &
""_3 E_"' %(R) | «d) B4) 2(A) | B(A) | 8(A) d(hy=A 2 (chk—1)—&-shi’ E{D'T'z-{chi—n—xsh?
___3_%_-_ o' () 0 0 o' (A) 0 8'(h)
g E 3 0 0 3 0 3 - dla preta "sztywno-przegubowego”
— — — - Sciskanego
o (A)= 0uA) oh) " sinh—h-cosh’
a'(M) | o) | B 0 0 0 sy TR ol o g cosh
_FIZ:I:] II;F'::-‘_ ) ) B ) &' (h)=8(R) ci(h) = (M)-k =k sin Ah—A-cosA’
3 IF 1 1 -1 0 0 0 - rozciaganego ~
3 Z C(D=T- shi (=T chi
3 hrf__, '@ o' @ | @ | o 0 0 V=N T R —shh )= hA—shh
_.__§ - o'''(A) 0 0 0 0 0 - dla preta "sztywno-lyzwowego"
- Sciskanego
§ 0 0 0 0 0 0 ) 82 (M) 8'(h)
_ o' (A) = o h) — 50 =o(h)- 5 =\ -ctgh,
_‘-_§— —_ (I_“I(?L) 0 0 0 0 0 y lq}z[?\.:' ?\‘
- §—‘g"_ 0 0 0 0 0 ol - rozcigganego :
g E 0 0 0 0 0 0 o' (A)=A-cthh, ,S*rI)=—ﬁ1
*—§—§—"' 0 0 0 0 0 2 - dla wspornika

Z przedstawionych zwiazkow wplyw rzedu 2-go moze by wyeliminowany przez - Sciskanego

przyjecie N; = A, = A, =0 co sprowadza parametry a;, a;, by = by, ¢ = a; + by, ¢; = o ''(h) =—A-tgh,

a; + by, dy = di = o + ¢ do wspodlczynnikow liczbowych. Wartosci tych - rozcigganego L
wspotczynnikow dla wybranych typow pretow zestawiono takze w tabeli . o''(A) = A-thh.
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Zatozenia MP w analizie statecznosci

O W analizie statecznosci obcigzenie konstrukcji, jakie rozpatruje sie
ze wzgledu na statecznosé, stanowiqg tylko sity osiowe.

O Aby przeprowadzié analize statecznosci dowolnie obcigzonego
uktadu konstrukcyjnego musimy wyznaczy¢ sity osiowe np. Metoda
Elementow Skonczonych albo Metodqg Przemieszczen.

d Prety w uktadzie konstrukcyjnym obcigzamy sitami osiowymi, a
kazdemu pretowi w uktadzie przyporzqgdkowujemy typ
obliczeniowy preta, dla ktdérego dysponujemy wzorami
transformacyjnymi wg teorii ll-go rzedu.

F—— pret sztywno - sztywny

——=¢ pret sztywno - przegubowy
—il pret sztywno - tyzwa

——  pret sztywno - swobodny
——%  pret przegubowo - przegubowy
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Zatozenia MP w analizie statecznosci

O Zatozenia w analizie statecznosci przy wykorzystaniu metody
przemieszczen MP:

% Dysponujemy wzorami transformacyjnymi dla pretow prostych,
pryzmatyczhych o statej sztywnosci ha catej dtugosci preta i statej
sile osiowej. Przynajmniej jeden pret musi byé sciskany.

% Prety o0 zmiennej sztywhnosci bedziemy dzielic na odcinki o
statej sztywnosci (mozna wyprowadzié wzory transformacyjne i
dla niektorych przypadkow istniejg takie wzory).

» Jezeli sita osiowa jest zmienna na dtugosci preta, to dzielimy pret
na odcinki, gdzie sita osiowa jest stata na dtugosci.

» Dla sity osiowej rownej zero (N=0) obowigzujg wzory

transformacyjne Rlasycznej metody przemieszczen w zadaniach

statycznych (podane na wyktadzie nt. metody przemieszczen).

» Dla pretdw rozcigganych mozna przyjmowaé, ze sita osiowa
jest rowna zeru (N =0), co prowadzi do rozwigzah przyblizonych,
ale daje bezpieczniejsze o0szacowanie rozwigzania.
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Zatozenia MP w analizie statecznosci

O Zadanie analizy statecznosci:

= okreslenie sity krytycznej, przy ktorej nastepuje utrata
statecznosci tj. wyboczenie uktadu pretowego

= okreslenie dtugosci wyboczeniowych wszystkich pretow.

O Przyjmuje sie zatozenie o hieodksztatcalnosci osiowej pretow,
ale nalezy pamietaé, ze uktad podstawowy metody przemieszczen
w przypadku badania statecznosci moze sie réznié od uktadu
podstawowego metody przemieszczen w zagadnieniu statycznym.

O Ocena statecznosci konstrukcji:

= | okalna utrata statecznosci dla pojedynczego preta,

= Globalna utrata statecznosci dla catego ustroju konstrukcyjnego.
O Parametr statecznosci dla kazdego preta

_ NxL?ac

A4 =
E]

gdzie N jest sitqg osiowg w precie, L jest dtugoscig preta, a EJ -
sztywnoscig, a., jest globalnym krytycznym mnoznikiem obcigzenia
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Statecznosé ustrojow pretowych.

Rowhania kanoniczne w analizie statecznosci

< Algorytm przeprowadzenia analizy statecznosci konstrukcji
Metodq Przemieszczen

1. Okreslenie sit osiowych w pretach oraz wyznaczenie mnoznika
krytycznego obcigzenia i parametru A zaleznego od a,,,

2. Wpyznaczenie SGN uktadu i przyjecie uktadu podstawego z
uwzglednieniem rozktadu sit osiowych na pretach i sztywnosci
pretow,

Utozenie rownania kanonicznego MP dla analizy statecznosci,

4. Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzeh w postaci
wymuszen kRinematycznych obrotow i przesuwdw na kierunkach
zadanych wiezi w zaleznosci od wyzhaczonego SGN i przyjetego
uktadu podstawowego,

5. Wyznaczenie wspdtczynnikow macierzy sztywhnosci,

6. Rozwigzanie rOwnania statecznosci i wyznaczenie krytycznej
wartosci a,,,

7. Obliczenie wspotczynnikow 4;;, sit krytycznych, wspotczynnikow
dtugosci wyboczeniowych i dtugosci wyboczeniowych dla
wszystkich pretow,

w
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Zatozenia MP w analizie statecznosci

0 Analiza statecznosci w ujeciu metody przemieszczen

1. Uktad rzeczywisty i podstawowy metody przemieszczeh Ronstrukcji
obciqzonej zadanymi sitami, dla ktorej chcemy przeprowadzic¢ analize
statecznosci. Sztywnosc¢ pretow El.

ng=2+2=4!

& Yyyvyy A IEERET

n =4

B C
2. Wykres sit osiowych w uktadzie rzeczywistym uzyskany z rozwigqzania
statycznego uktadu rzeczywistego np. metodq przemieszczen lub za
pomocq MES - w kolorze czerwonym
CTITTEITIT] ‘b écickdi
[TTTIITH I sity sciskajqce

+ w Rolorze niebieskim
sity rozciggajgce

D
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Zatozenia MP w analizie statecznosci

3. Uktad obliczeniowy rzeczywisty dla analizy statecznosci z
ozhdczehiem sit osiowych

M, +”
X ks o g VYV Y
—
T N 7

4. Zaktualizowany uktad podstawowy z uwzglednieniem sit osiowych

ﬂ‘:éi“ m’  Ng=3+3=6!




—
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Zatozenia MP w analizie statecznosci

O Analiza statecznosci w ujeciu metody przemieszczen

1. Uktad rzeczywisty kRonstrukcji obciqgzonej zadanymi sitami, dla ktorej
chcemy przeprowadzié analize statecznosci. Sztywnosé pretow zmienna.

A Y YV VY

ﬂ El
El
2El

2El
B C

v

2. Uktad podstawowy z uwzglednieniem sit osiowych

-

b-}i:l\ll

2

n,=3+3=6!
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Rowhania kanoniczne w analizie statecznosci

O Budowanie rownahn kanonicznych metody przemieszczen w
zagadnieniu statecznhosSci wyglada jak w zagadnieniu statycznym.
Budujemy uktad rownan (w formie macierzowej):

Ky Ky oo kg |y
Ky Ky o Ky |

1
ol

k11 kIZ kn A1

W skroconej formie zapisu mamy:

{Kw K"’A}P}:Il(azo ‘
KA(p KAA A
O Po lewej stronie mamy wspotczynniki sztywnosci uktadu

konstrukcyjnego i wektor przemieszczehn, a po prawej stronie
zerowy wektor obcigzen.
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Rowhania kRanoniczne w analizie statecznosci

O Wspotczynniki uktadu rownan (macierzy) majq postac:

k, = Z( —]U + ko,

L8

>umowanie po wszystkich pretach schodzacych sie w wezle ,, i ”
et cobviaimrcs SELE WY W ".‘."-._.'..-:' e "

EJ
k;f = kﬂ = {b{z)T)u ‘

jest momentem w wezle ,, i " , ktory powstat od obrotu wezta ,, 7 ” o kat
=1 w uktadzie podstawowym Gdy wezlty ., 7 " i, J " nie sg polaczone pretem

i 1 (czas A

K, =k, = Z[c(a)EJ ] wi

7 L

k Sumowanie po wszystkich pretach schodzgacych sie w wezle ,, i "
i IJ jest momentem w wezle .,i" wywotlany przesunieciem /=1 w uktadzie
podstawowym

ki

i f ir

-3::
[
]I

Z [d(A) r;wu[i]} + > k,0.0]
i) ij 5

sumowanie po wszvstkich pretach /7 1| wszystkich sprezynach translacyinych s
¥ . J ¥ ¥ Y 7

jest '--:ng w  wiezi I wywolang przemieszczeniem 1 1 w ukfadzie
podstawowym

Ed

gdzie: El jest sztywnosciq danego preta, L jest dtugosciq preta, a ks
sztywnosciq wiezi sprezystej. Parametry a, b, c i d nalezy wyliczyc¢.
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Rowhania kanoniczne w analizie statecznosci

ROWNANIE STATECZNOSCI ‘ det K(4;(4))=0 ‘
gdzie
kyp, - klnga o ks Ky,
K knwlﬂ T kn n,* knwf? kn ns K@@’K ost . |kt
= o ore jest macierzg sztywnosci, ktor
k;’l’ o kfnga? kH? kfnt; K§¢:K
kn,;l > 7T kn(;nqp > kn:,-f > T knt,-nl,- >

wspéiczynniki sg funkcjami parametrow A, = L, - ‘N i

=L, /N, /El, (dlapretdw rozciaganych)

, k&,j s3 momentami w rotacyjnej wiezi "1" wywolanymi odpowiednio:

; (dla pretow sciskanych) lub

Ranlige

- obrotem rotacyjnej wigzi "j" o kat ¢, = I,

- przesunigciem w miejscu i kierunku translacyjnej wiezi "B" 0 04 = 1,

k,, k sg sitami w rotacyjnej wigzi "1" wywotanymi odpowiednio:

af
- obrotem rotacyjnej wiezi """ o kat @. =1,
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Statecznosc¢ ustrojow pretowych.

Rownania kanoniczne w analizie statecznosci

7 powyzszych okreslen wynika, ze wspotczynniki macierzy sztywnosci mogg by¢ podzielone na 4

grupy to jest:
- momenty w dodanych wigziach rotacyjnych wywotane: - reakcje w dodanych wigziach translacyjnych wywolane:
- obrotami (K, =[k;1), - obrotami (K, =K., =[k,]).
- przesunigciami (K, =lk;]), - przesunigciami (K =[k,z1)s
WZORY OKRESLAJACE WSPOLCZYNNIKI MACIERZY SZTYWNOSCI
. EJ, _ EJ, o
K,,: ky =2 M +kf = Za# '—L L kS, ky=M]=b,-—L,  j#i
i if if
Km; =ZM. __ZCU
g {J
Ki: | ky=-2 WM +M))yj= ZV A = foﬂ 2
if :;
+ 4, | EI,
K, ; ——Z(Mﬁ+Mﬁ{ F} 3 7 ;,VH+ZF “LALY =
o if

=3 VI A Y kT AL
g if 5 5
if £

Momenty M ;

AL; = Zaﬁ,

Uwaga: Do wzoru powyzszego wstawia si¢ + i{fj dla pretow sciskanych

-

wzory transformacyjne wedlug teorii rzedu 2-go.

74 +Zk‘" ALY ALY

f.f

dla pretow rozcigganych.

1 sity poprzeczne V;; w powyzszych wzorach okreslone sg przez
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Rowhania kRanoniczne w analizie statecznosci

/7

% Uktad rownan (macierzowy) jest jednorodny i aby istniato jego
niezerowe rozwigzani

g=|® Al =0
warunkiem koniecznym jest zerowadnie sie wyznadcznika detK(A) = 0

uktadu rownan (macierzy sztywnosci). ROwnanie ma nieskonczenie

wiele rozwigzan, szukamy rozwigzania dla najmniejszego parametru
Acr-

/

% Z warunku detK(4) = 0 otrzymamy A, lub a.., a dalej site krytyczng
Fer

< Przestepne rowhnanie detK(1) = 0 rozwigzujemy numerycznie -
drogq kolejnych przyblizen.

“ Kazdy pret ma wtasny parametr 1;;, natomiast w wyznaczniku
musi wystepowaé tylko jeden parametr:

Nijacr
Aij = Lij ,Tl} = Ao,ijVcr

Ao,ij= tO wartosc liczbowa zalezna od sity, dtugosci i przekroju preta
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Rowhania kanoniczne w analizie statecznosci

% Ustalajgc parametry porownawcze kazdy par 4; etr  dla kazdego
preta (j mozemy wyr ,10 ¢ przez jako:
Nijacr
Ai]' = Ll] Ell] = )'0;1']' Acr

¢ W rownaniu detK(Ad) =0 wystepuje tylko jeden nieznany parametr
a. i PO rozwigzaniu (wyznaczeniu jego wartosci) otrzymujemy
globalny, krytyczny mnoznik obcigzenia.

O Jak wspomniano wczesniej, rownanie detK(A(a.)) =0
rozwiqzujemy numeryczhnie drogq prob przy wykorzystaniu
programow komputerowych.

tenaroe slaldcimosct

Graficzne badanie wartosci o34
o 3 a3
wyzhaczhika pokazano ont oyt
D_"-l_
ha rysunku ¥ T —
[T 0
:::"n o3 ot & 1s 3 YR T
-0

B
Kooy
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wyznaczenie dtugosci wyboczeniowej

L)

L)

Znajgc a. dla kazdego preta mozemy wyliczyé parametr
stateczhosci a nastepni obliczy¢ wspdtczynnik dtugosci
wyboczeniowej dla kazdego z pretdw

T

Hij =A—i]_

L)

L)

» Dla kazdego preta {j wyznaczamy site krytycznag P,,:

}'i]' 2 Tl'ZEIij Tl'ZEIi]'
—\L.. El;; = 2 = 2
y (myLy)”  Lw

Pij cr

Pij,cr = U¢y - Pij
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wyznaczenie dtugosci wyboczeniowej
% Przypomnijmy, ze sita krytyczna Eulera (Ne) dla belki

swobodnie podpartej wynosi

2
N, = [EJ EJ
L,
{Lw - diugosé wyboczeniowa preta)

% Przyrownujqc site krytyczng (Pkr) do sity krytycznej Eulera
(Ne) otrzymamy dtugosc wyboczeniowg preta ij Lw

2 2
‘Ar' r K
Ny =N,y — [%] (EJ),}. =( J [EJ}H
i If W

otrzymuje sie wzor na dtugosé wyboczeniowa:

T b4
Lf.'/'n': /l_ | L’f/ =M Lf_'/' Lyw =

ij kr
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Statecznosc ustrojow pretowych.

Wyznaczenie dtugosci wyboczeniowej
% Wspotczynnik dtugosci wyboczeniowej pretdw wynosi:

/

_ T
Hi = 1 L::;"‘.:A—'La =u; L

ij kr

jkr

X/

% Tabela z dtugosciami i wspotczynnikami dtugosci wyboczeniowej pretéow

4 u lok 1 bk T A
iy iy - lok
. /7 7/ !
Policzona wartosc typ preta (<)
parametru Ak dla uktadu " <u,) Ay <Ay
nie moze by¢é mniejsza : 7 2, <)
od podanych w tabeli 3 85 6.2832
wartosci 2% dla pretdéw, 3 07 14850

oraz policzone wartosci
wspoétczynnikdw dtugosci | : 31416
wyboczeniowej u;; dla
pretow nhie mogq
Mmhniejsze od podanych w
zestawieniu wartosci
lokalnych wspédtczynnikéw dtugoéci wyboczeniowej pi?*.

2 1.5708

£ 1 3.1416
% J

LLAL | Ly ) | <

S
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Statecznosé ustrojow pretowych.

Wyznaczenie dtugosci wyboczeniowej
<+ Interpretacja wynikow, statecznosé globalna i lokalna.

/

Uzyskane wyniki powinny spetniaé warunki 4;; < 4%, p;; = pi?* Jesli
okazatoby sie, ze dla ktoregos preta warunki te nie sg spetnione, to
zaleznie od typu tego preta moze to oznhaczac, ze rozwiqgzanie jest
btedne lub 0 nosnosci decyduje mozliwosé lokalnej utraty
statecznosci preta. _

Jesli w wyniku poprawnego rozwigzania ,globalnego” otrzyma sie dla
ktéregos preta wartosé krytyczng 2j$“wiekszq od podanej w
zestawieniu, to jako krytyczng nalezy przyjqé podang w zestawieniu
[ ha tej podstawie okresli¢ pozostate parametry.

Nadmienié tu trzeba, ze jest to mato prawdopodobne, by mozliwa
postaé globalnej utraty statecznosci byta taka, ze kRtorys z
pierwszych czterech typdw pretow nie doznat odksztatcen.

Otrzymanie dla ktoregos z tych pretow wartosci A“”‘wieleszej od

podanej w zestawieniu na ogot Swiadczy o btednym rozwiqgzaniu. Dla
preta typu pigtego to, czy nastgpi globalna czy lokalna utrata
statecznosci, zalezy od rozktadu sit osiowych w uktadzie.
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