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Zadanie 6 

Dany jest hiperstatyczny układ przestrzenny o schemacie statycznym 

i obciążeniu niemechanicznym jak na rysunku. Obliczyć wskazane 

przemieszczenie 𝜑:  

Dane: 

𝑇𝑧
+ = 10℃, 

𝑇𝑧
− = −10℃, 

𝑇𝑦
+ = 15℃, 

𝑇𝑦
− = −15℃, 

∆𝑟1 = 4 cm, 

∆𝑟2 = 3 cm, 

(RP 200x100x10, Stal S235): 

 GI𝑥 = 1691,80 kN ∙ m2;  EI𝑦 = 5594,4  kN ∙ m2; EI𝑧 = 1824,9  kN ∙ m2; 

 h𝑦 = 0,1 m; h𝑧 = 0,2 m. 

 

1. Obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalności i sprawdzenie 

geometrycznej niezmienności układu 

 

 

 

 

 

       nℎ = 𝑒 − 6 ⋅ 𝑡 = 7 − 6 ⋅ 1 = 1. 

  

2. Dobranie układu podstawowego metody sił i postać ogólna układu 

równań metody sił 
 

        δ11 ⋅ X1 + δ1𝐹 = ∆1𝑅= ∆𝑟2. 
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3. Rozwiązanie układu podstawowego metody sił od X1=1kN 

             

 

 

 

 

 

 

Obliczenie reakcji: 

∑𝑀𝑥
𝐴 = 0 ⇒ 𝑅̅𝑧𝐶

1 ⋅ 2 m − 1 kN ⋅ 4 m = 0⇒ 𝑅̅𝑧𝐶
1 = 2 kN, 

∑𝑀𝑧
𝐴 = 0 ⇒ 𝑅̅𝑥𝐶

1 ⋅ 2 m − 1 kN ⋅ 3 m = 0⇒ 𝑅̅𝑥𝐶
1 = 1,5 kN, 

∑𝑀𝑦
𝐴 = 0 ⇒ 𝑅̅𝑧𝐵

1 ⋅ 3 m − 𝑅̅𝑥𝐶
1 ⋅ 4 m = 0⇒ 𝑅̅𝑧𝐵

1 = 2 kN, 

∑X = 0 ⇒ 𝑅̅𝑥𝐴
1 − 𝑅̅𝑥𝐶

1 = 0⇒ 𝑅̅𝑥𝐴
1 = 1,5 kN, 

∑Y = 0 ⇒ −𝑅̅𝑦𝐴
𝐹 + 1 kN = 0⇒ 𝑅̅𝑦𝐴

𝐹 = 1 kN, 

∑Z = 0 ⇒ 𝑅̅𝑧𝐴
1 + 𝑅̅𝑧𝐵

1 + 𝑅̅𝑧𝐶
1 = 0 ⇒ 𝑅̅𝑧𝐴

1 = −4 kN. 

Wykresy sił wewnętrznych 
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4. Obliczenie współczynników i wyrazów wolnych układu równań 

metody sił 

 

δ11 ⋅ X1 + 𝛿1𝑇 + 𝛿1∆ = ∆1𝑅= ∆𝑟1, 

 

1̅kN ∙ 𝛿11 = ∑ ∫
𝑀̄𝑥

1𝑀̄𝑥
1

𝐺𝐼𝑥
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑ ∫
𝑀̄𝑦

1𝑀̄𝑦
1

𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑ ∫
𝑀̄𝑧

1𝑀̄𝑧
1

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑
𝑆̄𝛿

1𝑆̄𝛿
1

𝑘𝛿
,

𝑆

 

1̅kN ∙ 𝛿1𝑇 = ∑ 𝛼
𝛥𝑇𝑧

+ − 𝛥𝑇𝑧
−

ℎ𝑧
𝛺𝑀̄𝑦

𝑖 + ∑ 𝛼
𝛥𝑇𝑦

− − 𝛥𝑇𝑦
+

ℎ𝑦
𝛺𝑀̄𝑧

𝑖

𝑝𝑝

, 

1̅kN ∙ 𝛿1∆ = − ∑ 𝑅̄𝑛
𝑖 ∆𝑟𝑛.

𝑛

 

Ustalenie jednostek współczynników: 

 

[𝛿11] = [𝛿1𝐹] =
1

kN

kNm ∙ kNm ∙ m

𝐸𝐼𝑦
=

1

kN

kNm ∙ kNm ∙ m

kN
m2 ∙ m4

= m, 

[𝛿1𝑇] =
1

kN
∙

1

°C
∙

°C

m
∙ kNm ∙ m = m, 

[𝛿1∆] =
1

kN
∙ kN ∙ m = m. 

 

Obliczenie współczynników i wyrazów wolnych układu równań metody sił: 

 

𝛿11 =
1

𝐸𝐼𝑦
[
1

2
∙ 3 ∙ (−6) ∙

2

3
∙ (−6) +

1

2
∙ 2 ∙ (−4) ∙

2

3
∙ (−4) +

1

2
∙ 4 ∙ (−4) ∙

2

3
∙ (−4)] kNm3

+
1

𝐸𝐼𝑧
[
1

2
∙ 3 ∙ (−3) ∙

2

3
∙ (−3) +

1

2
∙ 2 ∙ 3 ∙

2

3
∙ 3 +

1

2
∙ 4 ∙ 6 ∙

2

3
∙ 6] kNm3

=
1

5594,4 kN ∙ m2
[68]kNm3 +

1

1824,9 kN ∙ m2
[63]kNm3 = 0,0467m, 

𝛿1𝑇 = ∑ α
ΔTz

+ − ΔTz
−

hz
ΩM̄y

i + ∑ α
ΔTy

− − ΔTy
+

hy
ΩM̄z

i

pp

= [
0,000012

°C
∙

10°C − (−10°C)

0,2
∙

1

2
∙ 3 ∙ (−6)] m

+ [
0,000012

°C
∙

−15°C − 15°C

0,1m
∙

1

2
∙ 4 ∙ 6]  m = −0,054m, 

𝛿1∆ = −𝑅̄𝑥𝐶
1 ∙ ∆𝑟1 = [−1,5 ∙ 0,04]m = −0,06m. 

 

5. Postać szczegółowa układu równań metody sił i jego rozwiązanie 

 

0,0467m ⋅ X1 − 0,054m − 0,06m = 0,03m  ⇒  X1 = 3,0835 

 

6. Obliczenie sił wewnętrznych i sporządzenie wykresów 

𝑅𝑥𝑖𝑗 = 𝑅̅𝑥𝑖𝑗
1 ⋅ 𝑋1;         𝑀𝑥𝑖𝑗 = 𝑁̅𝑥𝑖𝑗

1 ⋅ 𝑋1;           𝑀𝑦𝑖𝑗 = 𝑀̄𝑦𝑖𝑗
1 ⋅ 𝑋1;          𝑀𝑧𝑖𝑗

𝐹 = 𝑀̄𝑧𝑖𝑗
1 ⋅ 𝑋1 
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Sporządzenie wykresów: 

 

7. Obliczenie szukanego przemieszczenia: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1̅kNm ∙ 𝛿𝛼𝐹 = ∑ ∫
𝑀̄𝑥

𝛼𝑀𝑥

𝐺𝐼𝑥
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑ ∫
𝑀̄𝑦

𝛼𝑀𝑦

𝐸𝐼𝑦
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑ ∫
𝑀̄𝑧

𝛼𝑀𝑧

𝐸𝐼𝑧
𝑑𝑥

𝑝

+ ∑
𝑆̄𝛿

𝛼𝑆𝛿

𝑘𝛿
+ ∑ 𝛼

𝛥𝑇𝑧
+ − 𝛥𝑇𝑧

−

ℎ𝑧
𝛺𝑀̄𝑦

𝛼 + ∑ 𝛼
𝛥𝑇𝑦

− − 𝛥𝑇𝑦
+

ℎ𝑦
𝛺𝑀̄𝑧

𝛼

𝑝𝑝𝑆

− ∑ 𝑅̄𝑛
𝛼∆𝑟𝑛

𝑛

=
1

𝐸𝐼𝑦
[
1

2
∙ 3 ∙ (−1kNm) ∙

1

3
∙ (−18,5011kNm)] +

0,000012

°C
∙

10°C − (−10°C)

0,2m
∙

1

2
∙ 3m

∙ (−1kNm) 

𝛿𝛼𝐹 =
1

5594,4 kN ∙ m2
[9,2505]kNm3 +

0,000012

°C
∙ (−150°C ) = 0,00165 − 0,0018 = −0,00015rad 

 


