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Politechnika Wroctawska Uktady przestrzenne Wyktad nr 5
Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

O RUSZTY BELKOWE sa uktadami, w ktorych mozna przyjac, ze momenty
skrecajace sg rowne zero, a wystepuja tylko momenty zginajace i sity

poprzeczne.
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O Ruszty belkowe to belki usytuowane zazwyczaj ortogonalnie w stosunku
do siebie i potagczone miedzy soba przegubami,
przez ktore przekazywana jest tylko sita pionowa i obcigzone tylko
obcigzeniami dziatajacymi prostopadle do ptaszczyzny uktadu.

O Belki tworzace konstrukcje rusztu potaczone sq ze soba w sposob
hierarchiczny za pomoca wiezi przegubowych, a obcigzenie
przekazywane jest z gérnych belek na dolne.
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
Q Stopien statycznej niewyznaczalnosci (SSN) rusztu belkowego:

nh=e-2b
gdzie: e - liczb stopni swobody, b - liczba belek.
O Gdy mamy:

e nh=0 to ruszt belkowy jest SW,

e nh>0 to ruszt belkowy jest SN.

W rusztach belkowych do liczby e zalicza sie tylko wiezi translacyjne
prostopadte do ptaszczyzny dzwigara i wiezi rotacyjne, ktorych reakcje

powoduja zginanie belek w ptaszczyznach prostopadtych do ptaszczyzny
dzwigara.

Liczba stopni swobody dla poszczeg()lnych podparc:

(5 &= &35 %
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
[ Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci rusztu:

- os
- L
T A & A
A - €=
€= 1 L@/ é e=
e= e= 4
e= . _
iy 1/ A
e= ; b= ; nh=e-2xb= e= ; b= ; nh=e-2xb=
Ruszt belkowy 2-krotnie SN Ruszt belkowy SW

e e jest liczbgq wiezi elementarnych taczacych belki miedzy sobg i z
podtozem, w ktorych reakcje nie sa rowne zeru z zatozenia (nie
uwzgledniamy wiezi, w ktorych reakcje sg rowne zeru z zatozenia, to jest
wiezi w ptaszczyznie uktadu i wiezi odpowiadajacych momentom
skrecajacym).
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
[ Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci rusztu:

e=1
- L
e=]1
e=2 1 L@/ A e=1
1 e=1
Y STV Y
e=10; b=4; nh=e-2xb=10-8=2! e=6; b=3; nh=e-2xb=6-6=0!
Ruszt belkowy 2-krotnie SN Ruszt belkowy SW

e e jest liczbgq wiezi elementarnych taczacych belki miedzy sobg i z
podtozem, w ktorych reakcje nie sa rowne zeru z zatozenia (nie
uwzgledniamy wiezi, w ktorych reakcje sg rowne zeru z zatozenia, to jest
wiezi w ptaszczyznie uktadu i wiezi odpowiadajacych momentom
skrecajacym).
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
Q Typy obciazen :
« Sity pionowe skupione P [kN] i roztozone q [kN/m],
« Momenty zginajace My [KNm].

Q Sity przekrojowe - w rusztach belkowych wystepuja tylko momenty
Zginajace i sity tnace

o Sity thace Vz [kN],

« Momenty zginajace My [KNm].

O Obciagzenie zadane tylko prostopadle do ptaszczyzny konstrukcji
O Reakcje w wieziach podporowych
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
O Uktady wspétrzednych

Dla rusztow belkowych niezbedne jest przyjecie globalnego uktadu
wspotrzednych UG dla catego uktadu oraz lokalnych uktadow wspotrzednych
UL dla poszczegolnych elementow (pretow).

Przyjmujemy prawoskretne uktady wspotrzednych, lokalne uktady
wspotrzednych przyjmiemy tak, aby znaki sit przekrojowych byty takie jak w

uktadach ptaskich LY
dodatnie /.
( vy ST % J‘ (B AN
momenty N Nz ot e
Zginajace / +., Y
. . 4
odpQWIadéjq - = =
rozcigganiu ] -, A i 42
- vi A »
wtokien / /. L
7 ;"f i X
dolnych). — —
"-"/'r ¥z
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
3 Metody rozwiazania rusztow belkowych SW i SN:

« Podziat na belki | rzedu np. A-B, ktore moga stac same lub opierac sie na
fundamencie, Il rzedu etc. np. C-D i E-G.

« Rozwiagzujemy poszczegolne belki zaczynajac od belek wyzszych rzedow

(podrzednych) np. Il przenoszacych obliczone reakcje na belki nizszych
rzedow np. | (nadrzedna).

Q Algorytm postepowania rozwigzania rusztow belkowych SW -
obliczania sit przekrojowych V i M.
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
Q Algorytm postepowania w rozwigzywaniu rusztow belkowych SW:
1. Wyznaczenie SSN

e=6, b=3, nh=e-2xb=0! Ruszt SW!
2. Separujemy ruszt na pojedyncze belki
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

Q Algorytm postepowania w rozwigzywaniu rusztow belkowych SW:
3. Rozwigzujemy pojedyncze belki Il rzedu

Belka C-D (wyznaczamy R1i R3) Belka E-F (wyznaczamy R2 i R4)

¥
E
D JFR"O ya
2. TR,

4. Rozwigzujemy pojedyncze belki | rzedu (wyznaczamy R5 i R6)

QPJ{ J(Rq J,Rz. Ejﬁgc
§ %

5. Wykonujemy wykresy M i V dla wszystkich belek
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe
O Wyznaczenie sit przekrojowych w ruszcie belkowym SN za pomoca
Metody Sit:
1. Ustalenie SSN (czy uktad jest SW czy SN),
2. Przyjecie UP MS (SW i GN) i zaznaczenie niewiadomych sit

hiperstatycznych,

W uktadach SN (np. dla nh=2) rozcinamy wiez przegubowg (M=0; tylko V)
i zastepujemy ja niewiadomymi sitami hiperstatycznymi X1, X2.
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

3. Zapisanie uktadu rownan kanonicznych Metody Sit dla rusztu

5, X, +0,X,+A =0
0, X, +6,X, +A, =0

Wspoleczynniki przy niewiadomych ukladu réwnan obliczymy ze wzoru (z uwzglednicniem

wiezi sprezystych - drugi czlon, ktorveh w rozwiazvwanvm przvkladzie brak)

Jﬁ{ Jﬁ’ Ef E"’I
0. =|———ds+ L
! :f Ef . ; k
wyrazy wolne od obcigzen silami ze wzoru
- Jg: M :l"' EII R F
Al = I—d s+ ——
b3 Ef W n kn

gdzic M, M’ s momentami zginajacymi w ukladzic podstawowym wywolanymi

odpowicdnio sitami hiperstatyenymi X, =1 oraz obcigzeniem danym, R’, R sa silami

W n-te] wigzl sprezyste] wywolanymi odpowiednio siami hiperstatycznymi X, =1 oraz

obcigzeniem danym, & jest sztywnoscig n1-te] wigzl sprezyste).
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

4. Rozwiazanie uktadu podstawowego

od wptywu sit hiperstatycznych X1=1[.] X
(obciagzenie jednostkowe X1=1[.]) C y I?
Whioski: Mamy trzy rozdzielone belki ML 7
ktére rozwigzujemy osobno:
% Belka | rzedu EF, < ’ _
s Belka Il rzedu AB, K Y
< Belka Ill rzedu CD. —
Rozwigzujemy je niezaleznie od siebie. @
| C 2=1 D
¥
A B
¥
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

5. Rozwiagzanie uktadu

podstawowego o
od wptywu sit c
G
' D

hiperstatycznych X2=1[.]
(obcigzenie jednostkowe X2=1)

Whnioski: Mamy trzy rozdzielone belki p( LA
ktore rozwiagzujemy osobno: A =
< Belka | rzedu EF, 2 f}q,fj_ A

s Belka Il rzedu AB,

% Belka Ill rzedu CD. @
' ¥

Rozwigzujemy je niezaleznie od siebie. e

&f—:ﬁ"f

A
& ' F
- JP)( 2 =4
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Przestrzenne uktady pretowe. Metoda sit

5. Ruszty belkowe

6. Rozwiazanie uktadu podstawowego 2
od wptywu obciazen danych 4}? /
v

(obcigzenie zadane)

Whnioski: Mamy trzy rozdzielone belki

ktore rozwigzujemy osobno: - Aj T+¢ | L
% Belka | rzedu EF, A :

< Belka Il rzedu AB, @
% Belka Ill rzedu CD. ™

Rozwigzujemy je niezaleznie od siebie. q;lv F

7. Rozw. ukt. row. MS i wyzn. sit hiperst.
X1 i X2, , - ¥ ©
8. Wyznaczenie sit przekrojowych M iV, ,2 |
9. Sprawdzenie poprawnosci rozwigzania. N
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

Stosujgc metode sit rozwigzac ruszt belkowy od obcigzenia jak na rysunku
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

1. Przyjecie uktadu wspotrzednych
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

Uktady przestrzenne

2. Obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci i
podstawowego metody sit

dobranie uktadu

W rusztach belkowych do liczby e zalicza sie tylko wiezi translacyjne n,=e¢e -2 Ib
prostopadte do ptaszczyzny dzwigara i wiezi rotacyjne, ktorych reakcje

powodujg zginanie belek w ptaszczyznach prostopadtych do ptaszczyzny
dzwigara.

Liczba stopni swobody dla poszczegélnych podparé¢:

(5= &= 535 %

e=1 e=10 e=1
N P
§|e=1 e=1 e=1
I A
7777

e=1 e=1 e=1
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

2. Obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci i dobranie ukfadu
podstawowego metody sit

e=1 e=1/0 e=1
A
77777
§|e=1 e=1 e=1
I A
77777
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

3. Uktad podstawowy i postaC ogolna uktadu rownan metody sit

7 8 Acp=\0,93rad 9
,é El El V ”% 7|
*’-4\ Q?ﬁ’\ 4 m
4§| o 6
I El 5 El 2
77777
Q‘:’?’\ 4m
1 Ah=(_)|,0‘lm ) 3 ~
El L El 2
7777
I 4m I 4 m I ¢Ar=20m
Postac ogolna uktadu rownan metody sit: 011X F01,= 44,

M- Si-5)

6ij=f £l dx+2n ko,

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi

nadliczbowej od jednostkowej j-tej niewiadomej
w ukfadzie podstawowym,
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

3. Uktad podstawowy i postac ogolna uktadu rownan metody sit

7 810 A(p=\0,(}3rad 9
P~y El El V JP=N 7
+a Qfﬁ?’\ 4m
4§| o 6
| El 5 El %
in’?’\ 4 m
1 Ah=9|,0'l m 2 3
=N El L El PN ﬁ%
I 4m I 4 m I ¢Ar=20m

Postac ogodlna uktadu rownan metody sit: 0,1 X,+5,,=4,

Przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi nadliczbowej od btedow montazu oraz
wptywu osiadania podpor w uktadzie podstawowym

Sin =D ML -Aph+Y Ni-AL +ZV;‘ “Ah" =Y RI-A,.

m
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

3. Uktad podstawowy i postac ogolna uktadu rownan metody sit

A@=0,03rad

7 84 \ / 9
P — El 2 7~4
<
§&
4§| ‘F‘}. 6
I El 5 El 2
7777
Q:b?/\

—— — — —_—

M{H\Jﬁ@?}ﬂ E‘v Ap<0 %H.‘--Wﬁh:’(} __{--_zgh <0
dx ! dx;l— .

m dx-.-”q— dx [~
Sin =Y M. -Ap2+> Ni-AL: +ZV;‘ AR =R A
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywoéw niemechanicznych

3. Uktad podstawowy i postac ogolna uktadu rownan metody sit

Symbole odksztatcen kgtowych ilustrujg zmiany kata miedzy
przekrojami rownolegtymi, co symbolicznie na osi preta i dla

elementu odksztatconego przedstawiono na rysunku obok.

Jesli tej zmianie towarzyszy wydtuzenie widkien wyrdznionych IS 2¢>0 H Ap<0

(symbol lewy) to takiej zmianie kata przypisujemy znak ,+” w M\ M]M

przeciwnym przypadku (symbol prawy) znak ,-*. =ML s M s
Symbole odksztatcen postaciowych ilustrujg poprzeczne d""l' |* f"‘*F F

przesuniecie osi preta, co symbolicznie na osi preta i dla elementu
odksztatconego przedstawiono na rysunku obok.
Symbol lewy oznacza deformacje Ah o zwrocie zgodnym z
dodatnimi zwrotami sity poprzecznej (znak ,+”) a symbol prawy —_ —_—
oznacza deformacje Ah o zwrocie przeciwnym z dodatnimi zwrotami

sity poprzecznej (znak ,—"). v

Wynika stad, ze odksztatceniu postaciowemu w przekroju ,,1” “FH'#J Ahs( ==TT®AL<0
nalezy przypisac¢ znak ,—”, a odksztatceniu postaciowemu w v
przekroju ,2” znak ,+”. i +| |+ i +I .

Sin =3 ML -Aph + Y NI -ALY + SV Ak =3 R A,

i n v
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

3. Rozwigzanie uktadu podstawowego od
obcigzenia jednostkowego na kierunku 8

przecietej wiezi { Rg=0,25kN
7 8o
s
+A
Y tz ;
/5 P-4

1 2 3 ¥ R,=0,25kN

% El % ﬁ~/ 2
L 4m | 4m |
1 -1 1 8 9
Belka 2-8 oy } PN

P _ . _ _ — ' Rg=0,25kN '
YM" = 0= Rg-4m — X, = 0 = Rg =0,25kN R ~0.125KN 6 R0 125KN
YM“* = 0= R, -4m — X, = 0 = R, =0,25kN
ZZ:():>R2+R8—R5:0:>R5:0,5kN
Belka 1-317-9 | | 2

=2kN

YM, = 0 =R, -4m — Ry - 8m = 0 = R; = 0,125 kN 2N m Re=0.5kN Rﬁ=015kN
Y2 =0=R,+R; — R, =0 =R, =0,125kN ’
Belka 4-5
SZ =0 = R — Rg = 0 = Rg =0,5kN o 2f :
My, = 0= Ry, +R;-4m — R;-8m=> R, = 2 ‘ R,=0,25kN ‘

R=0,125kN R=0,125kN
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

3. Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia

jednostkowego na kierunku przecietej wiezi 8
R.=0,25kN
05 "Ry
/1’
L
05
7 8 9
A } B
' Ry=0,25kN ¢
R,=0,125kN Ry=0,125kN
0,25
/ 0.125
— N
0125 % > CH ° N
R4=2kN m ' T
R5=0,5kN _
=0,5kN
S Re
T /% ] 0
+
T o 0,125 1 2 >
0125 A } =N
0,25 } R,=0,25kN |

R=0,125kN R=0,125kN
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

4. Obliczenie wspotczynnikow | wyrazéw wolnych uktadu rownan metody sit

0,5

/
2,0 /Q/

0,5

ikN * 611

ZJMlMl dx+z kn 0,5ET, [ -4m - (— 1kNm) - (- 1kNm)]

2 1|1 2
[2 4m - (— OSkNm) = (= OSkNm)] 4+ﬂ E-4m-2kNm-§-2kNm]

EI

1
+ﬁ[4m 2kNm - 2kNm]

kNm3

EL,

611 == 28
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

4. Obliczenie wspotczynnikow i wyrazow wolnych uktadu réwnan metody sit
0,25

05 / - 0.125I
[ [Sr
0,125 @
/ 1,
© 0,5
= // | |
; I - 0,125
0,125
R#~=0,125kN 0,25

TkN - 830 = S ML - A@2 + 3, NE - AL + 3, VE - AR — ¥, R Ar = — 0,25kNm - (—0,03) +
(—0,125kN) - 0,01m — 0,125kN - 0,02m
8,4 = 0,00375m

7 810 Aq)=0,(l)3rad 9
> El ’ El V JP=N 7
oK 4m
4§ 5. 6
| El El 'é
2 4m

L 4m L 4m L
[ 1 1

] Ah=0.01rad ) ‘ 3 e
p-N Bl L El —
*Ar:Q
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5. Postac szczegotowa uktadu rownan metody sit i jej rozwigzanie
3
m

kN EL,
: — X, =134 -10*——
28 £l X; 4+ 0,00375m =0 1 N2

6. Wykresy sit przekrojowych

Momenty zginajace

EI EI
Pret Punkt  M'[KNm] X, [kN :;2] M[;y]
1 0,0 0
13 2 05 | -1,34104 0,67-10¢
3 0,0 0
4 2,0 2,68-10¢
46 5 2,0 1,34-10¢ 2,68-10"
6 0,0 0
7 0,0 0
79 8 05 | -1,3410 0,67-10
9 0,0 0
2 0,0 0 4
28 5 4,0 | -1,34104 134100 = 26810
g Uit L 0,67-10"

1,34-10

—

0,67-107
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

Uktady przestrzenne

Wyktad nr 5

6. Wykresy sit przekrojowych

Sity thgce
Pret V[kNm]
12 0,125
23 -0,125

45 0
56 -0,5
78 0,125
89 -0,125
25 -0,25
58 0,25

El EI
Xiam? Vo
-1,34-10*  -1,675-103
-1,34-10*  1,675-103
-1,34-104 0
-1,34-10*  0,67-104
-1,34-10*  -1,675-103
-1,34-10*  1,675-103
-1,34-10¢  3,35-103
-1,34-104  -3,35-103

0,17-10™

(6]
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

/. Rozwigzanie uktadu podstawowego od sity jednostkowej na kierunku szukanego
przemieszczenia

7 8 9
A ? Pt
R7i0 Re~0 Rgio
CH ° o
R,=2kN m ¢ e
R=0,5kN R=0,5kN
1 2 3
A t Pt
‘ R,=-0,5kN '
R=-0,25kN R=-0,25kN
20 // W
P
I [ [
1,0 |
'
0,5 S,
0,25 S o5
LT T T !
[T el T 1]

0,25
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Zad. 1 Ruszt belkowy - rozwigzanie od wptywow niemechanicznych

8. Obliczenie szukanego przemieszczenia

2,68-107*
z Aa

oo | L L LA I H—""

= [T L e P —
1,0 0,67-10*
7 8,{, A(p=\0,93l'¢ld )
A El El V JP=N
G
y g . 7/
R
05 /1@ C @ El 06\3\ El 7777 .
0,25 > .
’ 0,5 Ah=0,01m '
T : 1 3 2 3 7
[T el T 1] /%4 El "I/ , Bl P -
0,25 . m — m —1 ‘AFZcm
M, M
1kN - v—Zf dx
L -2 1kN 2 -0,67-1074 2m 1kN 0,67 -107% EI Y+ 4. 0,5kN 1,005 - 1074 —= EI +
T 05EL [2 TS 5EI 6 m m m m
! 4 1kN 2 0,67-107*—= EI 2+ 4 2kN 2,68-10" —4 1 - 4 2kN 2 2,68-10" —4
7 R m - 2kNm - (- ) T |2 2km e )

+0,25kN - 0,01m — 0,02m - (—0,25kN)

v=10,893-10"*m + 1,787 - 10™*m + 1,787 - 10~*m — 21,44 - 10~*m — 7,147 - 10~*m + 0,0025m + 0,005m = 0,00509m
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