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Wykład nr 14 

Linie wpływu wielkości statycznych w płaskich układach prętowych  

statycznie wyznaczalnych i statycznie niewyznaczalnych cz.3. 

/ zastosowanie/ 
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___________________________________________________________ 

 

Zastosowanie linii wpływu wielkości statycznej „Z” 

Zastosowanie 1: 
 

 Wyznaczenie wartości siły przekrojowej od zadanego obciążenia stałego: 

 

Przykład.1  

Wykorzystując linię wpływu siły tnącej w przekroju 𝛼 (L.w. 𝑇𝛼) należy wyliczyć wartość siły tnącej w 

przekroju 𝛼 (𝑇𝛼) wywołaną zadanym obciążeniem stałym dla ramy jak na rysunku. 
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Odp.: 
𝑻𝜶 = (−20𝑘𝑁) ∗ (−0.5) + 20𝑘𝑁 ∗ (−0.75) + 6𝑘𝑁 ∗ (−0.5) − 10.392𝑘𝑁 ∗ 0.166 + 20𝑘𝑁 ∗ 0.08333 = −𝟖 𝒌𝑵 

 

Przykład.2  

Wykorzystując linię wpływu siły osiowej w pręcie K (L.w. 𝑁𝐾) należy wyliczyć wartość siły osiowej w pręcie 

K  (𝑁𝐾) wywołaną zadanym obciążeniem stałym dla kratownicy jak na rysunku. 
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Odp.: 
𝑁𝐾 = 10𝑘𝑁 ∗ (−2) + 5𝑘𝑁 ∗ (−1.0) = −25 𝑘𝑁 

 

 

Zastosowanie 2: 
 

 Wyznaczenie ekstremalnych wielkości siły przekrojowej od zadanego obciążenia 

zmiennego: 
 

Przykład.1  

Wykorzystując linię wpływu siły tnącej w przekroju 𝛼 (L.w. 𝑇𝛼) dla ramy jak na rysunku należy wyliczyć 

wartość minimalną siły tnącej w przekroju 𝛼 (𝑚𝑖𝑛 𝑇𝛼) wywołaną zadanym obciążeniem zmiennym w 

postaci dwóch sił o wartości 5kN każda w rozstawie 3m. 
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Odp.: 
𝒎𝒊𝒏𝑻𝜶 = 5𝑘𝑁 ∗ (−0.5) + 5𝑘𝑁 ∗ (−0.75) = −𝟔. 𝟐𝟓𝒌𝑵 

Przykład.2  

Wykorzystując linię wpływu siły osiowej w pręcie K (L.w. 𝑁𝐾) dla kratownicy jak na rysunku należy wyliczyć 

maksymalną wartość siły osiowej w pręcie K  (𝑚𝑎𝑥𝑁𝐾) wywołaną zadanym obciążeniem zmiennym w 

postaci dwóch sił o wartości 2kN każda w rozstawie 1.5m oraz obciążenia równomiernie rozłożonego na 

długości 3m o intensywności 4kN/m. 

 

𝑚𝑎𝑥𝑁𝐾 = 2𝑘𝑁 ∗ 0.5 + 2𝑘𝑁 ∗ 0.25 + 4𝑘𝑁/𝑚 ∗ 0.5 ∗ 3𝑚 ∗ 0.5 = 4.5𝑘𝑁 



Opracowała: dr inż. Kamila Jarczewska  
na podstawie wykładu prof. dr hab. inż. Wojciecha Glabisza 

 

str. 7 
 

Zastosowanie 3: 

 Wyznaczenie obwiedni sił przekrojowych   

_________________________________________źródło: Wykład prof. P. Śniadego 
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Ekstremalne wartości momentów zginających w przekrojach określonych zmienną x 
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Wykres obwiedni momentów zginających w analizowanej belce 

____________________________________________________________________ 

 

Linie wpływu wielkości „Z” w układach statycznie niewyznaczalnych 

 
Linie wpływu wielkości „Z” w układach statycznie niewyznaczalnych różnią się od linii wpływu w układach 

statycznie wyznaczalnych tym, że nie są to wykresy składające się z prostych tylko z krzywych wyższego 

stopnia w związku z tym im więcej rzędnych charakterystycznych wynikających z większej ilości ustawień 

siły jednostkowej w zakresie danej tarczy tym dokładniej można przedstawić krzywą. Ponadto warunki 

równowagi sił nie wystarczają by wyznaczyć wartości rzędnych, należy przy każdym ustawieniu siły 

jednostkowej układ statycznie niewyznaczalny rozwiązywać od zadanej jedną z metod umożliwiających 

rozwiązywanie układów SN np.: metodą sił lub metodą przemieszczeń. 

 

Poniżej podano jeden z algorytmów wyznaczania linii wpływu w układach statycznie niewyznaczalnych, 

który wykorzystuje zastosowanie do tego celu linii wpływu wielkości hiperstatycznych w układach 

statycznie wyznaczalnych. 
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Przykład 
 

Należy wyznaczyć L.w. 𝑴𝜶 i L.w. 𝑻𝜶 w analizowanej belce statycznie niewyznaczalnej (o stopniu 

statycznej niewyznaczalności 𝑛ℎ = 2) jak na rysunku: 

 

 

 

L.w. 𝑴𝜶=?  

 L.w. 𝑻𝜶 =? 

 

 

 

 

 Siły przekrojowe w układach statycznie niewyznaczalnych od obciążenia czynnego (F) można 

uzyskać z zasady superpozycji poszczególnych rozwiązań: 

 

𝑀𝛼 = 𝑀̅𝛼
𝑋1=1 ∗ 𝑋1 + 𝑀̅𝛼

𝑋2=1 ∗ 𝑋2 + ⋯ + 𝑀̅𝛼

𝑋𝑛ℎ
=1

∗ 𝑋𝑛ℎ
+ 𝑀̅𝛼

𝐹 

𝑇𝛼 = 𝑇̅𝛼
𝑋1=1 ∗ 𝑋1 + 𝑇̅𝛼

𝑋2=1 ∗ 𝑋2 + ⋯ + 𝑇̅𝛼

𝑋𝑛ℎ
=1

∗ 𝑋𝑛ℎ
+ 𝑇̅𝛼

𝐹 

Ogólnie : 

 

𝑍 = 𝑧1̅ ∗ 𝑋1 + 𝑧2̅ ∗ 𝑋2 + ⋯ + 𝑧𝑛̅ℎ
∗ 𝑋𝑛ℎ

+ 𝑍̅𝐹 

 

𝑧𝑖̅ −  𝑤𝑠𝑝ół𝑐𝑧𝑦𝑛𝑛𝑖𝑘𝑖 𝑤𝑝ł𝑦𝑤𝑢 𝑤𝑖𝑒𝑙𝑘𝑜ś𝑐𝑖 𝑍̅ 𝑤 𝑢𝑘ł𝑎𝑑𝑧𝑖𝑒 𝑆𝑊 𝑜𝑑 𝑋𝑖 = 1 𝑛𝑎 𝑤𝑎𝑟𝑡𝑜ść 𝑋𝑖 
 

 W związku z powyższym linię wpływu wielkości 𝑍 w układzie SN można wyrazić: 

 

𝑳. 𝒘. 𝒁 = 𝒛̅𝟏 ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 + 𝒛̅𝟐 ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟐 + ⋯ + 𝒛̅𝒏𝒉
∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝒏𝒉

+ 𝑳. 𝒘. 𝒁̅ 

 

𝐿. 𝑤. 𝑍̅ −linia wpływu wielkości 𝑍 w układzie SW 

𝐿. 𝑤. 𝑋𝑖 − linia wpływu wielkości hiperstatycznej 𝑋𝑖  w układzie SN 

 

 

 

 

W  analizowanym zadaniu mamy: 

𝑳. 𝒘. 𝑴𝜶 = 𝑴̅𝜶
𝑿𝟏=𝟏 ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 + 𝑴̅𝜶

𝑿𝟐=𝟏 ∗ 𝑿𝟐 + 𝑳. 𝒘. 𝑴̅𝜶 
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Układ zadany (SN) 

 

Układ podstawowy (SW) 
 

 
Wykres momentów od X1=1 w układzie SW 
 

 
𝑀̅𝛼

𝑋1=1 = 𝒛̅𝟏 = 𝟎. 𝟓 
Wykres momentów od X2=1 w układzie SW 
 

 
𝑀̅𝛼

𝑋2=1 = 𝒛̅𝟐 = 𝟎. 𝟓 
Linia wpływu momentu zginającego w układzie (SW) 𝐿. 𝑤. 𝑀̅𝛼 

 
 

Należy wyliczyć:  𝐿. 𝑤. 𝑋𝑖 − linie wpływu wielkości hiperstatycznych 𝑋𝑖  w układzie SN 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝒊 =? 
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𝑳. 𝒘. 𝑻𝜶 = 𝑻̅𝜶
𝑿𝟏=𝟏 ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 + 𝑻̅𝜶

𝑿𝟐=𝟏 ∗ 𝑿𝟐 + 𝑳. 𝒘. 𝑻̅𝜶 

Układ zadany (SN) 

 

Układ podstawowy (SW) 
 

 
Wykres momentów od X1=1 w układzie SW 
 

 
𝑇̅𝛼

𝑋1=1 = 𝒛̅𝟏 = −𝟏/𝑳 
Wykres momentów od X2=1 w układzie SW 

 
 

𝑇̅𝛼
𝑋2=1 = 𝒛̅𝟐 = 𝟏/𝑳 

Linia wpływu momentu zginającego w układzie (SW) 𝐿. 𝑤. 𝑇̅𝛼 
 

 
 

Należy wyliczyć jak poprzednio:  𝐿. 𝑤. 𝑋𝑖 − linie wpływu wielkości hiperstatycznych 𝑋𝑖  w układzie 

SN 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝒊 =? 
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*Wyliczenie 𝑳. 𝒘. 𝑿𝒊: 
- siły hiperstatyczne 𝑋𝑖   od zadanego obciążenia (F) wylicza się metodą sił  : 

 

𝑫 ∗ 𝑋 + Δ̅𝐹 = 0                          ⇒ 𝑋 = 𝑫−𝟏 ∗ Δ̅𝐹 

[
𝛿11 𝛿12

𝛿21 𝛿22
] ∗ [

𝑋1

𝑋2
] + [

Δ̅1𝐹

Δ̅2𝐹
] = 0 

- chcąc wyznaczyć linie wpływu sił hiperstatycznych 𝑋𝑖   

Obciążeniem układu jest siła jednostkowe i układ jest obciążany siłą jednostkową wielokrotnie 

(tylokrotnie ile jest ustawień siły jednostkowej) im więcej ustawień siły jednostkowej tym uzyskuje się 

dokładniejszy kształt linii wpływu stąd: 

𝑫 ∗ 𝑋 + Δ̅𝑃𝑖
= 0                          ⇒ 𝑋 = 𝑫−𝟏 ∗ Δ̅𝑃𝑖

 

Δ̅𝑃𝑖
= [

Δ̅1𝑃1=1 Δ̅1𝑃2=1   

Δ̅2𝑃1=1 Δ̅2𝑃2=1

Δ̅1𝑃3=1 …  Δ̅1𝑃𝑚=1

Δ̅2𝑃3=1 …    Δ̅2𝑃𝑚=1

 ] 

m- liczba ustawień siły jednostkowej  

 
[
Δ̅1𝑃1=1 Δ̅1𝑃2=1   

Δ̅2𝑃1=1 Δ̅2𝑃2=1

Δ̅1𝑃3=1 …  Δ̅1𝑃𝑚=1

Δ̅2𝑃3=1 …    Δ̅2𝑃𝑚=1

 ] 
 

[
𝛿11 𝛿12

𝛿21 𝛿22
] =[

𝑋1
𝑃1 𝑋1

𝑃2    

𝑋2
𝑃1 𝑋2

𝑃2   

𝑋1
𝑃3 …  𝑋1

𝑃𝑚

𝑋2
𝑃3 …  𝑋2

𝑃𝑚
 ] 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 
𝑳. 𝒘. 𝑿𝟐 

 
 

 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏=? 
 

 
𝑳. 𝒘. 𝑿𝟐 =? 
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Wykres linii wpływu 𝑴𝜶 w układzie statycznie niewyznaczalnym   (𝑳. 𝒘. 𝑴𝜶) 
𝑳. 𝒘. 𝑴𝜶=? 

 
𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 

 
+ 

*𝒛̅𝟏 = 𝟎. 𝟓 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝟐 

 
+ 

*𝒛̅𝟏 = 𝟎. 𝟓 

𝑳. 𝒘. 𝑴̅𝜶 

 
II 

 

𝑳. 𝒘. 𝑴𝜶 = 𝟎. 𝟓 ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 + 𝟎. 𝟓 ∗ 𝑿𝟐 + 𝑳. 𝒘. 𝑴̅𝜶 
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Wykres linii wpływu 𝑻𝜶 w układzie statycznie niewyznaczalnym   (𝑳. 𝒘. 𝑻𝜶) 
𝑳. 𝒘. 𝑻𝜶=? 

 
𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 

 
+ 

*𝒛̅𝟏 = (−
𝟏

𝑳
) 

𝑳. 𝒘. 𝑿𝟐 

 
+ 

*𝒛̅𝟏 = (+
𝟏

𝑳
) 

𝑳. 𝒘. 𝑻̅𝜶 

 
II 

 

𝑳. 𝒘. 𝑻𝜶 = (−
𝟏

𝑳
) ∗ 𝑳. 𝒘. 𝑿𝟏 +

𝟏

𝑳
∗ 𝑿𝟐 + 𝑳. 𝒘. 𝑻̅𝜶 

 

 

 

 


