Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 11

ROZWIAZYWANIE PLASKICH UKEADOW PRETOWYCH STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNYCH METODA PRZEMIESZCZEN cz.4.

Przyktad 1.

Rame statycznie niewyznaczalng (SN) o schemacie statycznym jak na rys.1 nalezy rozwigzac¢ w zakresie
M, T, N, stosujac metode przemieszczen.

Zatozenie EA = Uktad zadany

=10 8m (AT ]
2

f o
Ksbz 10 El/m £
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M, =10kNm
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£
P=40 kN ‘ff-v
g b
0
AN A
2m 4m
e >l >
Rys.1.

Sposdb | — podejscie posrednie

1. Podziat uktadu na zbior pretéw dla ktérych znane sg wzory transformacyjne

str. 1



Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2. Wyznaczenia stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci ukfadu n,

Schemat przegubowy

WNIOSEK

Okreslenie ng

e obroty weztéw: pp # 0, 15 # 0
uwzglednione sg we wzorach
transformacyjnych przyjetych typéw
pretéw ( nie sg traktowane jako
niewiadome)

e niewiadome geometryczng jest obrot
wezta: ¢, =7,

n,=1
Okreslenie né
e Oszacowanie nd:
néz2w-p-r
p =8, w=9, r=10
nd=20

Uktad moze byé nieprzesuwny.

e Analiza kinematyczna:

Po analizie kinematycznej udowodniono na mocy
twierdzenia o 3 tarczach, ze schemat przegubowy
jest GN .

Stad ukfad dla przyjetych typow pretdw jest
nieprzesuwny .

né=0

Stopier geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi: iy =1, +n5=1+0=1

Analizowana rama przy wybranych typach pretéw jest jednokrotnie geometrycznie

niewyznaczalna, niewiadomg jest obrét wezta.

Niewiadome geometryczne: ¢, =?,
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3. Uktad podstawowy metody przemieszczen

Uktad podstawowy

a=10 kN (VALY ]
W

f A

k, =10 El/m c

o

M,=10kNm

g Ll ' B ]

£
P40 kN ‘f_)-v
—) _ ¥
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0
< === A

2m 4m

4. Ukfad réwnan metody przemieszczen — postac ogdlna

Ky =ki1901+Kip =0

5. Wyznaczenie wspotczynnikow uktadu rownan metody przemieszczen

> stan rotacyjny @, = 1rad Wykres momentéw brzegowych M1

W (4/5)El/m
=

(Cc o C
R =10EU/m ¥,~lrad
Wzory transformacyjne : -
D 1) (Pl=1 rad [ — & ( M :r”‘1.:|
) (2/3)EUm (8/5)El/m N

N
B 23EVm | g
Momenty brzegowe:

— o 2E1 2EI _ 2E1 2EI

MlA =%1*1rad:% IVIA1 :%(—1)*11"61612—%

— o E 8EI — 2E1 4E]

MlC =%4*1rad:% Mm:%Z*lrad:—m
_,.  EI _,.  EI
M1D=%O*1rad=0 MD1=%0*1rad=O
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» Stan wyjsciowy F
=10 kN/m AN ]

> M,=20kNm

wzory z Tablic

Momenty brzegowe

—3PL _ —3(—40kN)3m

ML, = = —1 = —13,333kNm
12~ 12
Mf, = 10kNm

ME; = —20kNm (moment przyweztowy)

-10kNm

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Momenty brzegowe M

13,333kNm

RS0 -13,333kNm

10KNm

—PL _ —(—40kN)3m

ME = = 15kN

11 3 3 5kNm

L, _qlt_ T’

ME, = M " _ 13333kN
1= 77 12 m

ME, = —10kNm

> Wartosci wspotczynnikdéw réwnania metody przemieszczen

obcigzenie: stan rotacyjny ¢@; = 1 rad

Z rownowagi momentdéw brzegowych w weile ,, 1” , ktéry ulega obrotowi otrzymujemy

le = 0
2E1 8EI

ki1 =Z1\71{”,;1+R;”(p1 =M{i + M{} +ky,=——+

El El
+ 10— = 12,2666 —
3m 5m m m

m

obcigzenie: stan wyjsciowy F

Z rownowagi momentéw w wezle ,,1”, ktdry nie ulega obrotowi otrzymujemy

ZML:O

KlF=ZMfm_M1:MfA+MfC+MfD_M1
m

= 45kNm — 13,333kNm + 10kNm — 0kNm = 41,666kNm
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

6. Rozwigzanie uktadu rownan metody przemieszczen

El
12,2666;([21 +41,666kNm = 0

kNm?
El

¢, =-3,396

7. Wyznaczenie sit przekrojowych w uktadzie zadanym

« Momenty zginajace
wyznaczono stosujac zasade superpozycji rozwigzan

[— =1 —
My = M7 o1 + M

2EI kNm?
M, =—(-3,396 + 45kNm = 42,726kNm
3m EI

2EI kNm?
My, = ———|-3,396 + 15kNm = 17,264kNm
3m EI

8EI kNm?
M. =——|-3,396 —13,333kNm = —18,766kNm
5m EI

4E] kNm?
My =—|-3,396 + 13,333kNm = 10,616kNm
5m EI

M;p = 10kNm
Mp; = —10kNm
M, = —20kNm
Mg, = —10kNm

Wykres momentow zginajgcych M:

10,616kNm

18,766kNm

42,736K
A

17.266kNm

.
10kNm

Momentu zginajgcego w przekroju ,,G” nalezy wyznaczyé z warunku z réwnowagi sit w elemencie
pretowym ,1-C”:
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

¢=10 kN/m 10,616kNm

ANV T
M )

ZMC:()

18,766kNm + Ty * 5m — q * 4m » 2m + 10,616kNm
=0

18.766kNm

Tyc = 17,63kN

Mg = Tic * 2,5m — 18,766kNm — g * 2Zm * 1m
= 5,309kNm

Sity tnace

Il sposéb wyznaczania sit thacych:
Dla wszystkich typdw pretow poza sztywno tyzwowym )
przyjmuje sie schemat belki swobodnie podpartej M, C A " )M;.
obcigzonej zadanym obcigzeniem jakie wystepuje na TT |
precie (F). Kolejno od obcigzenia F wyznacza sie w | ! +Tu
belce swobodnie podpartej sity tnace T}, T; , a R
nastepnie uwzgledniajgc wyliczone wczesniej s
brzegowe momenty zginajace wartosci sit tnacych + _qo_ My +M;) 7 oo My + M)
wylicza sie zgodnie z podanymi wzorami, ktére i S i
wynikajg z warunkéw rownowagi.

9710 KN/m \YV“ . M_,=10,6162 kNm
| \{/W\N/\NQPWW | ) (-18,766kNm)+10.6162kNm
c) 17,636kN
q,=Wn/5m=6,4 kN/m
Nemtg 766 \N T = —16kN — (-18,766kNm)+10.6162kNm _
ic 10 XhNm c1 — =m =
—14,37kN
>
TS =16kN, T =—-16kN
M,,= 0 kNm
T1D — SkN — (—10kNmM)+0kNm — 6kN
TD1 —ckN — (-10kNmM)+0kNm — 6kN
TS = 5kN, T9, = 5kN
Pret wspornikowy Pret sztywno tyzwowy
(Sity tngce wyznaczono z warunkow rownowagi sit)  (Sity tngce wyznaczono z warunkéw réwnowagi sit)
TlD = OkN, TDl = OkN TlA = _4‘0 kN, TAl = 0 kN
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wykres sit thgcych T

40kN

Sity osiowe

— Wyznaczenie sity osiowej w przekroju 1 w kierunku C ( N;-=?)

q=10 kN/m W,
| \l/\l/%/\l/\lN/\l/\l/\PM /NZO
2“4

yimo

Nic+gs*5m =20
3
NIC=—WS=—Wcosa'=—q*4m*§

= —24kN
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Rozktad sit przyweztowych preta 1-C na sktadowe na kierunku osi X i osi Z

4
= 17,66kN * — = 10,596kN

Tle 5
N N, .=-24 kN 3
- g Tic, = 17,66kN 5= 14,1328kN
X
S Nicw) 4
TIC(X’ Nicy = —24kN * A = —19,2kN
' 3
.I'C TlCEZ) T,=17,66 kKN 1Cz z

3

Sin(a) = %; Cos(a) = :

Rozktad sit przyweztowych preta 1-B na sktadowe na kierunku osi X i osi Z

3

Tigx = 6kN * T

4

TIBZ = 6kN * g

4

Nigg, NIB= ? Nipx = Nip * g

3

Sin(y) = % Cos(y) = % Nipz = Nip * ¢

Rownowaga sit wezle ,1”

Y=o
4

3
40N + 10,596kN — 19,2kN — 6kN * =+ Ny + = = 0
NlB = _34‘,74‘5 kN

ZZ=O
3

4
Ny +14,1328kN + 14,4kN + 6kN * 2 + Nyp = = 0

NlA = _12,4‘858 kN
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wykres sit osiowych N:

34,745 kN

Przyktad 1. (uktad zadany rys.1.)

Sposoéb Il — podejscie bezposrednie

1. Podziat uktadu na zbidr pretéw dla ktérych znane sg wzory transformacyjne

2. Wyznaczenia stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu ng

Okreslenie ng

e obroty weztéw: @3 # 0, ¢, # 0
uwzglednione sg we wzorach
transformacyjnych przyjetych typéw
pretow ( nie sg traktowane jako
niewiadome)

e niewiadome geometryczna jest obrot
wezta: ¢, =7,

=1
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Schemat przegubowy Okreslenie nd

e (Oszacowanie nd:
néz2w-p-r

p =8, w=9, r=10
né=0
Uktad moze by¢ nieprzesuwny

e Analiza kinematyczna:

Po analizie kinematycznej udowodniono na mocy
twierdzenia o 3 tarczach, ze schemat przegubowy
jest GN..

WNIOSEK

Stopier geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi: iy =1, +ns=1+0=1

Analizowana rama przy wybranych typach pretéw jest jednokrotnie geometrycznie
niewyznaczalna, niewiadoma jest obrét wezta

Niewiadome geometryczne: ¢, =7,

Uktad podstawowy metody przemieszczen

Uktad podstawowy

q=10 kN/m [N

k. =10 El/m

[l

L

%
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

4. Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu F

» Stan wyjsciowy F

q=10 kN/m M\J/Q/\bij{g{ﬁ( |

wzory z Tablic

Momenty brzegowe

—3PL _ —3(—40kN)3m

ME, = = —1 = —13,333kNm
12~ 12
Mf, = 10kNm

ME; = —20kNm (moment przyweztowy)

Momenty brzegowe MF

13,333kNm \

R{=0  -13,333kNm

M
10kNm
_ . —PL _ —(—40kN)3m
MA]. = = = 15kNm
8 8
L, _qlt_ T’
MEy = 2 = o = 13,333kNm

ME, = —10kNm

ME, = —10kNm

5. Rownanie metody przemieszczen na okreslenie niewiadomej geometrycznej:

Wyznacza sie reakcje K jako funkcje zmiennej ¢ i przyréwnuje sia ja do zera, gdyz podpora

przenoszaca reakcje K4 nie istnieje.

K1:M1C+M1A+M1D+R5(p:0
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Momenty zginajgce wyznacza sie ze wzordw transformacyjnych:

2EI 2EI
My, = %(4 x@, +2%¢.)—13333kNm = %(4 x@, +2%0)—13,333kNm
8EI
=+, — 13333kNm

2EI 2EI
My, = %(1*g01 + (—1) *(pA) + 45kNm = %(1 * @, +(=1) * 0) + 45kNm

2E1
=3 * @, +45kNm

El
M,y = %(o x@, +0%¢,)+10kNm = 10kNm

El
RSQD = 10;* (pl

K1=M1C+M1A+M1D+R5(p=0

8EI
5m

2EI ET
K, = x @, — 13,333kNm + 3 1 + 45kNm + 10kNm + 10; *@, =0

El
12,2666E<p1 +41,666kNm = 0
6. Rozwigzanie powyzszego rownania:

kNm?
EI

¢, =-3,396

7. Wykresy sit wewnetrznych:

Momenty zginajgce wyznaczone ze wzorow transformacyjnych:

2EI 2EI
M. = §(4 x@, +2%¢.)—13333kNm = %(4 x @, +2%0)—13,333kNm
8EI

kNm?
= x| —3,396 —13,333kNm = —18,766kNm
5m EI
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2EI
Mg, = %(4 x@, +2x¢,)+13,333kNm

2E] kNm?
=—|4+x0+2x[—-3,396 + 13,333kNm = 10,616kNm
5m EI

2

2EI 2EI kNm
MlA=3—(1*<p1+(—1)*<pA)+45kNm=% 1+|=3,396—— |+ (-1) %0 + 45kNm

m

2EI kNm?
=2, (-339 + 45kNm = 42,726kNm
3m EI

My = 22 (1+¢, +(-1) *¢,) + 15kN 2 04 (-1 3,396 kN + 15kN
= - * —_ * = —_— * —_ * f—
Al 3Im (PA ( ) (pl m 5m ( ) ’ EI m

2EI kNm?
=———[-3,396 + 15kNm = 17,264kNm
3m EI

El
M,y = %(o x@, +0%¢,)+10kNm = 10kNm

EI
Mp, = %(o x@, +0%¢@ ) —10kNm = —10kNm

2

m
T >+3*0>—20kNm

El El kN
Mip = (0, +3+py) — 20kNm = {0+ { ~3,396

= —20kNm

EI EI kNm?
Mg, =§(3*¢B+0*(p1) — 10kNm =z -[3+0+0+(-33%— — 10kNm

= —10kNm

Wykres momentow zginajgcych M:

10,616kNm

18,766kNm

42,736kNm

10kNm
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Momentu zginajgcego w przekroju ,,G” nalezy wyznaczy¢ z rGwnowagi sit w elemencie pretowym ,1-C”
tak jak pokazano wczesniej.:

M; = 5,309kNm
*Uwaga: Sity tnace i sity osiowe wyznacza sie analogicznie jak w sposobie posrednim.

Przyktad 2.

Dla ramy o schemacie statycznym z rysunku 1. nalezy wyznaczy¢ wartosci obrotéw wszystkich koncéw
pretéw.

Uktad zadany

q=10 kN/m W \I/@Mﬂ

K;= 10 EI/'m £
(4]
M,=10kNm
./- El B 3
' £
P=40 kN “,_’—V
7 e
b2l
== A
2m 4m
- L ) L
Rys.1. Zatozenie EA = oo
. . , . kNm?
Rame z rys.1 rozwigzano metodg przemieszczen wyznaczajac kat obrotu ¢4 = —3,3961\;—7

¢c=0
¢p=0
Pa=0
m2
®1c = P14 = P1p = 1 = —3,396 £l

@p =?
@1p =?

Nalezy wyznaczy¢ wartosci obrotow weztow: @5 =? oraz @p =7
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

e Wyznaczenia obrotu wezta @15 =?

1 Rozwigzanie uktadu zadanego do obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
(przyczyna przemieszczenia jest zadane obcigzenie F)

10,616kNm

18,766kNm

42.736kNm

17.266kNm

W_;
10kNm

M. = 5,309kNm
*Rozwigzanie uzyskane metodg przemieszczen (patrz przyktad 1.)
2 Rozwigzanie uktadu statycznie wyznaczalnego (SW) od obcigzenia jednostkowego

stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia.

Stopien statycznej niewyznaczalnosci ,
ramy z rys.1. wynosi: 70
n, = 4

Na rysunku 2 przedstawiono ukfad
podstawowy statycznie wyznaczalny 7" M=1 kNm

uzyskany poprzez przeciecie n, = 4 D n N

wiezi nadliczbowych. Przyjeto zerowe N

wartosci sit hiperstatycznych i 1 kKNm N

obcigzono uktad SW sitg jednostkowa _

stojgcg w miejscu i na kierunku &) X&)
szukanego przemieszczenia. = * Rys..2

3 Zastosowanie ZPP do wyznaczenia przemieszczenia

_ M Sm+S.
. _ 177 m °m
1kNm- @ p E p(fM Eldx)p+ g T

1 5m kN?m3
1kNm- @, p = 0 ?[—ZOkNm- 1kNm + 4 - (—5)kNm - 0,5kNm + 10kNm - OkNm] = —25 I
2
Odp.: @15 = _251(1:1;1
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

e Wyznaczenia obrotu wezta ¢ =?

1 Rozwigzanie uktadu zadanego do obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
(przyczyna przemieszczenia jest zadane obcigzenie F)

10,616kNm

42,736kNm

17,266kNm

10kNm

M; = 5,309kNm
*Rozwigzanie uzyskane metoda przemieszczen (co przedstawiono w powyzszych przyktadach)

2 Rozwigzanie uktadu statycznie wyznaczalnego (SW) od obcigzenia jednostkowego
stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia.

Stopien statycznej niewyznaczalnosci ’
ramy z rys.1. wynosi: c
n, =4

Na rysunku 3 przedstawiono ukfad .
podstawowy statycznie wyznaczalny ‘ D(' 1
uzyskany poprzez przeciecie n, = 4 I N
wiezi nadliczbowych. Przyjeto zerowe | Nm + ™
wartosci sit hiperstatycznych i obcigzono |
uktad SW sitg jednostkowg stojgcg w ;
miejscu i na kierunku szukanego A) B)
przemieszczenia. SR ' Rys..3

.
®

3 Zastosowanie ZPP do wyznaczenia przemieszczenia
_ M SL-S
1kNm - =Z fMl—d Z mom
m-@, p( I x)p+ —

1
1kNm- @, = 1kNm - 2m - (—10kNm) + 1kNm - 1.5m - (=17,266kNm) + ——

2El
1,5m
. [42,736kNm - 1KNm + 4 - 12,735kNm - 1kNm + (—17,266kNm) - 1kNm]|
_ _36347
h ’ EI
2
Odp.: P15 = —36347
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 3.

Przyktad 3 przedstawia rame dwukrotnie geometrycznie niewyznaczalng (ng =ny, +ng=2+0=2),
ktorej rozwigzanie w zakresie sit M, T, N oraz wszystkie kontrole uzyskanych rozwigzan
przedstawiono w pliku o nazwie ,Rama-metoda przemieszczen” w wizytdwce K. Jarczewska w
zaktadce dydaktyka
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