Laboratorium nr 7

METODA PRZEMIESZCZEN
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Laboratorium nr 7

METODA PRZEMIESZCZEN - RAMA PLASKA

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku. Nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek iloSciowy i jakoSciowy geometrycznej niezmiennosci ukfadu.

e Stosujgc metode przemieszczen rozwigza¢ rame od podanego obcigzenia mechanicznego

(obliczy¢ sity) przekrojowe i sporzadzi¢ ich wykresy.

Dane do obliczen: F=12kN; q=4kN/m; ks =10El/m?
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Rys. 1. Schemat statyczny
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Laboratorium nr 7

SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKtADU
| OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

Stopien statycznej niewyznaczalnosci

Rys. 2. Tarcze i wigzi

t=1, e=5, n,=5-3-1=2
Uklad sktada sie¢ z jednej tarczy polaczonej] z ostojg piecioma wigziami, wsrod ktorych
mozna wyr6zni¢ co najmniej 3 niezbiezne. Cala rama wraz z ostoja tworzy uklad |
geometrycznie niezmienny
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Laboratorium nr 7

PODZIAt UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY
TRANSFORMACYJNE | WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY

OBROTU WEZtOW
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Rys. 3. Numeracja weztow i typy pretow
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Laboratorium nr 7

WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weztéw budowany jest model przegubowy. Nalezy:
e zwolnié wiezi przenoszgce momenty
e pomingé wiezi sprezyste

e nalezy odebrac stopnie swobody przesuwu pretom typu wspornik, oraz pretom o lewym koncu
utwierdzonym, a prawym utwierdzonym z przesuwem poprzecznym (nalezy dodaé wiez oznaczong linig

przerywang)
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Rys. 4. Model przegubowy
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Laboratorium nr 7

WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

e

Rys. 4. Model przegubowy

Oszacowanie liczby stopni swobody przesuwu weztow
ng=2-w—p—-r=2-4-3-4=1

gdzie: w=4 - liczba wezlow modelu,
p=23 - liczba pretow w modelu,
r=4 - liczba wigezi podporowych modelu.

Oznacza to, ze aby uklad o wezltach przegubowych byl geometrycznie niezmienny nalezy
doda¢ co najmniej jedng wiez.
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Laboratorium nr 7

WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

Dopiero analiza kinematyczna potwierdza, ze model przegubowy po dodaniu
wiezi jest geometrycznie niezmienny, tak wiec stopien swobody przesuwu
WEeZtOW Ns=

A e

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu wiezi translacyjnych
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Laboratorium nr 7

UKLAD PODSTAWOWY METODY PRZEMIESZCZEN

Uktad podstawowy tworzymy z uktadu danego przez dodanie n, wigzi rotacyjnych i ny wiezi
translacyjnych (w tym przyktadzie 2 wiezi rotacyjne i 2 wiezi translacyjne). Uktad podstawowy
metody przemieszczen, pokazany na rysunku jest geometrycznie wyznaczalny.

Ng=ny+tng=1+1=2

Rys. 6. Uktad podstawowy metody przemieszczen

N
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamig¢tac, ze poszczegodlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢; = J, = 0, co oznacza, ze do wzordéw transformacyjnych
podstawiamy ¢ = ¢; = ;; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementow momenty prawoskretne sg

dodatnie.

PFF/2
v

Rys. 7.
Dane do obliczen: F =12 kN; g = 4 kN/m;

PF/2
v
O
M. M_-g El =const ,:) Mﬁ
if i £
Fr_r‘ vi j?- L L’i’ """jli'“‘I I rjr
M, =—qI’ /12 q M, =qL /12
Y= A A 0 R 2 F=—elT2
qL? 4kN/m - (3m)?
Mo, =-—"——=— = —3kN - m,
12~ 77 12 m
qL?> 4kN/m - (3m)?
MY, = = = 3kN - m,
21712 12
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamig¢tac, ze poszczegodlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢; = J, = 0, co oznacza, ze do wzordéw transformacyjnych
podstawiamy ¢ = ¢; = ;; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementow momenty prawoskretne sg

dodatnie.

PFF/2
v

PF/2
Y

Rys. 7.

Dane do obliczen: F =12 kN; g = 4 kN/m;

O

M, =-3FL/16

rs)

F
u—uz—i—uz—é

V. =11F/16
ij

L

Mis = 16 16

o  3FL 3-12kN-6m
=== = —13,5kN - m,

Mgl == O
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Laboratorium nr 7
Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamig¢tac, ze poszczegodlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢; = J, = 0, co oznacza, ze do wzordéw transformacyjnych
podstawiamy ¢ = ¢; = ;; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementow momenty prawoskretne sg

dodatnie.
ql*  4kN/m - (3m)?

MP, = = = —3kN -
12 12 12 kN - m,
ql? 4kN/m - (3m)?
MY = — = 3kN -
21777 12 KN -m,
V- ﬁMO_ 3FL_3-12kN 6m _
T 16 R M
M§, = 0.

/

Rys. 8. Wykres momentéw M°w kN m
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢, = ¢; =1, 6 =0 oraz
uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wigc ze wzoréw w postaci:

@12 + b1y - P21) : L % | % |bi=b;
—— R R
@21+ b2y - 912) — 3 0 0

* @13 + b13 - P31)

* @31 + b3 - @13) P 0 0 0
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢, = ¢;;=1, 6, =0 oraz

uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wigc ze wzoréw w postaci:

+ b )—E1(4 1+2 0)—4E1
P12 12 " P21) = =T
+b ) = E (4 0+ 2- 1)—2E1
" P21 21 " P12) = =
2E El
@13 + by3 - <P31)——(3 1+3- <p31)—1a
2E
‘<P31+b31‘<P13)— (0 @31 +0-1)=0.
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Laboratorium nr 7
Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢, = ¢;=1, 6=, =0
oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzoroOw w postaci:

Rys. 9. Wkres momentow M w El/m
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

W tym stanie do wzorow transformacyjnych podstawiamy: ¢; = 0, katy obrotu cigciw pretow
y;; okreSlone po wymuszeniu przemieszczenia 6, = 1 oraz uwzglgdniamy brak obcigzenia danego.

Korzystamy wiec ze wzorow w postaci:
) EI"?' I I EI"?' I
M, =——c, - W, M-:——'“f-‘;s'w;f-

i

L” 4 i J E

i i

W celu wyznaczenia szukanych katéw obrotu

cigciw pretow rozpatrywany jest przegubowy

edd model uklady z  dodanymi  wi¢zami
translacyjnymi oraz wymuszane jest przesunigcie
0 wartosci 1 w miejscu i na kierunku dodanej
wiezi l. Aby wyznaczy¢ szukane
przemieszczenia oraz katy obrotu cigciw pretow
sporzadzany jest biegunowy plan przesunigé
obroconych.
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

W tym stanie do wzorow transformacyjnych podstawiamy: ¢; = 0, katy obrotu cigciw pretow
y;; okreSlone po wymuszeniu przemieszczenia 6, = 1 oraz uwzglgdniamy brak obcigzenia danego.
Korzystamy wiec ze wzorow w postaci:
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego
a) +P3 Wartosci wzajemnych przesuniec

koficow pretow wynosza:

5
AI — 1'!2'! :_’
= 1127 =3

4
A =11"3" = —=.
13 = [1"3"] 3

Rys. 10. a) plan przesuniec i plan przesunie¢ obréconych
b) biegunowy plan przesunie¢ obréconych
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego
a)

R Wartosci wzajemnych przesuniec

koficow pretow wynosza:

5
412 = 11"2"| = 5,

3 4
AI — 1||3rr = ——
s = 11737 = — |
Katy obrotow cieciw wynosza (1! ;= %}:
ij
A 2 1
;] “12 3 i
= = = =0,(3)—
Y1z Ly, 5m 3m ( )m
ot
;<13 3 _ _
________0, 2 -
13 Lz 6m 9m (2)

Rys. 10. a) plan przesuniec i plan przesunie¢ obréconych
b) biegunowy plan przesunie¢ obréconych
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie ukifadu podstawowego od stanu translacyjnego

a) +|33 L Wartosci wzajemnych przesuniec
koficow pretow wynosza:
5
d{z — |1||2rr| — §’
4
413 =11"3"| = -3
I
Katy obrotow cieciw wynosza (1! ;= %}:
A, 31 1
12 3
= = = = D’ 3 —,
Y1z Ly, 5m 3m ( )m
Az ~3

- 3. 2 @)=
N  9m '()m'

)

Momenty wezlowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia o;

MW T S
- I
El El 1 2 El
P = ML = Ml = 2112 E1 _ 2E
|32 * 3 A3 13" 21 12 —le €21 ° t!»"12 5m 3 Em?
fR/l"i T * R Ml — El3 B ZEI 2 EI
| Fa B Lis e ~6m ( Qm) 9m?’
ML, = 0.
EI,.?. -
if I I p
— 3 _
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Laboratorium nr 7

Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego
a)

R Wartosci wzajemnych przesuniec

koficow pretow wynosza:

5
412 = 11"2"| = 5,

7y
413 =11"3"| = -3
Katy obrotow cieciw wynosza (1! ;= i%}:
Az % 1
iz = L, 5m 3m =0 (3);
A1a _%
Y= ST Tom —0,(2) —

Zmiana dlugosci wiezi sprezystej: AL ,=—cosa-|1"1] =— G) . G) = —g, (skrocenie)




Laboratorium nr 7
Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

Momenty wezlowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia o;

. I35 ; ET 1 2 EI
Mo = Mo = = e ¥ = T O g T T
El, 2E1 2\ 2EI
3 =— C13* igz_—'3'(——):——2,
Lis 6 9m 9m
ML, =0

Rys. 11. Wykres momentéw M' w EI/m?

‘% Politechnika Wroctawska




Laboratorium nr 7

Postac ogdlna uktadu rownan metody przemieszczen

O

N s 2E| JrAN ke o+ k-6, +k_=0
] -
- A 5 ko +k; -6, ++k, =0
uj©)
— f - i @
i 4m AL 3m AL 3m Y ku’ - ZMU + ki - Zau EJy /Ly + ‘k:' 2
J J
-ku:- ky, ., ky, - Kk | -'?5'1- -km-
g Mg — A _ _ . - A
: .. ) : . ky=2M; =-2c,-EJ,[L, -]
d d
n,l? o nn, ? md* o i ) ﬁﬂ'"‘-‘ ]

k -k k ek 1) k '
1= IHP ¥ s i ! 1] _ aF &
S L : : k=) M =M,

] : J
_k"ﬂ_ 1 o knﬂ-m;ﬂ k!r‘.,-.f > k”a‘”.i ? ] _5"’.-1' N _k"a-'” N k‘-ﬂ == k‘-ﬂ - Z M;J
I

KMJKN:IT (I]' K k:' = M;J"T
=[ ! j‘[ }+{ W}zl(-f-r-l( =1 . ’ Zf: J
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Laboratorium nr 7 5

Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rownan

J

El El El
08—+1,0—=1,8—,
m m m

ki = EM{]' = Mj, + M{3 =

J

M w El/m

El El El
_O’4W + 0, (Z)W == —0,1(7)W,

k1o =2ij—M=M102 + M{5 =
J

3kN -m—135kN-m = -10,5kN - m,
M!'w El/m?

MO w kN m
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Laboratorium nr 7 5

Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rownan

ki == ) (M3 + M)
3]

M w El/m

e == ) (Ml + MEYW + ) ked - 6L 6]
ij

tj
M'w El/m?
ys
Katy obrotow cieciw wynosza (! i = f}:
1
A 2 1
1 12 3 i
=0,(3)—
1271, 5 3m ( )m
Ay —3 2 1
; <13 3 _
=——=—=—-——=-0,(2)—
13 L. 6m 9m ( )m

ALy, = —cosa- |1"1] = —G)G) = —g,
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Laboratorium nr 7

Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rownan

ki = = ) (v + MR
]

= —(M112 + M211)1/J{2 - (M113 + M%l)l/){A

El EI\ 1 El 2 El
=—(04—+08—)——(1—+0|(-——) =-0,1(7)—,
m m /| 3m m 9m m2

M1 w El/m
kig = = ) (Ml + Ml + > kg - 81 -5
i i
= —(Miy + M3 )1, — (Mi3 + M3 )13 + ks - ALy, - ALy, /
_ 04E1 04E1 1 2EI+O 2 +1OEI
B “"m2 ' m?2/3m \9m? 9m ™3 /
2 M!'w El/m?

* = 18,0938 3
3/ m3’

N\
i
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Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rownan
o == ) (MG + MYl = ) Po- ) |
ij

t

L. 4%
Katy obrotow cieciw wynosza (! i = ﬁ}:
Ji

_412_2_1_031
1#12_1,12_5?71_3?11_ ( )m’

Af T 2 1 W
; <13 3 _

= = = — =—-0,(2)—
13 L. 6m 9m ()m

Przesuniecia w miejscach sit rownowaznych:

4
61=0, 61=1, 8 =73 6;=0. M2 w kN m
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£ PEFR2
Obliczenie wspoétczynnikow uktadu rownan i O

o = = ), (MG + M)Wl = ) Po ) E

ij
= —(M{, + M3 1, — (M{3 + M3 )iz — Py - 6 — Py~ ¢
1
= —(—=3kN -m + 3kN - m)% — (—=13,5kN -m +0) e @\E
2 4 oL I
| ——)—6kN-0—6kN-1—6kN-|(=|—6kN-0 T i
9m 3
= —17kN.

t

L. 4%
Katy obrotow cieciw wynosza (! i = ﬁ}:
Ji

MO w kN m

‘% Politechnika Wroctawska




Laboratorium nr 7

Szczegotowa postac uktadu rownan metody przemieszczen

El El
18— 1 —0,1(7) —+ & — 10,5kN -m = 0

EI El
—0,1(?)E @+ 1810938% . 51 —17kN =0
m? kN - m?

@, = 5932 Bl 6; = 0,9979 Bl
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Obliczenie momentow brzegowych i sit w wieziach sprezystych

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac z zasady superpozycji na podstawie wzoru:

1 |
1 I
My % - My i - M M,
Pret Punkt EI kN - m EI kN -m — / = !
m EI m* El i i
A A 0.8 0.3 3.0 1,9430
1 1.6 0,3 3,0 13,2846
1c 1 0,2 0 -15,0 -13,6646
C -0,2 6.6770 0 _1.3287 -5,0 -6,3354
. 1 0,5 20,031 3.0 0,3800
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0 ?
2B B 0 0 0 0 Vi
Sita wiezi sprezyste;: ¢85
. 40 EI kN - m3
Ss = 5y" 8 = — 0,997 — —13,305kN

V, = —Ss = 13,305kN

=
s
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Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzgdzenie wykresow

Sity tngce okreslamy korzystajac ze statycznych rownan rownowagi elementow (prgtow) przy
wyznaczonych juz momentach brzegowych z uwzglednieniem obcigzenia zewngtrznego na
elementach. Sily osiowe wyznaczamy ze statycznych rownan rownowagi wycigtych weziow z
uwzglednieniem juz wyznaczonych brzegowych sit tnacych oraz obcigzen dziatajacych w
weztach. W tym celu uklad dzielimy na prety i wezly, obcigzajac wydzielone elementy
obcigzeniem danym i na brzegach sitami brzegowymi.

Vi3 VlS?
X Vi, P is 1 @L)
| W —
Y N;g NG
' » A y
\‘/'N[;: | 6m !

12

Rys. 12. Podziat na prety, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowa3gi
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Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzgdzenie wykresow

Pret 1-3

ZMl:0:M13_V31'6m+F'3m:_7,346kN'm+V31'6m+12kN'3m:0

Y= 0 Vig = Vay = F = Vi3 + 4,776kN — 12kN = 0 = V33 = 7,224kN V154 |
4 >
Mis D Vs&
vy
1 on x
Pret 1-2
ZMI =0=>M12+M21+V21'5m—Q'3m'1,5m=
kN .
= 7,346kN m — 1,026kN m + V,, - 5m — 4— - 3m - 1,5m = 0 2 N,
m \‘ ij

= V,, = 2,336kN,
ZMZ :0:>M12+M21+V12'5m+Q'3?TL'1,5m=

kN
= 7,346kN m — 1,026kN m + V5 - Sm + 4? *3m-15m=20

ZXZ 0=>N,, —N,; +gq-3m-cosa = N,; = N, + 9,6kN

N
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Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzgdzenie wykresow

Ve
“\ Mis
Nj‘;/ ?

Wezel 1

sina
X=0=>-V,,-sihna —N,-cosa =0=>N,, =V, -
z 12 12 12 127 oy

3
= 4'864kNZ = 3,650kN
ZY: 0:>V13—V12'COSQ’+N12'SinCZ—V1 —

4 3
= 07,224kN + 4,864kN - c + 3,650kN - 5 13,305kN =0

Z trzeciego réwnania dla preta 1-2 N,y = Ny, + 9,6kN = 3,650kN + 9,6kN = 13,25kN

£
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Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzgdzenie wykresow

7.346

Sporzadzenie wykresé6w momentow zginajacych

Mzgin,Zl = M21 = _1,026kN m a)
Mzgin’]_z = _M12 = _7,346kNm J/J/’/
Mzgm 13 = M3 = —7,346kN m
Mg’gm =V, -3m=4,776 kN - 3m = 14,328kN m,
Mzng =M, + V- 2,5m — q- 1,5m-0,75m g
T 2 Q‘%" 5’
= —1,026kN m + 2,336kN - 2,5 m — N 2
kN / 2
— 4H' 1,5m-0,75m = 0,314kN m, g[
) b) JA L] \
) NS y : ‘ |

Rys. 13. Wykres a) momentow zginajgcych w kN m, b) sit thgcych w kN, c) sit osiowych w kN .

N
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KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

Kontrola kinematycznej dopuszczalnosci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach 1 na
kierunkach przecietych wigezi. W tym celu dobierany jest uklad podstawowy metody sit.
Wartosci obliczonych przemieszczen muszg by¢ takie, jakie wynikajg ze sposobu podparcia
uktadu. Poniewaz dany uklad jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny dobrano uklad
podstawowy przecinajac trzy wiezi podporowe. Przemieszczenia obliczane s3 za pomoca
wzoru

3m

‘ 4m ‘ 3m ‘ 3m y

Rys. 14. Ukfad podstawowy metody sit bez obcigzenia danego .
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Laboratorium nr 7

KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

Przemieszczenie w miejscu 1 kierunku sity jednostkowej X1 =1

b)

a)

3m

L 4m L 3m L 3m 4.0

A A A

Rys. 15. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg X,=1,

b) wykres momentéw zginajgcych M?!

Sita w wigzi sprezystej: S§ = —1

~6-1EI

—1) - (—13,305)kN kN m3
+( ) ) = 0,0038 ——]
El El
1053

[4-(—1,026)kN -m+4-2-0,314kN -m + 0 - (—7,346)kN - m]
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Laboratorium nr 7

KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

« Przemieszczenie w miejscu 1 kierunku sity jednostkowej X2 = 1

a) b)

6.0

3m

4m 3m 3m 10.0

Rys. 16. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg X,=1,
b) wykres momentéw zginajgcych M?

sita w wiezi sprezystej: $F = 0

MZ MF SZ 'SF
AZF :J. Fd Gk dx_l_z n n
mn
n

k

= 7710 (~L,026)kN -m + 4 -8-0314kN -m + 6 - (~7,346)kN - m]

+ [6-(—=7,346)kN -m + 4 - 4,5 - 3,494kN - m + 3 - 14,327kN - m]

m
6-2E]
3m

+ oo 3 14327kN -m +4-1,5-7,164kN -m + 0 - 0]
0-(—=13,305)kN .
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