Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 6

ZASTOSOWANIE METODY SIE. DO ROZWIAZYWNIA PLASKICH UKEADOW
PRETOWYCH STATYCZNIE NIEWYZNACZALNYCH (SN)

Przyktad 1.

Nalezy wyznaczy¢ wykresy sit przekrojowych M, T, N w ramie statycznie niewyznaczalnej (SN)
i geometrycznie niezmiennej (GN) o schemacie statycznym przedstawionym na rysunku 1.
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1. Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci uktadu (ny,)

(okreslenie liczby niewiadomych sit w zadaniu metody sit)
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np=e—3t=5-3%1=2

e=1
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2.

3.

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyjecie uktadu podstawowego metody sit

(ustalenie, ktdre sity bedg uznane za niewiadome w zadaniu metody sit)

Schemat podstawowy metody sit tworzy sie poprzez przeciecie w uktadzie SN tgcznie ny, wiezi (zewnetrznych
lub wewnetrznych) i wstawienie w miejscu i na kierunku przecietych wiezi n, niewiadomych sit, zwanych
sitami hiperstatycznymi, ktére oznaczane sg symbolem X; (X1, X5 ..... Xp, ) . Warunkiem wyboru wiezi, ktére
nalezy przecigc jest zachowanie geometrycznej niezmiennosci uktadu jaki powstanie po przecieciu danych
wiezi, stad przecina sie wiezi warunkowe, a nie wiezi konieczne. Uktad podstawowy metody sit musi by¢
uktadem GN.

Niewiadome w zadaniu metody sit s wybrane sity X, X,
Xl =?, X2 =?

Uktad réwnan metody sit

(wyznaczenie dodatkowych réwnarn poza réwnaniami réwnowagi sit, z ktérych wyliczy sie wartosci
niewiadomych sit X;)

Rownania z ktérych wyznacza sig wartosci sit hiperstatycznych (Xq, X5 ..... Xp, ) wynikaja z warunku ciaggtosci
konstrukcji czyli z ograniczen jakie naktada sie na przemieszczenia konstrukcji w uktadzie podstawowym w
miejscu i na kierunku przecietych wiezi warunkowych. Przemieszczenie wzgledne kazdej przecietej wiezi w
schemacie podstawowym wywotane zadanym obcigzeniem F i obcigzeniem sitami hiperstatycznymi X;
wynosi zero, poniewaz w schemacie SN (w uktadzie zadanym) w tych miejscach i na tych kierunkach
przemieszczenia sg zerowe. Uzyskuje sie w ten sposdb zgodnos¢ przemieszczen w uktadzie zadanym i
ukfadzie podstawowym.

Ogdlna posta¢ uktadu réwnan metody sit (liczba réwnan wynosi ny):

Przemieszczenie w miejscu i na kierunku i-tej sity hiperstatycznej od wszystkich sit hiperstatycznych i od
obcigzenia danego réwna sie zero.

611X1 + 612X2 + Zl F— 0
821X1 + 822X2 + EZ F— 0
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

4. Wspotczynniki uktadu rownan metody sit

Do wyliczenia wspétczynnikdw uktadu rownan metody sit, ktore okreslajg wartosci przemieszczen w
schemacie podstawowym w miejscu i na kierunku ,,i”-tych sit hiperstatycznych od poszczegdlnych
obcigzen, wykorzystuje sie zasade prac przygotowanych.

%

Zasada prac przygotowanych przy obcigzeniu ,i” jako stanie wirtualnego obcigzenia (i = 1kN lub
i = 1kNm ) oraz obciazeniu ,j” jako stanie rzeczywistych obcigzen i przemieszczen przyjmuje
0goblng postac:

—i M —ikT/ ~i S,

Oy ZfM—dx+ZfT—dx+ZfN—dx+ S k
i SF

lF—ZfM —dx +Zf dx+ZfN—dx+ S k

W przypadku gdy EA—GA—oo cztony w réwnaniu prac okreslajqce prace W|rtualnych sittngcych i sit
osiowych na rzeczistych odksztatcenia podtuznych i postaciowych znikajg poniewaz

i o e gy =
Zp(ElAanoofN EA dx)p =0, Zp(GBanfT K dp =0

Do wyliczenia catek w ZPP wykorzystuje sie odpowiednie wzory numerycznego catkowania (wzoér
Wereszczagina, wzér Simpsona) przedstawione na wyktadzie 4.

Aby madc wyliczy¢ wspdtczynnik uktady réwnan metody sit nalezy rozwigza¢ uktad podstawowy od:
- obcigzenia jednostkowego stajgcego w miejscu i na kierunku szukanego przemieszenia
- obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

8;; —przemieszczenie w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku ,i”-tej sity hiperstatycznej
wywotane obcigzeniem jednostkowym stojgcym w miejscu i na kierunku ,,j”-tej sity hiperstatycznej.

A;r —przemieszczenie w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku ,i”-tej sity hiperstatycznej
wywotane obcigzeniem zadanym (F)

(Wszystkie wspdfczynniki uktadu rownan metody sit sq odpowiednimi przemieszczeniami w uktadzie
SW, a na wykfadzie 4 zostato omdwione jak wylicza sie przemieszczenia od dowolnego obcigzenia w
uktadzie SW, wiec umiejetnos¢ wyznaczania tych wspofczynnikow juz posiadamy.)
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

611 :7

N X =1kN

S—-g

B

1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
stanowigcego przyczyne przemieszczenia (X1=1kN)

P

=1kN X =1kN

B

4 kKNm ? 0 kN

S¥1=1 = 0kN, S§y1=1 = —4kNm

1kN - 611 = dx)

v X1=1
e
p

SXl 1 SXI 1
D

2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku
szukanego przemieszczenia (X1=1kN)

P

=1kN X =1kN

B

4 KNm ? 0 kN

S¥1=1 = 0kN, S¥1=1 = —4kNm

3) Woyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych
VeN - 8y = — - 2 5m - 4kNm - 2 - 4kNm 4 — 0 Z#kNm - (Z4kNm)
1=y pom My T LR m3 5El/m
k 2..,3
= 29.866 /:1kN
kNm?3
EI
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

622 =7
SXZ 1 SXZ 1
1kN - 8, = f gre=1M dx) +z
1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia 2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia

stanowigcego przyczyne przemieszczenia (X2=1kN) jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego
- przemieszczenia (X2=1kN)

5kNm M X

S¥?=1 = —1kN, $;*=! = —2kNm §§?=1 = —1kN, $;*=' = —2kNm

3)  Wyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych

1 1

1 5m (—1kN) - (—1kN)
—[2kNm - 2kNm + 4 - 3,5kNm - 3,5kNm + 5kNm - 5kNm] + TEL/m?

TE 6
—2kNm - (—2kNm)
5El/m3 B

= 86.8833/: 1kN

kNm3
8,, = 86.8833
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

612 :7
MX2=
1kN - 8,5 = Z (fMX1=1—dx)
D
SXl 1 SXZ 1
D
1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia 2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
stanowigcego przyczyne przemieszczenia (X2=1kN) jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku
- szukanego przemieszczenia (X1=1kN) :

L : :;7 X1=1|
SkNm (M X! M

R ﬁ%

4 kKNm ? 0 kN

§¥?=1 = —1kN, SF*=! = —2kNm S{771 = 0kN, §3771 = —4kNm

3) Wyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych

(—1kNm) - OkNm

m
LKN - 81 = g7+ == [2kNm - 4kNm + 4 -3,5kNim - 2kNm + SkNm - OkNm] + *— =05
—2kNm - (—4kNm) _ 3 6kN2m3 kN
SEl/m o /
5. — 31 6kNm3
12 — ' El
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

X=IKN X =1kN

——

X1=1

_ M
X2=1
Z (fM El dx)
+Z SXZ 1 SXl 1

1kN " 621 =

1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia 2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
stanowigcego przyczyne przemieszczenia (X1=1kN) jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku
O szukanego przemieszczenia (X2=1kN)
M Xi=1) ;- .
y;m\' X, =1kN / SkNm M )
Vs
- $
1 kN AN
4 KNm ? 0 kN
S{1=1 = 0kN, SF11 = —4kNm SX2=1 = _1kN, §X2=1 = _2kNm
3) Woyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych
VN - 8,1 = — - 2™ [2kNm - 4kNm + 4 - 3,5kNm - 2kNm + 5kNm - 0kNm] + —om) - OkNm
: =—— m: m *3,5kNm - m m: m
ZL7El 6 4 El/m3
—2kNm - (—4kNm) k ’m 1N
5El/m B /
821 =31 6kNm3 P
21 — El — 012
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

? =? AlF:?

_ _ MF
1kN-A1F=Z (fMXl:lﬁdx)
p p

T Z Spi=t-Sh
m km

1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia 2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
stanowigcego przyczyne przemieszczenia (F) jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku
_ szukanego przemieszczenia (X1=1kN) )
(MF ) 15kNm YRS
LN §;::=1k\ X, =1kN :
v © t
5% -
s > é
(W /9 < >
Y, <
& 11,5 kNm
/ @ S
. <
4 < 9
Y/ = 1 kN [\
4’,
8 kN
4kNm 0 kN
16 kNm

-16kNm f5kN

_ _ S§{1=1 = 0kN, S¥'=!'= —4kNm
SF = 0kN, SF =16kNm

3) Wyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych

_ 1 5m
1kN - A p= ST [-16kNm - 4kNm + 4 - (—=11,5kNm) - 2kNm + (—15kNm) - OkNm]
N 0kN - OkN N 16kNm - (—4kNm) 149 8k1v2m3
4El/m3 5El/m B = EI

/:1kN

kNm3

Ayp=—142.8
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

EZF:?
| 5kN
§:P Y 2 kN/m
.Az F=K)A (:
<<
= _ _ MF
< 1kN - Byp= Z ( f MX2=1—dx)
q;, SXZ 1 SF
< +
1) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia 2) Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia
stanowigcego przyczyne przemieszczenia (F) jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku
[ F 15 kKNm szukanego przemieszczenia (X2=1kN)
M* | .
N N7 Xo=1
§} S v S
L/-\
4>
8 kN

16 kNm

-16kNm #51<N

SF =0kN, S¥ =16kNm _
§¥?=1 = —1kN, S$¥?=' = —2kNm

3) Wyznaczenie przemieszczenia z zasady prac przygotowanych

1
LKN + Byp= o=+ = [~ 16kNm - 2kNm + 4 (~11,5kNm) - 3.5kNm + (~15kNm) - 5kNm]
4L 3™ 0kNm - 2KNm + 4 (—7,5kNm) - 3.5kNm + (—15kNm) - 5kNm] + 2y (KN
2El 6 m et m m + (=15kNm) - SkNm 4El/m3
16kNm - (—2kNm) 274733 kN?m3 kN
5El/m B ' /
kNm3

Ayp=—274.733
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

5. Rozwigzanie uktadu réwnan metody sit,
(wyliczenie wartosci niewiadomych sit hiperstatycznych X;)

X; jest wspotczynnikiem przeskalowania przemieszczenia &

8;;X; okresla wartosc¢ przemieszczenia w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku ,i”-tej sity
hiperstatycznej wywotanego obcigzeniem ,j”-tq sitq hiperstatyczng

611X1 + 612X2 + 51 F— 0
521X1 + 522X2 + Ez F= 0

kNm3 kNm?3 kNm?3
29.866 X; +31.6 X, —142.8 £l =0
kNm3 kNm3 kNm?3
31.6 X; +86.8833 X, —274.733 £l =0

(X, > 2333, X, 2313}

*Uwaga: Sprawdzenie uwarunkowania uktadu réwnan

Warto sprawdzié czy doktadnosé wyliczonych przemieszczen jest wystarczajgca, by uzyskac¢ poprawne
wartosci sit hiperstatycznych.

Jesli ukfad réwnan jest zZle uwarunkowany woéwczas mate réznice we wspdtczynnikach uktadu rownan
mogg powodowac bardzo duze réznice w wartosSciach stanowigcych rozwigzanie uktadu réwnan.

{XPXE} Rozwiazanie dokladne

Xl
= XX
Rozwiazanie
przyblizone
\ > X,

Jesli uktad jest dobrze uwarunkowany wéwczas niewielkie réznice we wspodtczynnikach uktadu réwnan
powodujg niewielkie réznice w rozwigzaniu uktadu réwnan.

{Xl X,} Rozwigzanie dokladne

xl
/
= <.

Rozwigzanie
przyblizone

> 5

Mozna zatem zmieni¢ wartos¢ dwodch, trzech wspétczynnikéw w uktadzie réwnan metody sit o
kilka setnych i sprawdzic¢ czy uzyska sie rozwigzanie bliskie do poprzedniego rozwigzania, jesli to
rozwigzanie bedzie sie znacznie rézni¢ wowczas wszystkie wspdtczynniki uktadu réwnan nalezy
wylicz z wiekszg doktadnoscig np. uwzgledniajgc siedem, osiem miejsc po przecinku.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

6. Wyznaczenie wykresow sit przekrojowych w ukfadzie rzeczywistym SN.

| Sposdb

Po wyznaczeniu niewiadomych wartosci X; pozostate reakcje i sity wewnetrzne wylicza sie za
pomocg rownan réwnowagi sit, czyli rzeczywista konstrukcja na tym etapie jest SW.

X, X 7 SEN q=2 kN/m
§ b5 ) T
| x, <
“f\x, D X, = 2.333 - 1kN
k=4 El/m’ & el &
SR X, = 2.313 - 1kN
1 EL < 2 = 2.
<1
k=5 El/m s
— = A

Reakcje podporowe:

ZMB:O

2N
Mg +X,2m+ X -4m——-4m-2m =0,
m

2?20

Mpg = —2.039 kN

YX=0
2kN

Sity przekrojowe:

Wykres momentdéw zginajgcych od obcigzenia (F)
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

[2o1305| [ 231335 ] ‘ "_V / 2333669 2333669 : N
2E 2E1 3 . Iz | ok Pﬁ
7

Wykres sit tnacych od obcigzenia (F) Wykres sit osiowych od obcigzenia (F) (rozcigganie znak ,,-,)

Wartosci sit w wieziach sprezystych:  SF = 2.313kN,  S¥ = —5.549kNm

Il Sposéb

Wartosci reakcji oraz sit przekrojowych w punktach charakterystycznych (a) uzyskaé mozna metoda
superpozycji poszczegdlnych rozwigzan.

Momenty zginajace : ME = M7 s Xy + M7« X, + ME
Sity osiowe: NE=N"1s X + NP7 s X, + NE
Sity tnace: TE =T X, + T e X, + TF
Reakgcje: RE=RX= s x, + RX*"'« X, + RE
Wartosci nadliczbowych reakcji podporowych:
y SKN q=2 kN/m

P m— 2
H, b 2FEI

? k1:4 El/m’® HA = X]_ = 2.333 - 1kN

4m
<

V,=X,=2313 - 1kN

ANAANNARA]
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Z superpozycji rozwigzan wyznaczone zostang warto$ci momentéw zginajgcych w rzednych
charakterystycznych

Momenty zginajace : ME = Xt x, + MXT o x, + ME
MY = OkNm = 2.333 + 0kNm = 2.313 + 0kNm = 0kNm
ME = 4kNm = 2.333 + 2kNm * 2.313 — 16kNm = —2.039kNm
MF = 0kNm = 2.333 4+ 5kNm * 2.313 — 15kNm = —3.433kNm
M5 = OkNm = 2.333 + 2kNm * 2.313 + 0kNm = 4.626kNm
ME = 2kNm = 2.333 + 3.5kNm * 2.313 + 11.5kNm = 1.264kN
*punkt G znajduje sie w potowie rozpietosci preta B-C.

Momenty zginajgce:

- kNm

Wykres momentdéw zginajacych od obcigzenia (F)

*Aby wyznaczy¢ sity osiowe NZ i sity tngce TS korzystajac z superpozycji poszczegélnych
rozwigzan nalezatoby miec rozwigzania sit tngcych i sit osiowych od stanéw jednostkowych
X, = 1kN i X, = 1kN oraz od obcigzenia czynnego F, czyli nalezatoby sporzadzi¢ uprzednio
wykresy NX1=1 NX2=1 NF TX1=1 TXo=1 TF

Kontrola poprawnosci uzyskanych rozwigzanh ( MF,VF,NF)

7.1 Kontrola statycznej dopuszczalnosci uzyskanych rozwigzan

*  Aby sprawdzi¢ czy rozwigzanie jest statycznie dopuszczalne m.in. nalezy :

— sprawdzi¢ réwnowage sit we wszystkich weztach

— sprawdzi¢ réwnowage sit w pretach

— sprawdgzi¢ czy uktad sit czynnych (obcigzenie) i uktad sit biernych (reakcje) tworzg zréwnowazony
uktad sit
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Ponizej sprawdzono jedynie rownowage sit w wezle C

3433kNm ch =7=0
S ) 3.433kNm — 3,433kNm = o,

2333 kN ; ZZ =7=0
22 686 kN 3433kNm  —0.748kN x 0.8 — 3.479kN * 0.6 + 2.686kN = 0,

A

ZX —7=0
/ 0.748 kKN 0.748kN * 0.6 — 3.479kN * 0.8 + 2.333kN = 0,

N 3.479kN

Whiosek z przeprowadzonej kontroli statycznej dopuszczalnosci:

Otrzymane rozwigzania sit wewnetrznych w ramie SN od obcigzenia czynnego jest statycznie dopuszczalne.

7.2 Kontrola kinematycznej dopuszczalnoéci uzyskanych rozwigzann ( MF,VF, NF)

*  Sprawdzenie czy wyliczone przemieszczenia w uktadzie zadanym bedg zgodne z warunkami
podparcia i ciggtosci konstrukcji.

*Uwaga: kontrola kinematycznej dopuszczalnosci uzyskanego rozwigzania w przyktadzie 1
zostanie przeprowadzona na wyktadzie nr 7 po omowieniu tematu wyznaczania
przemieszczen w uktadach statycznie niewyznaczalnych SN.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 2.

Nalezy wyznaczy¢ wykresy sit osiowych w kratownicy statycznie niewyznaczalnej (SN) i geometrycznie
niezmiennej (GN) o schemacie statycznym przedstawionym na rysunku przedstawionym ponizej.
*3rédto: wyktad prof. Pawta Sniadego

Podang na rysunku kratownice rozwigzac metoda sil.
P=10 kN F
Okreslenie stopnia statycznej

niewyznaczalnosci np, :

r=4 p=10 w=6

ng=r+p-2w=4+10-12=2

Dobranie uktadu podstawowego

Przecinamy dwa prety DE oraz BF
(przecinamy ale nie wyrzucamy).

Przyjmuje sie ze mimo przeciecia prety
nadal pozostajg proste.

Sity osiowe
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

(W)
\‘-—P -10
-14.14
10
0
Obliczenie wspotczynnikow rownan kanonicznych metody sit
N,’L, 48.275 N N, L, -24.138 N, L, 30.604
15= ik &k _ 6=6= W Vakk [5=v>— 2% Tk _
11 ; EA,;‘ EA 12 21 ; E/—’Ik EA 22 -~ EA;‘ EA
_ NN, -170.70 - < NNl 14570
Mp  SIXTE, T EA Bop 2T Ea T A
Uktad rownan kanonicznych metody sit i jego rozwigzanie :
48.275X, —-24.138X, -170.70=0 X, = 1.908kN

-24.138X, +30.604X, +145.70=0

X, = —-3.256kN

Wyznaczenie wykresu rzeczywistych sit osiowych oraz kontrola cigglosci konstrukcji. Sity w ukladzie
niewyznaczalnym okreslono dla kazdego preta korzystajac z zasady superpozycji :

N, =N X, + N.X, + N,

7.698
56
5 8.976
A0 A
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