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ROZWIAZANIE UKLADU METODA PRZEMIESZCZEN

1. Dane i szukane

Dla ramy geometrycznie niewyznaczalnej o schemacie i obcigzeniu jak na rysunku nalezy:

e Stosujac metode przemieszczen rozwigza¢ rame od podanego obcigzenia mechanicznego
(obliczy¢ sity przekrojowe i1 sporzadzi¢ ich wykresy).

e Zbudowac¢ szczegdtowa posta¢ uktadu réwnan metody przemieszczen dla danego obcigzenia
niemechanicznego.

Rozwigzanie powinno zawiera¢ wykresy momentow zginajacych w uktadzie podstawowym
od kazdego rodzaju obcigzenia.
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Dane do obliczen: P = 20 kN, M =10 kN'm, q = 6 kN/m, ke =2 EI/m, ks = 0.5EI/m3, Ar1=2cm,
T1=25°C, o =0.000012/°C, E =210 GPa, h=0.24 m.

Szukane: M7, M yF , VF, szczegotowe postacie uktadéw rownan metody przemieszczen

od kazdego typu obcigzenia oddzielnie.
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2. Obliczenie stopnia geometrycznej (kinematycznej)
niewyznaczalnosci ukfadu
Ng =Ny + ngs

2.1 Podziat ukfadu na elementy o znanych wzorach
transformacyjnych i obliczenie liczby niezaleznych obrotéw n,
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2.2 Zbudowanie modelu przegubowego uktadu i obliczenie liczby
niezaleznych przesunieé¢ ns

- odrzucamy wigzi sprezyste, wszystkie wezly zamieniamy na przegubowe, korygujemy model
dodajac wigz prostopadta do konca elementu typu wspornik i/lub typu sztywno — sztywno-suwnego
(przesuw prostopadty do osi preta)

Obliczamy ze wzoru (warunek konieczny)
Ng=2wW—p-—r

Doktadamy ng wigzi translacyjnych i przeprowadzamy analiz¢ kinematyczng modelu. Jesli taki
model przegubowy jest geometrycznie niezmienny to obliczona liczba ngs jest wystarczajaca
(warunek dostateczny).

Model przegubowy Model przegubowy po dolozZeniu 1 wiezi translacyjnej
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Analiza kinematyczna: w2 — 2 wiezi, w5
— 2 wigzi, wl —polaczony pretami z w2 i
w= 10:* p=9 r=10 @ w5, wige nieruchomy, w9 — 2 wiezi, w3 -
ns >= 2*W -p-r= i r=2 potaczony pretami z wl i w9, wigc jest

=2*10-9-10=1 « L nieruchomy, wé — 2 wiezi, w4 - potgczony

orekta, wynikajaca . . .C. .
2 przyjccia clementu s-sp pretami z wl i W6, wige jest nieruchomy,
=>model GN=>ns=1
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3. Przyjecie ukladu podstawowego metody przemieszczen

Uklad podstawowy — uklad zadany, w ktorym dodano ne wigzi rotacyjnych 1ins wiezi
translacyjnych. W uktadzie tym oznaczymy wezly — poczatkowe numery dajemy w weztach
Z dodanymi wigziami rotacyjnymi.

W naszym zadaniu ng=1+1=2

2P

Lis=5.385m

4. Ogolna postac¢ uktadu rownan metody przemieszczen

Od obcigzenia mechanicznego: k119, + k16, +kip=0
ki1 + kb + kip =0
Od przemieszczenia podpory: ki1p, + k6, +kia=0
ki1 + kb +kiy =0
Od zmian temperatury: kll(Pl +ky6+kir=0

kirpy + kydy + kip =0
5. Rozwigzanie uktadu podstawowego metody przemieszczen

5.1 Rozwigzanie ukfadu podstawowego od obcigzenia mechanicznego
(=0, 4=0)

P5 = P=20 kN

P = M=10 kNm
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Obliczenie momentow brzegowych
(wykorzystamy wzory transformacyjne dla przyjetych elementow, znakujemy je zgodne ze statyczng
umowg znakowania, tzn. momenty prawoskretne sg dodatnie)

M

MY =—-P-1m=-20kN-m

—qg-12 X
_( q 15,z)=(6 )kN

MO = 3 3 m=8kN -m
—q- I3 6 - 22
Mé’f=—( q615‘2)=( - ) N -m = 4 kN -m

Uwaga: momenty M{¥ i M2F obliczono podstawiajgc do wzoru warto$é obcigzenia q i prostopadta
do niego dlugo$¢ elementu (rzut dtugosci preta Lis), mozna obliczy¢ prostopadta do preta 1-5 wartosé
obcigzenia i wowczas podstawi¢ do wzoru dlugos$¢ Lis.

Sily rownowazne (rownowazniki obcigzenia — 0znaczone kolorem zielonym)
2m

Na podstawie obliczonych momentéw brzegowych sporzadzimy wykres momentoéw zginajacych
w uktadzie podstawowym od obcigzenia danego (momenty odkltadamy po stronie widkien
rozcigganych, znaki przyjmujemy zgodnie z wytrzymatosciowa umowa znakowania, w tym
przyktadzie znak plus, jesli rozciggane sa wyrdznione widkna).

5.2 Rozwigzanie ukfadu podstawowego od zmiany temperatury
(¢=0,8=0)
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Obliczenie momentow brzegowych

Wykorzystamy nastepujace wzory transformacyjne (prof. S. Zukowski)

Mz‘/ = _ElaT(Azd —Alg)/h At < M, = EIaT(Atd —Atg )/h
Vi =0 Aty Vi=0
M, =-15Ela,(At, —At, )/ h

Vi =1.5Elar(At, - At, )/(Lh
V; =1L5Elay(At, — At )/(Lh) At ji ar (At = At )/(Lh)

M =[-1.5-0.000012/ °C - (=25 °C — 25 °C) - EI1/0.24m = 0.00375 EI/m
M?T = —[0.000012/ °C - (25 °C — (=25 °C)) - 2EI]/0.24m = —0.0050 EI/m
MJT =10.000012/ °C - (25 °C — (=25 °C)) - 2EI]/0.24m = 0.0050 EI/m

Na podstawie obliczonych momentéw brzegowych sporzadzimy wykres momentoéw zginajacych
w uktadzie podstawowym od zmian temperatury

- 0.005 El/m
0.005 El/m

5.3 Rozwigzanie uktadu podstawowego od osiadania podpory
(¢=0,6=0)

Do obliczenia momentow brzegowych wykorzystamy plan przemieszczen mozliwych
I obroconych (w bardziej ztozonych przypadkach moze by¢ przydatny biegunowy plan
przemieszczen obroconych) sporzadzony w modelu przegubowym od zadanego przemieszczenia

podpory
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A Ar1 0.02m
) = ——— = —0.00667

2=, 3m

El 0.00667EI
MY = —+[-3:(-0.00667)] = ——

12 3m

Wykres momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od przemieszczenia podpory

6. Sporzadzenie planu przemieszczen mozliwych, planu
przemieszczen obréconych, biegunowego planu
przemieszczen obréconych i katéw obrotu cieciw od &=
(p1= 0, obcigzenia = 0)

Plany przemieszczen BPPO
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Katy obrotu cigciw: ! i = %
I
lpllz — % — % — 0,8:133’
I
¢{4=%= _52_0,4:167
Wartosci sit rownowaznych i wartosci przemieszczen pod nimi:
P, = 6 kN, &b, = —1,
P, = 6 kN, 8py = —1,
P; = 40 kN, by = —1,
P, = 20 kN, sk, =—1,
Ps = 40 kN, 8hs = 2.5,
P, = 10 kNm, §he = pl, =253

7. Obliczenie wspétczynnikéw uktadu rownan metody
przemieszczen

7.1 Obliczenie elementow macierzy sztywnosci

Wykorzystamy wzory opracowane przez prof. St. Zukowskiego

kii ZZMin +ki(p =Zaij 'EJij/Lij +ki<p 1
i i

kiﬁ’ =ZMijﬁ =_Zcij 'EJij/Lij "//ijﬂ’
j j

Ky :_iz,-;(Mif M)y :iz,-:viij NG =20 By /Ly v

ij

kg ==X (M +M D)y + 3k AL ALY =
] S

i

:ZViﬂ'Aﬁ +2kS - AL ALY =2.d; 'E‘Jij/l—ij "//i?'l//ijﬂ"'_zkf'ALZ’ALf
ij s ij S

k —EI 3+0+2E1 4 + Ef 1+2E1—4519E1
17 3m 6m 5.385m m m
El 0.833 2E1 —0.4167 El
kay =—-(—3)-(—)+O+—-(—6)-—+0 =0— =kj,
3m m 6m m m2

El 0.833\2 2EI 0.4167\2 0.5EI

1 1—1889E1
3m o m3
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7.2 Obliczenie wyrazéw wolnych

Wykorzystamy nastepujace wzory

ki0: ZMi?_Miou
i
Ko =—2(M{ +M7) -y +> kS ALY -ALS -2.P,-oy
ij S p

Obciazenie mechaniczne
Przemieszczenie na kierunku wiezi sprezystej 8F = 0
kig =5kNm —20kNm + 0+ 8 kNm = —7 kNm,
0.8333

ki = = {(5 i - (S 4 (=20 kNm - 0) + 0 + (8 kNm + 4 kNm) - 0] +

[6 kN -(—=1)]+[6kN-(=1)] +[40 kN - (—1)] + [20kN - (—1)] + 20 kN - 2.5 +
—{ +(10 kNm-O'8333 }=9.5 kN
m
Obcigzenie zmiang temperatury

Przemieszczenie na kierunku wiezi sprezystej przy zerowych zmianach temperatury w osi elementéw wynosi
897 = 0. Przy obcigzeniu zmiang temperatury w ukladzie podstawowym nie wystepuja sity
rOwnowazne

kyr = 0.003752 — 0.0052 = —0.00125 %,
m m m

El (0.8333 El El 0.4167 El
kir = —{0.00375—- ( ) + (— 0.005— + 0.005 —> : (— >} = —0.003125—
m m m m m m

Obcigzenie przemieszczeniem podpory

Przemieszczenie na kierunku wigzi sprezystej przy zadanym przemieszczeniu podpory wynosi 58“ =0.
Przy obcigzeniu przemieszczeniem podpory w uktadzie podstawowym nie wystepujg sily
roOwnowazne

EI EI
kiar = 0.00667 = = 0.00667 —,

EI /0.8333
Kipr = — {0.00667—- (

El
) +} = — 0.005556 —
m m

m

8. Szczegobtowe postacie ukladu réownan metody
przemieszczen i ich rozwigzanie

Obcigzenie mechaniczne

El . El _,
4519;([214'0?61 —7kNm=0

El EI _,
OW.¢1+1.889W.61 +95kN =0
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kNm? SF = 5029kNm3
91 El =7 El

Obciazenie zmiang temperatury

EI EI El
4519 — ¢ +0— 5] ~0.00125— =0

El El El
0—- ¢} +1889—- 5] —0.003125— =0

o] = 0,00277, 5T =0,001654 m

Obcigzenie przemieszczeniem podpory
El El El
4.519—-<p O— 6 + 0.00667— =0

m m

El El

O— T+ 1. 889— 6 — 0.005556—2kN =0
m2 m
%" = —0,00148, 577 =0,002943 m

9. Obliczenie sit przekrojowych - obcigzenie mechaniczne

Ze wzordw transformacyjnych obliczymy najpierw momenty brzegowe a na ich podstawie
sporzadzimy wykresy momentdw zginajacych

i, = L[5 aNm® o 08333 o o oKNTY L ehm = 10739 kN
12 =3, ' El m > ) m= 20 m
i, = 2Ly 1 sagtNme o 20467 o N 26 kN
14 =g ' El m > =2 m
i = 2L sagkNmE o ZOMET o ooV s iso
= om ' El m > =3 m

m2
7 } + 8 kNm = 8.288 kNm,

MF. = ET 1 1549kN
157 5.385m '

2

m
] }+4kNm =3.712 kNm.

kN
F —1-1.549

ME = ———
> 5.385m{

Reakcje w wigziach sprezystych wynosza

My =—ky-@f =221, 549"”—’” = —3.098 kNm,

Rs = —ks-8F = —ks-8L-6f =—05-—2-1-(- 5029"”—’")_25145k1v
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Wykres momentow zginajacych

-10.7397 kNm

N
AN
@_

2.126 kNm

Mg =-3.098 kKN m
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3.159 kNmE

Sity tngce mozna réwniez obliczy¢ z wzordw transformacyjnych elementéw lub z rownan réwnowagi
elementow. W prezentowanym przykladzie wykorzystamy roéwnania réwnowagi elementow do
obliczenia sit tnacych 1 rGwnania rownowagi weztéw do obliczenia sit osiowych.

Uwaga: Na szkicach zwroty momentéw dotycza dodatnich momentéw brzegowych.
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M e N N13 v Mﬁ Rs=2.515 kN Mz M.=-3008 kN m Pt
ZPIQ S@ém G:“L‘i_' N12<’) ’) :14
L,1=3m Lig=6m
V
Vs Vis 14 Vi Vi, Mg Via
Vi s
Pret 1-2

z My =0, M+Vy -3m+ My, =10kNm + Vy, - 3m + 10.739 kNm = 0,

Vo1 = Vi, = —6.906 kN,

Ny, = —2P = —40 kN

Pret 1-3

Vi3 =P =20 kN,

Ny3 = —P =—-20kN

Pret 1-4

YMy =0, Myyu+Viu-6m+ My =—-2126 kNm + V4 -6m—3.159 kNm = 0,
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V14 = 0,880 kN,
N14_ = _R5 = _2.515 kN
Pret 1-5

ZM5=O, M15+V15'5.385m+CI'2m'1m+M51
= 8.288 kNm + V;5-5.385m + 12 kNm + 3.712 kNm = 0,

Vis = —4.457 kN,

ZXL =—N;5+ N5y +q-2-cosa = —N;5+ Nsq +11.142kN =0
Wezel 1

ZZ = Vi, —Vig + Vi3 — Ni5 - sina — Vi5 - cosa

— (—4.457) -i]kzv =0

= [-6.906 — 0.88 + (—20) — 5.385

Mis =385
Nys = —63,671 kN,

N5y = Ny — 11.142 kN = —74.813 kN

Kontrola

XMy =Mg—Myp — Myz — My —Mys =07

> M; =[-3.098 —10.739 — (—20) — (—2.126) — 8,288]kN = 0.011 kN
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