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Laboratorium nr 5
METODA PRZEMIESZCZEN - RAMA PLASKA

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku. Nalezy:

Sprawdzi¢ warunek iloSciowy i jakosciowy geometrycznej niezmiennosci ukfadu.

Stosujgc metode przemieszczen rozwigzac rame od podanego obcigzenia mechanicznego
(obliczy¢ sity) przekrojowe g

i sporzadzic ich wykresy.
Zaprojektowac wstepnie
. . £

przekroje na zginanie. < <

Rozwigzac rame od zadanego

obcigzenia niemechanicznego. =

Przeprowadzi¢ stosowne =

kontrole rozwigzania \l o T
£

w obu przypadkach.. 4 L sina=0s6
g : J, cosa=0,8

Dane do obliczen: F = 8 kN; N 77777 ks

g=4kN/m; M =20 kN m;

ks = 8 El/m3 Loom 6m |

Rys. 1. Schemat statyczny
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Laboratorium nr 5

SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKtADU
| OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci

Rys. 2. Tarcze i wiezi

t=1, e=2+3+1=6, n =e—3-r=6-31=3

¢ Uklad sklada sie z jednej tarczy polaczonej z ostojg siedmioma wieziami, wsrod ktorych
mozna wyrozni¢ co najmniej 3 niezbiezne. Cala rama wraz z ostojg tworzy uklad
geometrycznie niezmienny
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Laboratorium nr 5

PODZIAt UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY
TRANSFORMACYIJNE

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETA PROSTEGO - teoria rzedu 1-go

EI{” f a Efr; ( o
flyfu' = L ) (ar; ) Wr.r + br; ’ Wn - cr; ’ W;; ]+ fjl{a.r ? ‘Ijl'f Ji = ,{_ ’ (ﬂ' i ) ';g.r.: + b,'.: ) {??r; - C,'.: ) lIrflllrr.r ]+ ‘Ijl"f ji ?
Ij i
I — E"I-'.' [_ - d ) l,r o l_' — EI‘.I' (_ - d ) I o
i Ll ) cr; " wr.r C;r ’ w.u + i w” + i ? fio Ll ) C:,- " ‘pc; c;] " 'iﬂ,, + i WU ) + ji
i i
gdzie a;;, a;;, b = byi, ¢ = a;; + by, ¢;i = a;; + by, dij = d;i = ¢;; + ¢ji sa wspolczynnikami zaleznymi od typu

preta.

Wspolczynniki te dla wybranych typow pretow o stalej sztywnosci zestawiono w tabeli ponizej

i j a; | a; |by=b;i|cy=a;+by|ci=a; +b;| dy=d;=c;+c;
— 41 4 2 6 6 12
F——= | 3| 0] o 3 0 3
— 1] -1 0 0 0
— 0] o 0 0 0 0
—= o]l o]| o 0 0 0
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Laboratorium nr 5

PODZIAt UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY

TRANSFORMACYJNE | WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY
OBROTU WEZtOW

RO
1 ] &
: I N Sz-sz 2
OY) Nde
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:I \\s\x// \\\»\\
(:’_C:’ T @ 77777

/4
T o
Rys. 3. Numeracja weztéw i typy pretow

Uwzgledniajac, ze @, =0, =0, =0,, @,; =0, =¢,, stwierdzono, ze liczba stopni
swobody obrotu wezlow », =2.

‘% Politechnika Wroctawska




Laboratorium nr 5
WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZI’.()W

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weztéw budowany jest model przegubowy. Nalezy:
e zwolnié wiezi przenoszgce momenty

e pomingé wiezi sprezyste

e nalezy odebrac stopnie swobody przesuwu pretom typu wspornik, oraz pretom o lewym koncu

utwierdzonym, a prawym utwierdzonym z przesuwem poprzecznym (nalezy dodaé wiez oznaczong linig
przerywang)

.

£
~ <
I ~El 1 ?
£
N
i m m
N N
5 .
N a sina=0,6
£ } coso=0,8
A A Pl

. 3m . 6m ’ Rys. 4. Model przegubowy
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Laboratorium nr 5
WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZI’.()W

Oszacowanie liczby stopni swobody przesuwu weztoéw
n,=2-w—p-r=2:9-8-8=2,
gdzie: w=9 - liczba weztéw modelu,

p = 8 - liczba pretéw w modelu,

r=8 -liczba wiezi podporowych modelu.

Oznacza to, ze aby uktad o weztach przegubowych
byt geometrycznie niezmienny nalezy dodaé co najmniej dwie wiezi.

) O

S T

Rys. 4. Model przegubowy
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Laboratorium nr 5
WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZI’.()W

Dopiero analiza kinematyczna potwierdza, ze model
| przegubowy po dodaniu 2 wiezi

jest geometrycznie niezmienny, tak wiec stopien

swobody przesuwu wezidw nz;=2

7R

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu wiezi translacyjnych
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Laboratorium nr 5
STOPIEN GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI UKLADU

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu wynosi:

— _ -
n,=n,+m, =2+2=4.
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Laboratorium nr 5
UKLAD PODSTAWOWY METODY PRZEMIESZCZEN

Uktad podstawowy tworzymy z uktadu danego przez dodanie n, wigzi rotacyjnych i ny wiezi
translacyjnych (w tym przyktadzie 2 wiezi rotacyjne i 2 wiezi translacyjne). Uktad podstawowy
metody przemieszczen, pokazany na rysunku jest geometrycznie wyznaczalny.

_0g:3m
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Rys. 6. Uktad podstawowy metody przemieszczen
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD OBCIAZENIA MECHANICZNEGO

Nalezy pamietad, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg rozfgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = @, = 6,= 9, =0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy @, = ¢, = y; = 0. DIa eIementow przyjetych. wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementéw momenty prawoskretne s3
dodatnie.

M ; (3 El =const |£)M ; y
v, ‘[‘-— 4-,|,v =0 T
M, =-FLE(1-E12) i} F
iy —FL =7
S i M, =—FLE /2
l'u =F 3 =E ! ’
I\/I1c y— M MZI,/
O 4 ly <O
v
;tMlA ;ths
MO = —FLE(—/2) = —8kN -dm-> (1= —>_) =—15kN -m.
- T 4 4.2
o , 3V 1
M, =-FL& [2—-8kN-4m- 1) 3° —9kN -m,
~Mat ¥ Me2 5577
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Rys. 7. Momenty brzegowe od obcigzenia zewnetrznego



Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD OBCIAZENIA MECHANICZNEGO

Nalezy pamietad, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg rozfgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = @, = 6,= 9, =0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy @, = ¢, = y; = 0. DIa eIementow przyjetych. wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementéw momenty prawoskretne s3
dodatnie.

M{,- M;Fg El =const i) N .

. *~, i
V. "'ijl L v l

_'"-f” :_qf.: J'le - q

V,y==-3qL/8
Vy=5qL/8 i %

Mic y— M Mz
O 4 » <O
II\/I 1A ::I\/I 2B
A - ea
M. = gr? 18 = SN m-Gm)Y” s,
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Rys. 7. Momenty brzegowe od obcigzenia zewnetrznego



Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD OBCIAZENIA MECHANICZNEGO

Nalezy pamietad, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg rozfgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = @, = 6,= 9, =0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy @, = ¢, = y; = 0. DIa eIementow przyjetych. wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pamietajac, ze dla przyjetych elementéw momenty prawoskretne s3

dodatnie. v, N El =const ) M,
: ij B
Vy Vij?l L V JI Vi
M, =-FLE(1-£) Jo—z—|F ) M, =FLE(1-¢)
3 N
v, =FQ+2&)1-¢&) 3 £ V,=-F&(3-2¢)
M, =-FL/8 N F M. =FL/8
/ _ F——fp—12—} ol
Vy=F/2 N £ Vi==Fi2
I\/|1cy wlljl |M21
i | 14 4
; =
iMlA . M2B
- = 0 o BKIV -4m
MS, =FL/8= = 4kN -m,
—8kN -4
M =—FL/8= T —4kN -m,
M =M3 =My =0.
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Rys. 7. Momenty brzegowe od obcigzenia zewnetrznego



Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD OBCIAZENIA MECHANICZNEGO

Rys. 8. Wykres momentéw M® w kN-m.
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW ROTACYJNYCH - PIERWSZY STAN ROTACYJNY

5.2. PIERWSZY STAN ROTACYJNY

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy @i = @;=1, i ] a; | a; |by=b;
@2 = 0= on =0 oraz uwzgledniamy brak obciazenia danego. Korzystamy wiec ze Wzorow w — 4 | a 2
postaci:
- ——= | 3] 0] o
Mrllj - — (ﬂlj Py +blj '(le)" — ! ! !
E} —_— 0] o 0
ﬂ/fjl = Ji / (ﬂjl Qi +be1 '(Plj)' ¢_¢ 0 0 0
1/
Momenty wezlowe wynosza:
5
M;, :%(ﬂp Py +byy '(PJI) = 2(4'14’2'0) ::E
- L, 7 7 7T 6m 3 m
EI, EI 1 ET
M, :—L(ﬂzl '@y +byy '(Plz) :_(4'0+2'1) %
1 6m 3m
2
M, :%(HH @ +b0y)= uEI(l'l_l'O) :lg
- L, T o 4m 2 m
2
M, = Ela (- u +by @)= ~E1(4'0_1'1) - 12
’ L, = ’ ’ 4dm 2 m
EI,. EI 3EI
M, = — (@ - @ue +hye '(PC'I) :5_(3'1+3'0) =
" m 5 m

Mg =0, Myy =My, =0.

Rys. 9. Wykres momentow M w El/m.
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW ROTACYJNYCH - DRUGI STAN ROTACYJNY

5.3. DRUGI STAN ROTACYJNY

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy @2 = @z =1,
@1 =0r=or=0 oraz uwzgledniamy brak obciazenia danego. Korzystamy wigc ze wzorow w

i J | a | ai |bi=bs
— 4 | 4 2
—— | 3] 0 0
—I 1 1 1
—_— 0] o 0
—= | o o 0

postaci:
, EIL,
f'/fa_: —|a,; - Js+baf' PO E
=J sz ( =] (p—, =] (P_)
EI,
M~ Y(a,-0,+b. -0, ).
P (a,-0,+by,-0,,)
Momenty brzegowe wynosza:
N
i‘l/fi:%(ﬁjl @, + by, - (pp):EI(él 1+2-0)::g
) . 6m 3 m
, EI 1 EI
M, = LP(”D @, +by, - (Pn)——( 1)___
12 6m
EI 2ET ET
MerB: = (“23'%3“‘523'@32): (4 1+2- 0) 2—,
- 4m i
, EI, 2ET El
M}, = LB (g gy +bgy-0y5) = 4—(4 0+2-1)=1—,

27 m m
2 agd _ ag 2 _ 1 _ a1l _
Moy =M-=M5=M3; =0, My, =M;,=0.

Se =k (pl—l()g 0=0.|

Rys. 10. Wykres momentow M? w El/m.
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY

W tym stanie do wzoréw transformacyjnych podstawiamy: @; = @ = oy=0 oraz
uwzgledniamy brak obciazenia danego, katy obrotu cigciw pretow 1y okreSlone po
wymuszeniu przemieszczenia o= 1. Korzystamy wiec ze wzoréw w postaci:

EI” f a EIU ( o
jl‘z-{l.l. = L ) ({IU ’ wr.l' + br.l' ’ w“ - cr.l' ’ w!.l' ]+ J!Jl.'f'lll' * ‘!Jl‘f' l|'|I = L ’ ({I JI ’ G?If + b_l'l' ) ﬂll?r_.' - C _|'|' ) UIU ]+ ‘!Jl-'f' _|'lf E
If Iy
a EI, W EI,
=— T = .-\
0 Ir LU Ir r J LU rl Ir
i J | A | @ | by=bici=ay byl cimai by
= — 4 | 4 2 6 6
Bl —— [ 3o o 3 0
f — | 1| 1| - 0 0
I '§ ——v= | o | o o 0 0
— | o] o 0 0 0

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu wiezi translacyjnych
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY
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Rys. 11. a) plan przemieszczen obréconych i mozliwych, b) Biegunowy plan przesunie¢ obréconych
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY

?
A=A'=A"
ﬁ ,: __(% 11

Rys. 11. a) plan przemieszczen obréconych
i mozliwych, b) Biegunowy plan przesuniec
obroéconych

[Wartosci wzajemnych przesunie¢ koficéw pretow wynosza:
I "n " 4
Al =—[2"B"|=—=

3 (,,-”" poniewaz obrot preta nastapil w lewo)

Al = +|1 "C | = +§ (,,+” poniewaz obrot preta nastapil w prawo)
AL =[1"2"=0
Al =|1"4"=0

Al

. . . I oy,

Katy obrotéw cigciw wynoszg (v, = T )
i

. -2 b)
* L, 4m  3m : -
5 1 2"#-—“1"' .
w'r :ﬁ‘lc :i i .,
o L. 5m 3m 4| w5
I — | =
W =y =0 3 w3
| N
| . Y
ol o
ABC12 v
. C
B
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY

a) h) 4
: r AL T3 1
S _22 _ —
1"2 AT Wip =5 ==
I L, 4m Im
Lot
4, 3 .3
_:. A -:- I .ﬁir_‘\- 3 1
].. |_\ | N ij'l‘lflll__' = = —_—
__________ - I \ L. 5m 3m
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\ ABCL2 o Wi =y =0
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o
I

Loy

T

Momenty wezlowe w ukladzie podstawowym od przemieszczenia Oy

EI, 2ET 1 EI
MTF.,:M:;::_ 2 Cyp Wy = '6'(__J:1 7
B Lyg 4m 3m m

A=A=A" @
< o II -
{ I El . 1 1EI
”L M =-—C. ye=—"—3_—=—"—
L. Sm 3m  Sm

: c ol EI EIl 1
Rys. 11. a) plan przemieszczen obroconych M, =——"-cc; -, 0

o —_— 'C]_. 1C___. —_—
L. Sm  3m
i mozliwych, b) Biegunowy plan przesunieC .7 _ .0 _ a7 _ 250 _
. Wy ) 9 wy ¢ ML-: _M_-zl _MII _Mn =0
obroéconych

0,

Przesuniecia w miejscach sit rownowaznych:

4 4

8 =-, &=-, &=0, &=——, B=-1 §=o0.
173 273 3 4 3 5 6

Zmiana dlugosci wiezi sprezyste;: &Li =0
. EI
20 Sila w wiezi sprezystej: St=k - ﬂﬁi =8—-0=0



Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - PIERWSZY STAN TRANSLACYJNY

Rys. 12. Wykres momentéw M' w EI/m2,
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - DRUGI STAN TRANSLACYJNY

W tym stanie do wzorow transformacyjnych podstawiamy: @; = @ = & =0, katy

obrotu cieciw pretéw 1 okreslone po wymuszeniu przemieszczenia Oy =1 oraz
uwzgledniamy brak obciazenia danego. Korzystamy wiec ze wzorow w postaci:

Ef..'” f o E;r.r ( o
fll'rfu' = L ) (arj ) wr.r + br.r ) W“ - cr; ) w;lr ]+ illi’a.r ? ‘I‘lf ji = L ’ (’ﬂI ji ';I?.r.' + b;r ) IIE‘l;";'r; - C;.: ) Ufr.r ]+ ‘I‘lf ji ?
If Iy
T EIU r‘r T EIU LT
Mu == T tf'%‘ i 7 i Y-
i J | A | @ | by=bici=ay byl cimai by

o|lo|=|o|+|F
ocolo|l l]lo]

o ||| w

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu wiezi translacyjnych
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - DRUGI STAN TRANSLACYJNY

a) Rys. 13. a) plan przemieszczen
obroconych i mozliwych, b) biegunowy plan
przesunie¢ obréconych

Fy
— -
g
s A
|
|
— I ) =
;";\F: | }rr
—= - - ;
al "
- -
A=A'=A’ s
Katy obrotow cigciw wynosza (v, = Lﬁ ):
Wartosci wzajemnych przesunieé¢ koncow pretéw wynosza: 4 '
AL ——|1"’>"‘——i (,,-" poniewaz obrot pret tapil w lewo) wis = A =_—§=— :
o =-[1"2"=— o P preta nastgpit w lewo 2T T em Lom
Af =—|2"B"|= —% (,,-" poniewaz obrot preta nastapit w lewo) AT _3 3
) ‘r‘r= ) =_5=_
Al =l1"4"=0 YT T am 20m

A =[1"C"=0 Yl =wie =0
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - DRUGI STAN TRANSLACYJNY

4
r AL 52
: L, 6m 15m
3
AR 5 3
yip=—2 =2
L.y, 4m 20m
wl =i =0

Momenty wezlowe w ukladzie podstawowym od przemieszczenia ¢y Wynosza:

ET, ET 2 2 ET
ME=mE=-E e,y =26 -2

. 6m 15m) 15m°
Rys. 13. b) B.B.P.O. ET, 2E] 3 9 EI
y ) Mfg:MgZ— ‘3'513' 113:— .5.[_ J:__1
) } L,y — dm 20m ) 20m”
i I 11 I
M, =My,=Mc=M:=
Przesuniecia w miejscach sit rownowaznych:
3
=0  &f'=0  &'==, &/=0, &'=0  §l=0
£“ | 5
Zmiana dlugosci wiezi sprezystej: &L‘; =1
. 2 ET ET
Sila w wiezi sprezystej: ST =k, AL =8—-1=8—

i i
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Laboratorium nr 5

ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY PRZEMIESZCZEN
OD STANOW TRANSLACYJNYCH - DRUGI STAN TRANSLACYJNY

Rys. 14. Wykres momentow M" w EI/m?.
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Laboratorium nr 5
Zadanie domowe (projekt nr 2)

1. Sprawdzenie SW i GN uktadu
2. Dobranie uktadu podstawowego metody przemieszczen

3. Rozwigzanie uktadu podstawowego metody przemieszczen
od sktadowych stanow obcigzen.
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