Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 8

ROZWIAZYWANIE PLASKICH UKEADOW PRETOWYCH STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNYCH METODA PRZEMIESZCZEN cz.1.

Metoda przemieszczen

ogolne informacje:

e Metoda przemieszczen jest jedng z podstawowych obok metody sit metoda
rozwigzania uktadow statycznie niewyznaczalnych w zakresie wyznaczania sit
przekrojowych.

e W metodzie przemieszczen jako niewiadome przyjmuje sie przemieszczenia
uogolnione koncow pretdw (przemieszczenia liniowe /przesuwy/ i katowe /obroty/
weztdw), ktére w petni pozwalajg okresli¢ stan przemieszczen catego uktadu.

e Lliczbe niewiadomych przemieszczen uogdlnionych koncow pretéw (przesuwow i
obrotow weztéw) okresla stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu ng, ktéry
zalezy od podziatu ustroju na zbior weztéw i pretédw o ustalonych warunkach
brzegowych (n, zalezy od podziatu uktadu na typy pretow).

e Metoda przemieszczen jest szczegdlnie uzyteczna w rozwigzywaniu uktadéw
wielokrotnie przesztywnionych, gdyz w przeciwienstwie do metody sit zazwyczaj nie
zachodzi koniecznos¢ rozwigzywania uktadu réownan o duzej liczby réwnan.
Przyktadowo:

* Liczba niewiadomych dla uktadu statycznie niewyznaczalnego o schemacie
jak rysunku /podejscie: Metoda sit/
P np,=e—3t=7-3x1=4
t=1 v oy
B A é 4 — niewiadome sity uogdlnione X;
€= ~ = &1 e= formutuje sie 4- réwnania

AANY

* Liczba niewiadomych dla uktadu statycznie niewyznaczalnego o schemacie

jak rysunku /podejscie: Metoda przemieszczen/

\, " P Pod wptywem obcigzenia elementy konstrukcji ulegty
i @, odksztatceniom i przemieszczeniom. Wezty doznaty obrotéw
A BIRAE ¢ @ i przesuwow u, w.
—— Przesuw poziomy wezta B jest zerowy ug = 0, gdyz
@4 =0, 0p 0, @c=0 zatozono, ze EA = oo (prety sg niescisliwe osiowo).
Jedynie obrét wezta B jest nieznany @y # 0, stad ustréj jest
wy =0, wg =0, wg=0  lkrotnie kinematycznie niewyznaczalny (ng = 1).
uy =0, ug =0, uc=0 1- niewiadome przemieszczenie: @ =?

konieczne jest sformutowanie 1 -go réwnania
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

e Wartosci niewiadomych przemieszczern uogdlnionych (przesuwdéw i obrotow
weztow) uzyskuje sie rozwigzujac ng rownan algebraicznych. Réwnania te wynikaja
z zapewnienia identycznosci rozwigzania miedzy uktadem zadanym, a uktadem
zastepczym/podstawowym (uktad zastepczy tworzy sie poprzez dodanie w uktadzie
zadanym w miejscach niewiadomych przemieszczen uogolnionych wiezi fikcyjnych
blokujgcych niewiadome przemieszczenia uogdlnione) postulujgc zerowanie reakcji
w dodanych wieziach fikcyjnych. Aby okresli¢ reakcje w dodanych wieziach fikcyjnych
bedace funkcjami przemieszczenn uogdlnionych stosuje sie wzory transformacyjne,
czyli zaleznosci miedzy przemieszczeniami brzegowymi pretéw na jakie zostat
podzielony ustrdj oraz obcigzeniami przestowymi tych pretdow a powstajgcymi w ich
rezultacie sitami brzegowymi.

*UWAGA:
Wzory transformacyjne dla podstawowej klasy pretéw zostang wyprowadzone i
omoéwione na wyktadzie nr 9.

e Po obliczeniu ng przemieszczen uogolnionych weztow, stan przemieszczen koncow
wszystkich pretéw jest znany i wodwczas ponownie przy zastosowniu wzorow
transformacyjnych mozna wylicza wartosci sity przekrojowe w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym.

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci n, ustroju pretowego:
Def. 1.

Stopient geometrycznej niewyznaczalnosci jest suma niezaleznych informacji
geometrycznych (wspdtrzednych uogdlnionych) dotyczacych weztéw ustroju.

ng = anz

i
Uwaga 1:
Okreslenie liczby wspotrzedne uogdlnione weztdw:

N 9 5< O;‘(
u g ! P,
v vY
n,=2 n,=3 n,=4
; i } ™~
? \lz 7|
77 =t E

n =1 n =1 n =0 n =1
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Podana powyzej liczba wspotrzednych uogolnionych poszczegdlnych weztdw jest
poprawna przy zatozeniach, ze prety sg odksztatcalne osiowo EA # oo, oraz ustrdj zostat
podzielony na podstawowa klase pretow tak by uzyska¢ minimalng baze niewiadomych
wspotrzednych uogodlnionych.

Podstawowa klasa pretow
sztywno -sztywny sztywno- tyzwa sztywno- sztywno- wspornik przegubowo-
przegubowy przegubowy

(sz-sz) (sz-tyz) (sz-przeg) (sz-wsp) (przeg-przeg)
Def. 2.

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci jest sumag niezaleznych sktadowych

MR
ENNNNNAY

przemieszczen: obrotow weztow n, i sktadowych przesunie¢ weztow ng, ktore w petni
okreslajg warunki brzegowe pretdéw na ktore zostat podzielony uktad.

Ng =Ny +Ns n,,- liczba niezaleznych wspodtrzednych rotacyjnych
(liczba niezaleznych obrotow weztéw)
ng- liczba niezaleznych wspotrzednych translacyjnych
liczba niezaleznych sktadowych przesuwdéw weztdw)

Okreslenie Ny

Dzieli sie ustroj na prety dla ktérych dane sg wzory transformacyjne i wéwczas liczba
weztow sztywnych, niepodporowych, taczacych te prety jest rowna liczbie n,, (tam gdzie
przynajmniej dwa konce sztywne pretdw sie schodzi tam jest wezet szytwny).

Okreslenie ng

Liczbe wspdétrzednych translacyjnych ng mozna wyznaczyé na podstawie schematu
kinematycznego (schematu przegubowego) pod warunkiem, ze przyjmuje sie zatozenie o
nieodksztatcalnosci osiowej pretéw EA = oo (odlegtosc kazdej pary weztdow potgczonych
pretem jest stata)

Tworzenia schematu przegubowego:

1. Z ukfadu zadanego usuwa sie wiezi sprezyste.

2. W kazdym wezle sztywnym uktadu zadanego wstawia sie przegub réwniez podporowym.
3. Podpory translacyjne zamienia sie na wiezi elementarne
4,

Podpore tyzwowg uktadu zadanego zamienia sie na wiez elementarng na kierunku
zablokowanego przesuwu.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

5. Jezeli w uktadzie zadanym zostaty przyporzadkowane elementom ustroju typy pretéw (sz-
wsp) lub (sz-tyz) wéweczas do preta na kierunku mozliwego przesuwu (prostopadle do osi
preta) dodawana jest myslowa (fikcyjna) wiez elementarna.

s i
RS

Wodwczas:

Warunek konieczny ale nie wystarczajacy do okreslenia ng (oszacowanie ng) wynosi:
ng=2w—p-r

w-liczba weztéw w schemacie przegubowym

p-liczba pretéw w schemacie przegubowym

r-liczba reakcji w schemacie przegubowym

Warunkiem wystarczajagcym do okreslenia ng jest analiza kinematyczna uktadu, ktéra
polega na sprawdzeniu jaka jest najmniejsza liczba wiezi elementarnych, ktére nalezy
przytozy¢ do schematu kinematycznego aby zapewni¢ mu geometryczng niezmiennosé¢ GN
(wiezi te przyktadamy w miejscu i na kierunku mozliwych przesuniec).

*Uwagi

dotyczace podziatu uktadu zadanego na zbidr pretéw o danych warunkach brzegowych

— Jezeli uktad zadany podezieli sie na podstawowa klase pretéw to wéwczas uzyska sie minimalng
baze niewiadomych w zagadnieniu metody przemieszczen (najmniejszg wartosé ng).

(sz-sz) (sz-ty2) (sz-przeg) (sz-wsp) (przeg-przeg)

— Jezeli w ukfadzie wystepujg inne podparcia niz te z podstawowej klasie pretéw woéwczas ponizej
przedstawiono jaki typ preta z podstawowej klasy pretéw przyporzgdkowaé mozna elementom
ustroju przy zatozeniu, ze EA = co.

H%ﬁ/

(sz-s2) (sz-sz) (sz- sz) (sz-s2)
(sz-52) (sz-tyz) (sz- przeg) (sz-przeg)

— zawsze mozna przyporzgdkowaé elementom ukfadu pret o mniejszej liczbie sktadowych
przemieszczen. Na przyktad pret sztywno-sztywny (sz-sz) mozina przyporzadkowaé kazdemu
pretowi ukfadu, ale to powoduje, Zze zwieksza sie liczba stopnia geometrycznej
niewyznaczalnosci ng i w ten sposob wzrasta wymiar zadania.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

mozna dzieli¢ uktad zadany tak, ze powstang inne typy pretéw tylko wéwczas nalezy wyprowadzié
dla odpowiedniego schematu preta wzory transformacyjne.

Przyktady wyznaczenia stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci n

g
e Sposdéb |
(na podstawie okreslenia liczby wspétrzednych uogélnionych weztéw)
Przyktad 1.
Uktad zadany: Podziat na podstawowa klasg pretow i wyznaczenie ng:
PJ g
u —
P > s ’ 3’5 uﬁ—b
T\ #W‘E s ¢ “’6
;52 f\_ — 5 ‘L\;._’ . *bu
e T s
TERERN oy TS s J—
S R ot —
n, =0 1~ n gﬂ=0
EA # o EA = ©

ngy =0, ngz =3, ngz =3, ngg =0, ng =ny +ns
Ngs =3, Ngg =2 ng; =3, ngg =0

nq, = 4; ns =7
Odpowiedz:

_ _ Warunek konieczny do okreslenia ng (oszacowanie ng):
ng = ng =14

lub ' Ng =S¢ —P

ng =n, +ns =4+10 = 14

s; — stopnie swobody okreSlajace przesuwy : Z w; + Z U;
p — liczba pretow

ng>10—8 > 2

Warunek wystarczajgcy do okreslenia ng:
Analiza kinematyczna uktadu: z warunkdw podparcia wynika, ze
niemozliwe sg nastepujgce przesuwy:

Wy, =W3=w,=ws=w; =0
z warunku EA = co mamy:

Uz = Ug, Up; = U = Uy

stad ng = 2

Odpowiedz:

ng=n,+ns=4+2=26
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Przyktad 2.
Uktad zadany:

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

1

AN

TS

Podziat na podstawowa klasg pretow i wyznaczenie ng:

n, =0

v —F ¢,
» s

EA #+

ngy = 0, Ngy = 0, Ngz = 1, Ngy = 0,
Ngs =3, Ngg =3 Ngy =3, Ngg =2
Ngg =3 Ngip=1
Odpowiedz:

ng =ani =16

i
lub
ng=n,+ns=4+12=16

ng =ngy +ng
nq,=4; ns =7

Warunek konieczny do okreslenia ng (oszacowanie ng)
Ng =S —p
ng=12-9=3

Warunek wystarczajacy do okresdlenia ng:

Analiza kinematyczna uktadu:

z warunkéw podparcia i z warunku, ze EA = oo wynika,
ze niemozliwe sg przesuwy:

u5=u6=u7=u10=W6=W9=W7=0

Ponadto sktadowe przemieszczenia wezta 8 (ug, wg)
mozna zrzutowac na o$ prostopadta i styczng do osi preta
i wéwczas widzimy, ze jedynie przemieszczenie
prostopadte do osi preta (z,g ) jest mozliwe, styczne
przemieszczenie (zsg ) ze wzgledu na podparcie i warunek
niescisliwosci osiowej pretéw jest zerowe.

'U.3='U.97‘:0, Zps#:o

stad wynika, ze ng = 3
Odpowiedz:

ng=mn,+ns=4+3=7

str. 6



Przyktad 3.
Uktad zadany:

o
o

¥

RS

ol

TR

Podziat na podstawowa klasg pretow i wyznaczenie ng:

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

ng1=0
EA # o
Tlgl = 0, ngz = 1, Tlg3 = 0, ng4 = 0,

Ngs =3, Ngg =3 ng; =3, ngg =3
ng9=2 ng10=1, Tlgn:z

EA =

n

g=n(p+n5

n(p = 5; ns =7

Warunek konieczny do okreslenia ng

Odpowiedz:
ng = anl. =18
i
lub
ng=ny,+ns=5+13 =18

Tlé‘ZSt_p
ng>13—10 > 3

Warunek wystarczajacy do okreslenia ng:

Analiza kinematyczna uktadu:
z warunkéw podparcia i z warunku, ze EA = oo
wynika, ze niemozliwe sg przesuwy:

W8=W5=W11=W6=0

mozliwe sg nastepujgce przesuwy:

u10=u5 =u6=U7=u8=u9:u
u, #0,uyq #0,w; #0

ostatecznie ng = 4

Odpowiedz:

ng=n,+ns=5+4=9
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e Sposob i

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

(przy zatozeniu EA = o liczbe wspotrzednych translacyjnych ng mozna wyznaczy¢ na

podstawie schematu przegubowego)

Przyktad 1.
Uktad zadany:
P
—
TR R~ A

Podziat na podstawowa klase pretéow

T

T

L] e
— -
T L
L Ji L

Okreslenie Ny

2,40 PsF0 P A0
2 . )
‘T‘ % s
L L
. &
¥, 0 w0 Pa0

Odpowiedz: n, = 4

e Ze wzgledu na przyjety typy pretéw obroty
weztéw:
Qs F0,06 0,09 0

nie traktuje sie jako niewiadome w zadaniu,
poniewaz zostaty one uwzglednione we wzorach
transformacyjnych przyjetych typow pretéw.

e Niewiadome obroty weztéw to:
$2 =7 ,93 =7,95 =7, =?

Okredlenie ng
Schemat przegubowy:

Q

p8

pl0
8 © E =2
p9

10

9 RS

=2

p
b2 -
=2 =2 9139 _ 10

=2

EA =

Warunek konieczny okredlajacy ng :
ng=2w—p-—r

w=10,p =10,r =8
ng=20—10-8>2

Warunek wystarczajacy okredlajacy ng:

Z analizy kinematycznej wynika, ze po dodaniu do
schematu przegubowego 2 wiezi elementarnych
ukfad przegubowy stanie sie GN stad ng = 2.

Odpowiedz: ng =2

Ostatecznie stopien geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:

ng=n,+ns=4+2=26
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 2.

Uktad zadany: Podziat na podstawowa klase pretéow

Pi —t

| .
1
2 EI
E1
=<

i

Okreslenie Ny

©,=0
1 @70

Odpowiedz:

n, =4

e Ze wzgledu na przyjety typy pretow
obroty weztéw :

0, 70,08, 0,05, 0,010 %0

nie traktuje sie jako niewiadome w
zadaniu, poniewaz zostaty
uwzglednione we wzorach
transformacyjnych przyjetych typow
pretéw.

e Niewiadome obroty weztéw to:
Ps =7, 96 =7,¢7 =7, 99 =?

Okredlenie ng
Schemat przegubowy:

pé p9

Odpowiedz: ng=3

EA = o

Warunek konieczny okredlajacy ns:
ng=2w—p-—r

w=14,p =13, r =12
ng=28—-13-12>3

Warunek wystarczajacy okredlajgcy ng:

Z analizy kinematycznej wynika, ze po
dodaniu do schematu przegubowego 3
wiezi elementarnych uktad przegubowy
stanie sie GN

stad ng = 3.

Ostatecznie stopien geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:

ng=n,+ns=4+3=7
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 3.

Uktad zadany: Podziat na podstawowa klase pretéow

Okreslenie n, e Ze wzgledu na przyjety typy pretow
obroty weztéw:

s Fa0

@03#0,011 #0,9010#0

nie traktuje sie jako niewiadome w
zadaniu, poniewaz zostaty uwzglednione
we wzorach transformacyjnych przyjetych
typdw pretow.

e Niewiadome obroty weztéw to:

Odpowiedz: ny, =5 0c =7, 06 =2, 07 =2, 05 =2, 00 =?
Okredlenie ng
Schemat przegubowy: EA = oo
=2
70 S Warunek konieczny okredlajgcy ngs:
14 )
p6 p13
p2 p7 plo pll pl4 ns > 2w — p—r
2 515
pl 8 11 12 pls
s p3 . .0 w=16,p = 15,7 = 14
5 p8 pl2
=2 =2
p3
4 Eﬁ o % 13 L ng=32—-—15-14>3
5 pd 6 I P9
i 10 & =2
=2 r=2
Dodanie wiezi elementarnych Warunek wystarczajacy okredlajacy ng:
=2
ol o Z analizy kinematycznej wynika, ze po
? :E 14 . .
dodaniu do schematu przegubowego az 4
] 2 ..
! p13 wiezi elementarnych uktad przegubowy
p2 7 plo 11 p11 pla 15 1 1 ER
2. 5 > : stanie sie GN
h 12 51
LA . ST stadng = 4
ANV p3 . TR
2 pl2 —
ps 13
40 =2 O
5 ]1)4 6 2
=2

Odpowiedz: ngs=4

Ostatecznie stopien geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:  ng = Ny +ng = 54+44=9
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 4.

Uktad zadany: Podziat na podstawowa klase pretéow

LU )
pisia

Okreslenie n, e Ze wzgledu na przyjety typy pretow
obrét wezta :

@5 # 0, nie traktuje sie jako
niewiadoma w zadaniu.

Obrot tego wezta zostat uwzglednione
we wzorach transformacyjnych
przyjetych typdw pretow.

e Niewiadome obroty weztéw to:
P1=7,02 =7, 03 =7,04 =7, 05 =7

Odpowiedz:

Okredlenie ng
Schemat przegubowy:

1 p2 2 p4 4 pé 6 p7 100!l
@ " =2
PL: p3 12 EA = o
s ng ps p8 p“Ly
=2 =2 s =2 Warunek konieczny okreslajacy ng:
7 2.% ng=2w—p-—r
P9 | plo =2
=2 g
\‘éﬁ w=12,p=12,r =14
=2 ng=24—-12-14> -2
Dodanie wiezi elementarnych Warunek wystarczajacy okreslajacy ngs:
UKLAD PRZEGUBOWY JEST GEOMETRYCZNIE NIEZMINNY (GN) Z analizy kinematycznej wynika, ze nie

(uktad zadany dla ustalonych typdw pretéw jest nieprzesuwny ng = 0) trzeba dodawac wiezi elementarnych
do uktadu przegubowego, gdyz jest on
Odpowiedz: ng=20 GN
stadng = 0.

Ostatecznie stopieri geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:  ng =n, +ns=5+0=5
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

WYZNACZENIE STOPNIE GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI ng, — przy podziale modelu

tylko na prety sztywno-sztywne

(nadmiarowa baza niewiadomych przemieszczen uogélnionych)

e Sposob
Przyktad 1.
Uktad
zadany:

B
AR,

Przyjeto wszystkie elementy pretowe
jako sztywno-sztywne

Okreslenie Ny

Odpowiedz
ny, =7
#,=0 © =0
1 ;52,') 3
Okreslenie ng
Schemat przegubowy:
12 3 p 9 10
e o
ps p8 pe
o7 EA =
7 pl0
06 Warunek konieczny okreslajgcy ns:
8 u o Nng=2w—p-—r
LP
=2 A

=2

=2

w=12,p=11,r=8
ng=24—-11-8=>5

Warunek wystarczajacy okredlajacy ng:

Z analizy kinematycznej wynika, ze po
dodaniu 5 wiezi elementarnych uktad
przegubowy stanie sie GN

stad ng = 5.

Odpowiedz: ng=>5

Ostatecznie stopien geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:  ng = Ny +ns =7+ 5=12
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 2.
Ukfad .
zadany: ;/(1 i
A 71
= Przyjeto wszystkie elementy pretowe
jako sztywno-sztywne
TN
Okreslenie n,
o =2 oo =2 o, = w =2 _
ﬁh T P ‘ ¢~ Odpowied?
—f O 4 | —F [+ n, =6
BN -
©=?
Okredlenie ng
Schemat przegubowy:
EA =

Dodanie wiezi elementarnych

1
II
B

p2 4 p4

2 6 p7 2 plo
r=2
p3 p9 1
- 10
’ ps 6
=2 =2
5
7 I
8
=2 P g
=2

Warunek konieczny okredlajacy ns:
ng=2w—p-—r

w=11p = 10,7 = 10
ng =22 —10—10> 2

Warunek wystarczajgcy okredlajgcy ng:

Z analizy kinematycznej wynika, ze po
dodaniu 3 wiezi elementarnych ukfad
przegubowy stanie sie GN

stadng = 2

Odpowiedz: ng = 2

Ostatecznie stopien geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi:

ng=n,+ns=6+2=28
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Uktad zastepczy / podstawowy metody przemieszczen

Uktad podstawowy metody przemieszczen jest to uktad rzeczywisty / zadany, w ktorym w
miejscu nieznanych obrotow weztow ¢; =? {i =1, 2, ...n,} dodaje sie wiezi
uniemozliwiajgce obroét (wiezi rotacyjne, ktére bedg oznaczone jako tréjkat, przenoszg one
reakcje momentow3q), a w miejscu nieznanych przesunie¢ weztow 6; {J = 1,11, ...ns}
dodaje sie wiezi uniemozliwiajace przesuw (wiezi translacyjne, ktore oznaczane bedg jako
wiez elementarna, przenoszg reakcje sitowg). Uktad podstawowy metody przemieszczen
jest uktadem kinematycznie wyznaczalnym.

Przyktad 1.
Uktad zadany/ rzeczywisty Uktad podstawowy/ zastepczy metody
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Przyktad 2.
Uktad zadany/ rzeczywisty Uktad podstawowy/ zastepczy metody przemieszczen
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Minimalna baza niewiadomych przemieszczen
ny = 4, ns=3

Przyktad 3.

Uktad zadany/ rzeczywisty Uktad podstawowy/ zastepczy metody przemieszczen
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Minimalna baza niewiadomych przemieszczen
ng = 5,ns=4
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