Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 10

ROZWIAZYWANIE PLASKICH UKEADOW PRETOWYCH STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNYCH METODA PRZEMIESZCZEN cz.3.

Metoda przemieszczen — tok postepowania

Chcac wyznaczy¢ sity przekrojowe M, T, N w uktadzie statycznie niewyznaczalnym o schemacie jak na rys.1
stosujgc metode przemieszczen nalezy:

Zatozenie EA = o Uktad zadany
R

A Y

P =

4m

4m 3Im

i= Rys.1

1. Podzieli¢ uktad na zbior pretow dla ktorych znane sg wzory transformacyjne
Uktad zostat podzielony na podstawowg klase pretow, by uzyska¢ minimalng baze niewiadomych
przemieszczen uogdlnionych

R
P —t +—d é‘:
- .,

J L

2. WyznaczyC stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu ng
(Definicja i sposéb wyznaczania ng przedstawiono na wyktadzie nr 8)

@ F#0 @ A0 @ 70 Okreélenie ng
L+ @ 1 — — e obroty weztow: @3 # 0, @, # 0
uwzglednione sg we wzorach
T R transformacyjnych przyjetych typéw
pretéw ( nie sg traktowane jako
o - niewiadome)
S I =0 5) Q. @70 e niewiadome geometryczne to obroty
weztdw: @, =7, o, =?
n, =2
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Schemat przegubowy Okreslenie nd
p2 2 p4 3
l o
ps e Oszacowanie né:
X 8 néz2w-p-r
pl b =2
p =5, w=6, r=6
14 5 Q né=1
=2 =2
Dodanie wiezi elementarnych e Analiza kinematyczna:
p2 2 p4 3]
1
}% Po dodaniu wiezi elementarnej | ukfad
. 6 przegubowy jest GN. Na mocy twierdzenia o 3
pl > =2 tarczach mamy :
p5+I+t0, p3+p4+t0=t0, p2+pl+t0=t0
4 3 stad: né=1
=2 =2
WNIOSEK

Stopieni geometrycznej niewyznaczalnosci wynosi: 11, =n, + 15 =2+1=3

Analizowana rama przy wybranych typach pretéw jest trzykrotnie geometrycznie niewyznaczalna,
niewiadomymi sg katy obrotu dwdch weztédw i jeden niewiadomy przesuw wezta.

Niewiadome geometryczne: @, =?, @, =?,8; =?

P S “ A i
: @, =? TN

> e,
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3. Utworzyc¢ uktad podstawowy metody przemieszczen
Uktad podstawowy metody przemieszczen tworzy sie poprzez natozenie w ukfadzie zadanym
dodatkowych wiezi (wiezi fikcyjnych) blokujgcych niewiadome przemieszczenia.

(Szczegoty dotyczqce uktadu podstawowego przedstawiono na wykfadzie nr 8)

Uktad podstawowy

IAVAVAY J, \_“_; VAV 'l.f |
; AN

» TN |
=
=t

= w@vt Y

4m 3m
|- > >

4. Zbudowac uktad réwnan metody przemieszczen — postac ogdlna

Réwnania metody przemieszczen wynikja z zapewnienia identycznosci rozwigzania miedzy
uktadem zadanym, a uktadem podstawowym. ldentycznos¢ rozwigzania miedzy oboma uktadami
zapewnia sie poprzez spetnienie warunku zerowanie reakcji w dodanych wieziach fikcyjnych, gdyz
w rzeczywistym ukfadzie one nie istnieja. Daje to n,warunkow zerowania sig reakcji momentowych
w dodanych wigziach rotacyjnych (K; = 0 {i = 1,2,...n,}) i ns warunkow zerowania sig reakcji
sitowych w dodanych wieziach translacyjnych (K; =0 {7 = 1,11, ...ns}). Kazda reakcja K; i K5 w
dodanej wiezi fikcyjnej wywotana jest nieznanymi przemieszczeniami uogélnionymi (@, =?, @, =?,
8; =7) i obcigzeniem zadanym (F) i tym samym stanowi funkcjg zmiennych ¢; ,{i = 1,2, ..n,}i;
AT =L11,..ns}.

Ogdlna postac uktadu réwnan metody przemieszen (liczba rownarn wynosi ng):

li=12.n5 K =37 K(p)+3%2K(8)+Kr=0
0 ="11,..ns} K =32 K5 (0;) + 72, K9 (8)) + Kgp = 0

Jesli w sposdb kontrolowany wieziom fikcyjnym nad sie jednostkowe przemieszczenia przesuwy i
obroty wdwczas powyzsze rownania zapisa¢ mozna jako:

{i=12..n4}

Ty ng
Ki ZZkij@j+Zki]5]+Kip =0
j=1 J=1

{7=111,..n5}

Ny ng
j=1 J=1

str. 3



Dla uktadéw nieprzesuwnych gdzie 5 = 0 ogdlna posta¢ uktadu réwnan przyjmuje forme:

{i=12..n4}

Ny

K; = Zkij(pj + Kirp =0
=

ki]- - jest to reakcja momentowa w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodane;j
»1”-tej wiezi rotacyjnej wywotana jednostkowym prawoskretnym obrotem ,,j”-tej wiezi
rotacyjne

K;r - jest to reakcja momentowa w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej
»1”-tej wiezi rotacyjnej wywotana zadanym obcigzeniem czynnym (F).

kl-] - jest to reakcja momentowa w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodane;j
»1”-tej wiezi rotacyjnej wywotana jednostkowym przesuwem ,/”-tej wiezi translacyjnej

kjl - jest to reakcja sitowa w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,7”-tej wiezi

translacyjnej wywotana jednostkowym przesuwem ,,/”-tej wiezi translacyjnej

K, - jest to reakcja sitowa w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,,7”-tej wiezi

translacyjnej wywotana zadanym obcigzeniem czynnym (F).

W analizowanej ramie ogdlna postac uktadu réwnan metody przemieszczern ma postac:

Ky = k1101 + k1202 + kq16; + Kip =0
Ky = k101 + ka2 + k16 + Kop = 0

Ki = ko1t kpoy+ k6 + Kip =0

Zapis macierzowy

kig o kqg][P1 Kir
: : P21+ KZF =0
kyy o kylld; Kip

Macierze wspofczynnikéw k;; jest macierza sztywnosci uktadu ,K” jest symetryczna i jest
odwrotnoscig macierzy podatnosci ,D”.
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5. Wyznaczy¢ wspotczynniki uktadu rownan metody przemieszczen

— Aby wyznaczy¢ wspétczynnik uktadu réwnan metody przemieszczern bedace wspétczynniki

macierzy sztywnosci nalezy uktad podstawowy rozwigzac od jednostkowych stanéw rotacyjnych
pj=1rad {i=1,2,..n,} i jednostkowych stanéw translacyjnych §, = 1{/ =L, 1I,..ns}
uzyskujgc wartosci momentdéw brzegowych od wymienionych standw obcigzen. Momenty
brzegowe w ukfadzie podstawowym od jednostkowych przemieszczen uogdlnionych otrzymuje sie
stosujgc wzory transformacyjne.

— stan rotacyjny ¢, = 1rad Momenty brzegowe M¥?!
1: 1 ‘ 2 i I L \;{1.1 1\7{2;‘1 k:l kI
N I\ dé ME D < pV \ i I 0% ! -
99 1=1 rad + ‘ + 2 W%i
M,
Wzory transformacyjne a—
4 3 Q M"Y
T - 4 + —p, 5 S
= M41 - végit
— stanrotacyjny ¢, = 1rad Momenty brzegowe M#?
‘ ( 1\ LT e, 2 \ j 1 B_/A[?E
R ( J —0O - k N 21
Y N Ky
‘117 +‘2’" ‘ (31 ktz
| ¢,=1r1ad \/ < & OE >
+ I
o Mo\ (L R
Wzory transformacyjne M, M, * o
@ s ) — M
4 OR N
— stan translacyjny 6; = 1 Momenty brzegowe M?%!
kl[ kl[
[« . ) K
1) \ (2) (3 A1
"_ ‘_ ot dé >
_ /s —s, /N
M12 21 ANSSNSS
R 5 Mﬁ[ | (4 e —
- L ®4
Uwaga:

Aby zastosowac wzory transformacyjne nalezy
wyznaczy¢ katy obrotu cigciw pretow i;;:

1.

PPR = 2.BPPO = 3.1);;
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— Aby wyznaczy¢ wspodtczynnik uktadu rownan metody przemieszczen stanowigce wyrazy wolne
uktadu réwnan nalezy dodatkowo uktad podstawowy rozwigza¢ od zadanego obcigzenia czynnego
F, przestowego uzyskujgc wartosci momentdw brzegowych zwanych momentami wyjsciowymi.
Momenty te mozna uzyskaé stosujgc metode sit lub wykorzystujac odpowiednie wzory podane w

tablicach.
— Stan wyjsciowy F Momenty brzegowe M¥
/A Iy K. M| i K,
I - ‘ 21 ) -
) F( K
1) (2) (3) /A dé M. <4 ’& J y —0 L dé ~ [FI-
P | TS (1) (2) (S‘A
wzory z Tablic
(4) ) M Z - 5) M
—  Wszystkie wspotczynnik uktadu bedace reakcjami momentowymi w fikcyjnych wieziach
rotacyjnych wywotanymi poprzez poszczegdlne stany obcigzen wyznacza sie z warunku
réwnowagi momentow brzegowych w weztach.
ki1, ki2, k21, ko0, ki1, ko1, Kip, Ko & z warunku rownowagi momentoéw w wezle
—  Wszystkie wspotczynnik bedace reakcjami sitowymi w dodanych fikcyjnych wieziach
translacyjnych, ktére wywotane sg poprzez poszczegélne stany obcigzen wyznaczy¢ mozna z
warunku réwnowagi sit w tych wieziach lub z zasady prac przygotowanych.
ki, ki, ki, Kip, Kip < z warunku rownowagi sit w wezle
lub z ZPP
*UWAGA

Poniewaz na niniejszym kursie (STATYKA BUDOWLI) analizowane sg jedynie uktady nieprzesuwne
czyli z przyjetych typéw preta wynika, ze liczba niezaleznych przesunie¢ weztdw jest zerowa
ngs = 0 ponizej podane zostang wzory na wyznaczenie wspoétczynnikdéw uktadu réwnarn metody
przemieszczenn jedynie tych bedacych reakcjami momentowymi w rotacyjnych podporach
fikcyjnych.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Réwnowaga momentow brzegowych w wezle, ktdre s3 wywotane stanami rotacyjnymi

Rozpatrzmy ogdlny przypadek wezta ,,i” w uktadzie podstawowym, ktory ulega obrotowi o wartosé
@; = 1 rad. Obracajac wezet o kat ¢; = 1 rad obraca sie kazdy z pretéw schodzacych sie w tym
wezle. W wyniku obrotu wezta na obu koncach kazdego preta schodzacego sie do wezta ,,i”
powstajg momenty brzegowe, ktére wyliczane sg z wzoréw transformacyjnych odpowiednich dla

kazdego typu obracanego preta.

— Momenty brzegowe obracanych pretow w wezle ,,i” wylicza sie jako:

o= Elig o
ij Lij ijPi

(a;j-wspdtczynnik wynikajgcy ze wzoru transformacyjnego, odpowiedni dla danego typu preta)

— Momenty brzegowe obracanych pretow w weizle ,,j” (przeciwnym do ,i”) wylicza sie jako:

. EIl;
Vi Jt

i =—=——Dbjip;

Ji L] JL¥rL

(bj;-wspotczynnik wynikajacy ze wzoru transformacyjnego, odpowiedni dla danego typu preta)

— Jesliw weile ,,i” wystepuje wiez sprezysta rotacyjne wéwczas w wyniku obrotu wezta ,,i”
o wartos$¢ ¢; = 1 rad powstaje reakcja podporowa lewoskretna o wartosci:
R.é‘q, = k(p(pSi

(k(p—sztywnos'c' wiezi sprezystej rotacyjnej,
@s;- obrét wezta w ktérym zamocowana jest wiez sprezysta)

obciazenie: stan rotacyjny ¢@; = 1 rad

‘B)
Z rownowagi momentdéw brzegowych w weile ,,i” , ktéry ulega obrotowi otrzymujemy

ZM1=0
ki =ZMiim+R_é<p = M + M + M + k,

(m-sumowanie po wszystkich pretach schodzgcych sie do wezta ,,i”)
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obcigzenie: stan rotacyjny ¢; = 1 rad

analizowany wezet ,,j”

Niech i # j wowczas kj; jest to moment na precie, ij” wystgpujacy na brzegu ,j” gdy
wezet ,,i” obroéci sie o kat ¢; = 1 rad.

Jezeli obraca sie wezet ,,i” woéwczas wezet ,,j” nie obraca dlatego reakcja w wiezi
sprezystej wystepujgca w wezle, ktdry sie nie obraca czyli w wezle ,,j” jest réwna zero,
(psj = 0).

Jezeli obraca sie wezet ,,i” , a wezet ,,j” potaczony jest pretem z weztem ,i” to jedynie ten
pret ze wszystkich pretédw schodzacych do wezta ,,j” ulegnie obrotowi, dlatego tez jedynie
na tym precie z posrdd wszystkich pretéw schodzacych sie do wezta ,,j” powstanie
niezerowy moment brzegowy 1\7Ijii

Z ré6wnowagi momentéw brzegowych w wezle ,,j” , ktéry nie ulega obrotowi otrzymujemy

Z twierdzenia o wzajemnosci reakcji wynika, ze kj; = k;;

Analogicznie:

obcigzenie: stan rotacyjny ¢; = 1rad
analizowany wezet ,,i”

. ElL
kij =M}, = L_,]_lbijq’j
ji
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Rownowaga momentow brzegowych w wezle , ktdre wywotane sg obcigzeniem czynnym (F )

obcigzenie: stan wyjsciowy F
analizowany wezet ,,i”

Mf;, Mf; — momenty wyjsciowe /przyweztowe wystepujace w uktadzie podstawowym,

generowane przez obcigzenie przestowe czynne (F), przy zerowym stanie przemieszczen
uogélnionych sg zalezne od sposobu obcigzenia i od przyjetej klasy preta.

M; — moment skupiony zadany w wezle i wynikajacy z w obcigzenia czynnego, prawoskretny.

Rg{p— reakcja w podporze sprezystej od obcigzenia czynnego (F) jest zerowa, poniewaz wezet w

ktérym znajduje sie wiez sprezysta nie obraca sie stad ¢g; = 0, gdyz nie jest to stan rotacyjny.

Z rownowagi momentéw w wezle ,,i”

ZML:O

KL-F=ZI\715,1—Mi=M£,+I\7ISB+I\7IiFj—Mi
m

Uwaga :
Jesdli M; w analizowanym zadaniu jest lewoskretny woéwczas do wzoru nalezy podstawi¢ wartosé
tego momentu ze znakiem minus, co wynika z warunku rownowagi momentéw w wezle.

6. Rozwigzac uktad rownan metody przemieszczen

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan uzyskujemy wartosci poszukiwanych przemieszczen
uogdlnionych:

p1=4, ¢,=B,  §,=C

Uktad zadany stat sie geometrycznie wyznaczalny. Mozna okresli¢ stan przemieszczen catego
ukfadu.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
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7. Wyznaczenie sit przekrojowych w ukfadzie zadanym

e Momenty zginajgce
I sposodb : zastosowanie wzordw transformacyjnych:
El; _
Mij =7 (aijoij + bijoji — cijibyy) + M
ij
ElLj 7
M;j; = T, (@i@ji + bjipij — cjy;) + Mf;

Il sposéb: wykorzystanie superpozycji poszczegélnych rozwigzan:
_ jje1=1 T P2=1 i Pna=1 7i61=1 rrongs=1 Vi
MU _Ml] (p1+MU (p2+MU F(pn(p-l-Ml] 61+MU 6n6+MU

e Sity thgce
| sposdb : zastosowanie wzordw transformacyjnych:

= By TF
Tij = - (=cijeij — Gipji — dijtbij) + T}
)

EIU — T
Tj' = L_2 (—Cijfpij - Cjifﬁﬁ - dijl/)l'f) + T]Il:
tj

Il sposéb: wykorzystanie warunkdow rownowagi sit w elemencie pretowym po wczesniejszym
wyznaczeniu momentow zginajacych:

P M;j, Mj; - s to wyliczone momenty zginajace
‘_}i‘ Q/ v @q }YIﬁ N;;, Nj; - s3 to nieznane sity osiowe, nie wptywaja one
< .j v E ) > na wartosci sit poprzecznych
N. A i j V&N

T -9 Warunki réwnowagi:

' X
—o | i
TT@_? v ZMi =0 = T;=.

ji

Sity osiowe uzyskuje sie z warunkéw réwnowagi sit w weztach po wczesniejszym wyznaczeniu
wartosci sit tngcych

e Sity osiowe

>X=0

P;+N; - N, cos(a) - T, sin(e) =0

Py.
PX"—» l : N;
T [ SY=0
,{ T P, +T, + N, sin(a) - T, cos(a) = 0

TX=0

L
=Ny + Ny + | p.(x)dx =0
; Pelx) | 0
I Tu Tﬂ i
¥ ¥

Zrédto rysunku: wyktad prof. P. Sniadego
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