LINIE WPLYWU | OBWIEDNIE

6.1. Definicje i zastosowanie linii wptywu oraz obwiedni

Obcigzenie, ktorego dzialaniu zostaly poddane plaskie uklady pretowe, przedstawione w rozdziatach 4 i 5 ma niezmienng
w czasie warto$¢ i potozenie na rozpatrywanym ukladzie. Tego rodzaju obcigzenie wystepuje we wszystkich rodzajach konstrukcji,
najczesciej jako jej ciezar wiasny. Reakcje podporowe i sity wewnetrzne przy obcigzeniu stalym nie zmieniajg sig, a ich wartosci
i znaki mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac uklad rownan rownowagi, zapisany dla konkretnego, $cisle okreslonego polozenia
obciazenia.

Zadaniem konstrukcji mostowych jest przeniesienie obcigzen zmiennych (patrz punkt 3.2), poruszajgcych sig po zadanym
torze na konstrukcji. We wstepie do rozdziatu poswigconego kratownicom wspomniano o wydzieleniu takiego wiasnie toru
przemieszczania sie obcigzen (kratownice z jazdg gorg lub dotem).

Obcigzenie zmieniajgce swoje polozenie na konstrukcji wywoluje zmiane reakcji podporowych i sif wewnetrznych
w przekrojach uktadu. Niniejszy rozdziat prezentuje idee tzw. linii wplywu, ktorej zadaniem jest przedstawienie zaleznosci migdzy
wybrana wielkoscig statyczng a polozeniem na konstrukcji jednostkowej sity pionowej. Zakladamy, ze zmiana pofozenia sity
odbywa sie bardzo powoli, mozna wigc poming¢ efekty dynamiczne wywotane tg zmiang. Inaczej mowiac, wyobrazamy sobie
pionowa site P = 1 ustawiang w réznych miejscach na konstrukcji, a tym samym zwigzki igczace wybrang wielkosc z polozeniem
przesuwajacego sie obcigzenia mozemy wyprowadzac, wykorzystujgc metody statyki poznane w poprzednich rozdziatach.

Linie wplywu znajdujg zastosowanie w zagadnieniu wyznaczania ekstremalnych wartoéci, jakie moga osiagna¢ wybrane
wielkosci statyczne w czasie przejazdu obcigzenia — pozwalajg tym samym na budowanie tzw. obwiedni sit wewnetrznych
Sa to wykresy, ktorych kazda rzedna odpowiada ekstremalnej wartosci sily wewnetrznej, powstajacej w przekroju preta
znajdujgcym sie w miejscu odczytywanej rzedne;.

W prezentowanym rozdziale przedstawiono linie wplywu reakcji podporowych i sit wewnetrznych sporzadzone dla belki
swobodnie podpartej ze wspornikami, belki wspornikowej, przegubowej belki ciaglej i kratownicy oraz zamieszczono przykfad
obcigzania linii wpltywu i wyznaczania obwiedni.

6.2. Linie wplywu dia swobodnie podpartej belki ze wspornikami
Stosujgc zasady statyki objasnimy pojecia linii wplywu reakcji podporowych oraz sit tngcych i momentow zginajacych
w wybranych przekrojach belki swobodnie podpartej ze wspornikami. Zalozmy, ze po analizowanej belce (rys. 6.1) porusza sie

pionowa sita P = 1, zwana dale;j sitg jednostkowa.

Rys. 6.1

M
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Formutujgc réwnania rownowagi

SMz=0 S M= 4 (6.1

wyrazimy reakcje podporowe V, i Vg jako funkcje potozenia tej sity, a mianowicie:
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Obie te funkcje sg prawdziwe takze wowczas, gdy sila P = 1 znajduje sie na jednym ze wspornikow. Nalezy tylko pamietac,
ze x oznacza zawsze odleglos¢ sily jednostkowej od podpory A, a x’ - odlegto$é tej sity od podpory B, niezaleznie od potozenia
sity po prawej lub lewej stronie danej podpory. Moment sity jednostkowej wzgledem podpory A lub B zmienia znak wiasnie
z powodu ustawienia tej sity w stosunku do odpowiedniej podpory. Funkcje (6.2), (6.3) sg liniowe — ich wykresy (rys. 6.1)
nazywamy liniami wplywu reakcji podporowych. Z wykresow tych mozna natychmiast odczyta¢ warto$¢ i zwrot reakcji V,, lub Vg
przy dowolnym ustawieniu sily jednostkowe;.

Zauwazmy, ze reakcja V, jest rowna jednosci (w calo$ci przejmuje obciazenie P = 1), a reakcja V; ma wartosé zero, gdy sita
jednostkowa jest ustawiona na podporze A (x' =/, x = 0). Wraz z przesuwaniem sie obcigzenia w kierunku podpory B maleje
wartosc reakcji V, i rosnie warto$¢ reakcji V. Gdy sita jednostkowa znajdzie sie na podporze B, wartosé reakcji V,, jest réwna zero,
areakcja Vg jest rowna jednosci (x = /, X' = 0). W czasie przejazdu sily jednostkowej przez lewy wspornik zwrot reakcji Vg zmienia
sig na przeciwny do zalozonego na rys. 6.1. Podobnie zmienia sig zwrot reakciji V,,, gdy sita jednostkowa obcigza prawy wspornik.
Jak wida¢, kazda rzedna linii wptywu wyraza wartos¢ reakcji podporowej, ktéra powstanie, gdy sita jednostkowa znajdzie sie
w miejscu uktadu odpowiadajgcym tej rzednej. Dalej uzywaé bedziemy zwyczajowego okreslenia: ,gdy sita znajduje sie nad dang
rzedng”.

Rzgdne linii wplywu reakcji podporowych przy zapisie (6.2), (6.3) sg wielkoscimi bezwymiarowymi (np. X'/, [m]/[m]) ze wzgledu na
pominigcie jednostki sity P =1 w rownaniach réwnowagi. Nalezy jednak pamigta¢ o tym, aby obliczenia statyczne prowadzone hyly
w jednym uktadzie jednostek.

Linie wptywu sity tngcej w dowolnym przekroju o - ¢ w obrebie przesta wyznaczymy, rozpatrujac dwa przypadki: gdy sita
jednostkowa znajduje sie na lewo od tego przekroju, a nastepnie - gdy dziala po jego prawej stronie (rys. 6.2). Pamigtajgc
o0 umowie znakowania sit thacych (punkt 3.3), otrzymamy w pierwszym potozeniu obcigzenia:

) (o X1 _

Topm Ve [ 2 X
Vi / / /

sumujgc wszystkie sity prostopadie do osi preta po lewej stronie przekroju lub:

Trz a *Vlf =y /L (64)
gdy obliczamy sile tngcg po prawej stronie przekroju o — .
Gdy sita jednostkowa porusza sie po prawej stronie przekroju, sile tnaca opisuje funkcja
Nu 5 V~\ = 7\_
obliczona dla lewej strony przekroju lub: y ) .
To=1-Vy=i-§ =18 =4 (6.5)

otrzymana w wyniku sumowania sit poprzecznych po prawej stronie przekroju. Widzimy, Ze dla kazdej czesci belki, myslowo przeciete;
przekrojem ¢ - o obowigzuje inna, liniowa funkcja sit tngcych, a mianowicie funkcja (6.4) po lewej stronie przekroju o - ¢ i funkcja (6.5)
po jego prawej stronie. Pod przekrojem o - o wystepuje na wykresie skok o wartosci 1 - w tym miejscu sita P = 1 zmienia swoje pofozenie,
przechodzac z lewej na prawg strone przekroju. Linia wplywu sity thgcej w belce swobodnie podpartej ze wspornikami bedzie mie¢ taki sam

charakter (dwie liniowe funkcje ze skokiem o wartosci 1 pod rozpatrywanym przekrojem) niezaleznie od potozenia przekroju w obrebie
przesta (patrz linia wptywu Tg)-

Wyznaczmy linig wptywu sily tnacej w przekroju y- ylezacym na lewym wsporniku. Rozpatrzymy znowu dwa przypadki. Gdy
sita jednostkowa znajduje sig po lewej stronie przekroju, sita thgca w tym przekroju, obliczana jako suma wszystkich sit
prostopadtych do osi preta po lewej stroni przekroju, ma warto$é 1 i znak (-),

ey (6.6)

wynikajacy z umowy znakowania sil tngcych, gdyz przy takim polozeniu sity tylko ona tworzy site tngcg T. Zkolei, gdy sita
jednostkowa znajdzie sig po prawej stronie przekroju y - ¥, sita tngca w tym przekroju, obliczana jako suma wszystkich sit

secsccese 9eccescsscscnse ©0eevoco0scusssvae cessse
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prostopadtych do osi preta po prawej stronie przekroju, jest rowna:
L2 l-V,=V, 0 (6.7)

Sita tngca T, jest oczywiscie rowna zero, poniewaz (6.7) jest jednym z rownan rownowagi, a mianowicie 2.Y = 0.

Przedstawimy teraz analityczny sposob sporzadzania linii wptywu momentu zginajacego w przekroju o - o, lezacym pomiedzy
podporami A oraz B. Tor poruszania sig sily P = 1 znéw dzielimy na dwa odcinki: C— o« i - D (rys. 6.2). Jezeli sita jednostkowa
znajduje sie na lewo od przekroju, tatwiej jest obliczyé moment w tym przekroju, rozpatrujac prawg czesé ukladu:

M(/ £ V/f - X ;( (68)

Rys. 6.2

| Ll.k.\. ‘\(\X"

Podstawiajac (6.3) do (6.8) otrzymamy:

Ma = [l syl

Jest to liniowa funkcja zmiennej x, tzn. potozenia sity jednostkowej na odcinku C - ¢

(6.9)

Gdy sita jednostkowa porusza sig po prawej czesci ukfadu, moment w przekroju o — o obliczymy prosciej, sumujac momenty
tworzone przez sity znajdujgce sie po lewej stronie przekroju. Jest to tylko jedna sita — reakcja V,.
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Po podstawieniu (6.2) do (6.70) mamy:

M, = ,l £ (5.11)

Funkcja (6.71) jest takze liniowa. Jej warto$¢ dla potozenia sity jednostkowej dokladnie w przekroju o - o (X' = x',,) jest réwna:

XEx
o
Mu T, /

tak, jak wartos¢ funkcji (6.9) dla takiego samego polozenia sily (x = x,). Gdy sila jednostkowa znajdzie sig na podporze A (x = 0)
lub na podporze B (x' = 0), wartos¢ momentu zginajacego w przekroju o — o (wzory (6.9), (6.11)) bedzie rowna zero. Na rys. 6.2
przedstawiono linie wplywu momentu zginajacego w przekroju o — ¢ oraz w dowolnym, innym przekroju 8- 8 znajdujacym sie
takze w obrgbie przgsta. Lini¢ wplywu My tworzymy jak linig wptywu M, ; maksymalng wartosc dodatnig moment My osiaga
wowczas, gdy sita jednostkowa znajduje sie dokladnie nad przekrojem 3 - f i warto$¢ ta wynosi:

= (6.12)

R M
My= —L (6.13)

Moment zginajacy w kazdym przekroju znajdujgcym sie miedzy podporami A i B belki ze wspornikami przyjmuje najwigkszg
ujemng warto$¢ wowczas, gdy sita jednostkowa obcigza koniec jednego ze wspornikow.

Rozwazymy teraz, jaki wplyw ma potozenie sity P = 1 na wartos¢ momentu w dowolnym przekroju y- y lezgcym na wsporniku.
Gdy sita jednostkowa porusza sig po odcinku C — 7, moment M, obliczany z lewej strony przekroju, tworzony jest tylko przez te
sile i przyjmuje warto$¢ M, = -1 - ¢, jesli sita stoi w punkcie C oraz wartos¢ zero, gdy sita znajdzie sie doktadnie w przekroju y- ¥
(rys. 6.2). Jedli sita jednostkowa porusza sig po odcinku y - D, sita tngca (p. linia wptywu T.) w przekroju y - y jest zawsze réwna
zero, tym samym dla takiego potozenia sity moment M, przyjmuje zawsze wartos¢ zero.

Jednostka linii wplywu momentu zginajgcego jest jednostka diugosci, zwykle [m], gdyz znéw w zapisach (6.8) i (6.70)
wystepuje niemianowana sita P = 1.

W przypadku belki swobodnie podpartej bez wspornikdw odpowiednim liniom wplywu odpowiadajg wykresy pokazane
narys. 6.1 6.2 na odcinku A - B.

6.3. Linie wpilywu dia belki wspornikowej

Linie wptywu sit wewnetrznych w dowolnym przekroju belki wspornikowej mozna wyznaczy¢, nie znajac linii wplywu reakcji
podporowych. Podzielmy tor poruszania sie sity jednostkowej na dwa odcinki (rys. 6.3): A- o i o - B. Gdy sita porusza sig po
odcinku A — o (0 £ x < x,), sifa thagca i moment zginajacy w przekroju o — ¢ majg zawsze warto$¢ 0, co zauwazymy, rozpatrujgc
czes¢ uktadu znajdujaca sie po prawej stronie przekroju. Czesc¢ ta jest w takim przypadku nie obcigzona.

(6.14)

T, =0

M, =0

Jesli sila jednostkowa znajduje sie po prawej stronie przekroju o — o (x,, < x < /), jest jedynym obcigzeniem tej czgsci belki.
Mozemy wiec zapisac, rozpatrujgc w dalszym ciggu odcinek ¢ - B:

el (6.15)

M,=-1-(x-—x,)=x,-x

Linie wptywu sit wewnetrznych w przekroju o — o belki wspornikowej majg rzedne rézne od zera tylko wowczas, gdy sita
jednostkowa znajduje sie na odcinku pomiedzy analizowanym przekrojem a swobodnym koncem wspornika, przy czym linia
wpltywu sily thgcej ma dla takiego polozenia sily zawsze stalg warto$é 1, a linia wplywu momentu zmienia sig liniowo od wartosci 0
pod przekrojem o — ¢ do wartosci —x', na swobodnym koncu wspornika (rys. 6.3).

Linie wptywu reakcji podporowych otrzymamy przesuwajac przekroj o — o do podparcia (utwierdzenia) wspornika. Znaki obu
tych linii wptywu zalezg od przyjetych zwrotow reakcji podporowych. Jesli zwroty te sg takie, jak na rys. 6.3, linia wptywu reakcji
V, ma stalg dodatnig warto$c 1, a linia wptywu momentu podporowego zmienia sig liniowo i jej rzedne sg ujemne.

Znajomos¢ sposobdw wyznaczania linii wplywu roznych wielkosci statycznych dla belki swobodnie podpartej i belki
wspornikowej pozwala sporzadzi¢ linie wplywu w innych statycznie wyznaczalnych ukladach pretowych. Sposob konstruowania
linii wplywu, przedstawionych na rys. 6.1, 6.2 i 6.3, wykorzystamy w nastepnych punktach do wyznaczenia linii wplywu reakcji
podporowych i sit wewnetrznych w przegubowej belce ciggtej i kratownicy.
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6.4. Linie wptywu dla swobodnie podpartej belki ciggtej z przegubami

P ni |

Wyznaczymy linie wplywu nastepujgcych wielkosci statycznych: V,, Vg, Vg, Vo, My, Mc, T, My, T, Mg, T, M, Ts i M
w przyktadowej przegubowej belce ciagtej, przedstawionej na rys. 6.4.

Rys. 6.4
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Jako pierwsze sporzadzimy linie wplywu reakcji podporowych. Naturalnie, mozna zapisa¢ formalne funkcje zaleznosci
wartosci i znaku tych reakcji od potozenia sity jednostkowej, jak w poprzednich punktach, lub przeprowadzi¢ nastepujgce
rozumowanie.

Zauwazmy, ze reakcja V, rowna sig jednosci, gdy sita P =1 znajdzie sig dokiadnie w punkcie A belki i —j oraz réwna sie¢ zero,
gdy obcigza belke zasadniczg j- k oraz opartg czesciowo na niej belke k - [. Linie wplywu wielkosci statycznych w uktadach
statycznie wyznaczalnych majg liniowy przebieg (np. (6.2), (6.13), (6.15)). taczac wigc rzedng o wartosci 1 w przekroju
podporowym A z rzedng 0 w przegubie j, otrzymujemy linie wplywu V, (rys. 6.5). Podobnie mozna zbudowac linie wptywu V,
(rys. 6.5).

Reakcja Vg ma warto$¢ 1, jedli sita jednostkowa stanie w punkcie B oraz wartos¢ 0, gdy sifa ta znajdzie sig nad podporg C.
taczac obie te rzedne i przediuzajgc tak otrzymang liniowg funkcje na wsporniki j — B i C - k dostajemy w punktach j oraz k
wartosci, jakie reakcja Vg przyjmie, gdy sita jednostkowa znajdzie sig w przegubach J oraz k. Sg to jednoczesnie rzedne linii
wplywu V; dla potozenia P = 1 w punktach: koncowym i poczatkowym belek i - j oraz k - [, potaczonych z belkg zasadniczg j- k.
Gdy sita jednostkowa stanie nad podporg A lub podporg D, reakcja Vg osigga warto$¢ 0. taczymy liniowo rzedne otrzymane
w punktach j oraz k z rzedng 0 w punktach A i D. W ten sposob otrzymujemy linie wptywu reakcji Vg dla calej ciagtej belki
przegubowej (rys. 6.5). Analogicznie sporzadzono linig wptywu V. —rzedna 1 wystepuje tu w przekroju podporowym C, a rz¢dna 0
w przekroju podporowym B (rys. 6.5).

Buduijac linie wptywu momentu podporowego M, zauwazmy, ze gdy sita jednostkowa znajdzie sie w dowolnym punkcie toru
A -1 (na prawo od podpory A), na odcinku i - A nie ma zadnego obcigzenia lub reakcji tworzacych moment w przekroju A.
Rzedne linii wptywu M, na odcinku A - [ sg wigc zawsze rowne zero. Jesli sita P =1 stanie w punkcie i wspornika i — A, moment
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M, ma, zgodnie z umowg znakowania sit wewnetrznych, znak (-) i warto$¢ M, = 1 - a = a. tgczac te rzedng z rzedng 0 na
podporze A, otrzymamy linie wplywu momentu podporowego M, (rys. 6.5).

Linia wplywu momentu M, ma zerowe rzedne dla wszystkich ustawien sity P = 1 na odcinku i - C, gdyz reakcja V, (patrz linia
wplywu Vo), tworzgca moment M z prawej strony podpory C, przyjmuje wowczas wartosc 0. Niezerowe rzedne linii wptywu M,
powstang tylko wtedy, gdy sita jednostkowa porusza si¢ po torze C - /. Postawmy site P = 1 na prawym koncu belki k - / (punkt /).

Dla takiego ustawienia sity warto$¢ reakcji V, wynosi 3 (patrz linia wplywu V,), a wartos¢ momentu M, obliczona z prawej strony
tej podpory jest rowna:

Mc=—-P-4da+Vp-2a=~1 -4a+ 3 -2a =2u
Gdy sita jednostkowa znajdzie si¢ nad podporg D, moment M, osigga warto$¢ 0, gdyz:
Mc=-P-2a+Vp-2a=—-1-2a+ 1 -2a=0

taczac obie te rzedne i przediuzajac wykres na odcinku kK - D, otrzymamy rzedng linii wptywu M¢ dla ustawienia sity
w przegubie k. Nastepnie fgczymy te rzedng z ustalong wczesniej wartoscig 0 na podporze C. W ten sposob otrzymalismy linie
wplywu momentu podporowego Mg w calej belce i - [ (rys. 6.5).

Charakterystyczne rzgdne linii wptywu przedstawionych na rys. 6.5 i 6.6 zostaly obliczone proporcjonalnie do wymiarow belki.

Linie wptywu sity tngcej i momentu zginajacego w wybranych przekrojach sporzgdzimy, stosujgc metodyke wyznaczania linii
wplywu tych wielkosci dla belki wspornikowej i swobodnie podpartej ze wspornikami (patrz punkty 6.2, 6.3).

Rys. 6.5 . ‘
T | A SO R
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2] [ (1Bl
21 | | |

;f 4 ‘

Rozpatrujgc zmiang sit wewnetrznych w przekroju o - o w zaleznosci od potozenia sity P = 1 na belce i - [ (rys. 6.6)
zauwazmy, ze sifa tngca T, i moment zginajacy M,, przyjmujg zerowe wartosci, gdy sita jednostkowa porusza sie po belce
zasadniczej j - k oraz potaczonej z nig belce k - [. Reakcja V, (patrz linia wplywu V, na rys. 6.5) jest wowczas rowna zero,
tym samym obliczone z lewej strony przekroju o — o sity wewnetrzne w tym przekroju takze majg wartosci zerowe. Linie wplywu
T, M, sporzadza sig jak dla belki swobodnie podpartej w punktach A oraz j z lewostronnym wspornikiem i — A.
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Sity wewnetrzne w przekroju o - o przyjmuja niezerowe wartosci tylko wtedy, gdy sita P = 1 obcigza odcinek & - / prawego
wspornika belki k - /. Gdy sita jednostkowa znajduje sie w dowolnym miejscu odcinka i — & , czes$é & - [ belki jest nieobciazona
i sity wewnetrzne w przekroju 6 - § obliczone z jego prawej strony majg wartosci 0. Linie wptywu Ts i Mg zbudowano,
wykorzystujac znane juz linie wptywu tych wielko$ci w belce wspornikowej (patrz punkt 6.3).

Analogicznie mozna sporzadzic linie wplywu Ty i M. Przekroj B - J3 znajduje sie na lewym wsporniku zasadniczej belki j - k.
Wyznaczamy linie wptywu T, i M, dla belki swobodnie podpartej ze wspornikami (belka j - k, patrz punkt 6.2). Rzedna w punkcie
J jest wspdlng rzedng dla belek i - j oraz j — k. Drugg rzedng dla belki i - j otrzymamy, ustawiajac sile P = 1 na podporze A.
Reakcja V, jest wowczas rowna jednosci, obliczajac wigc T; i M, z lewej strony przekroju - 3 dostaniemy:

Ty=V,-P=1-1=0
Mp=V, 3a-Pr3a=1"3a-13a=0

taczac rzedng 0 w punkcie A z rzedng -1 (Ty) lub rzedng -a (Mg) w punkcie J otrzymujemy linie wplywu tych wielkosci
statycznych dla rozpatrywanej belki.

Linie wptywu sity tngcej i momentu zginajgcego w przekroju ¥ - ¥, znajdujgcym sie w obrebie przesta zasadniczej belki j - &,
sporzadzamy jak dla belki swobodnie podpartej ze wspornikami. Rzedne tych linii otrzymane w punktach j oraz k sg jednoczesnie
wazne dla belek i — j oraz k - /. Gdy sita P = 1 stanie na podporze A (Vo= V. = V, = 0 - rys. 6.5), T, i M, majg wartos¢ 0, co
zauwazamy, rozpatrujgc czesé Y-/ belki (na prawo od przekroju ¥~ ). taczymy rzedng 0 z rzedng 1/2 (T,) lub-a (M,). Jesli sita
jednostkowa znajdzie si¢ nad podporg D, cze$¢ i — ¥ belki na lewo od przekroju ¥ - ¥ jest nieobcigzona, reakcje podporowe,
a takze sity wewnetrzne w tym przekroju przyjmujg zerowe wartosci. taczac rzedne o wartosci 0 z rzednymi T, i M. w punkcie k
otrzymujemy linie wptywu sily tngcej i momentu zginajacego w przekroju Y- ¥ dla catej belki i - [ (rys. 6.6).

Rys. 6.6 A ¥ k. B} ‘
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Przedstawione przykiady pozwalajg zrozumie¢ ogdlng zasade konstruowania linii wptywu okreslonych wielkosci statycznych
w cigglych belkach przegubowych. W zakonczeniu punktu 4.5 wspomniano o wykonywanej czgsto analizie pracy takiej belki jako
calosci skladajacej sie z belek prostych, opartych tylko na podiozu oraz belek prostych, zawieszonych jednostronnie
i dwustronnie. Taka analiza jest takze przydatna w sporzadzaniu linii wplywu wybranych wielko$ci statycznych w ciagtych belkach
przegubowych. Prace rozpoczynamy od zbudowania linii wptywu dla tej belki prostej, na ktorej znajduje sie analizowany przekroj,
stosujac znane sposoby podane dla belki swobodnie podpartej lub wspornikowej. Nastepnie kontynuujemy rozbudowe linii
wplywu na pozostalych belkach ukladu w zaleznosci od charakteru ich wzajemnego przyporzadkowania.

P

6.5. Linie wplywu dla kratownic

W rozdziale 5. przedstawiono metody obliczania sit osiowych w kratownicach, opierajace sig na zalozeniu przenoszenia przez
te uklady obcigzen dzialajgcych wylgcznie w weztach. W kratowych konstrukcjach mostéw kolejowych zalozenie to jest Zazwyczaj
spefnione. System szyn, podktadéw, podiuznic réwnolegtych do osi podiuznej mostu oraz prostopadlych do nich poprzecznic
zapewnia przekazywanie obcigzenia taborem kolejowym na wezly kratownic stanowigcych konstrukcje nosng obiektu.

Budowa linii wplywu reakcji podporowych w ukiadach kratowych zalezy od ich ksztattu zewnetrznego i sposobu podparcia
(np. kratownica o schemacie belki swobodnie podpartej, ciaglej belki przegubowej, ukiadu trojprzegubowego). Natomiast
wyznaczanie linii wptywu sit osiowych w pretach ukiadu polega na wykorzystaniu prezentowanych w rozdziale 5. metod:
rownowazenia wezlow i przekrojow. Sita jednostkowa w kratownicy porusza sie zawsze po okreslonym pasie (kratownice z jazdg
dofem lub jazda gora), przy czym linie wplywu sity w wybranym precie moga byé rézne dla kazdego z tych torow.

Rys. 6.7
5
Z A
Low
L ¢ i
Ll.bd 5
b
[ ol : ; Liw q
mamn -4 L bw

Na rys. 6.7 pokazano kratownice pracujgcg w schemacie belki swobodnie podpartej. Linie wplywu reakcji podporowych
sporzadzono dla takiego wtasnie schematu. Ksztatt i rzedne linii wplywu V, i Vg nie zalezg od sposobu poruszania sig sity
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jednostkowej. Natomiast linie wptywu sit osiowych w wybranych pretach, przedstawione narys. 6.7 i 6.8, sporzadzono oddzielnie
dla jazdy gorg i dla jazdy dotem.

Zauwazmy, ze gdy sila jednostkowa porusza sig¢ po gornym pasie kratownicy, pret 3 - 9 jest zawsze zerowy (Sy = 0). Jesli
mamy do czynienia z kratownicg z jazdg dotem, pret 3 - 9 jest zerowy wowczas, gdy P = 1 obcigza wezly: A, 1,2, 4,5 i B. Sita
osiowa w tym precie przyjmuje warto$¢ 1 tylko wtedy, gdy sifa jednostkowa stanie w wezle 3. Podobnie sifta w precie A - 6 (lub
B - 12) w kratownicy z jazdg dolem ma zawsze wartos¢ 0, natomiast w kratownicy z jazdg gorg przyjmuje wartos¢ -1, gdy sita
jednostkowa znajdzie sie w wezle 6 (lub w wezle 12).

Linie wplywu sily osiowej w siupku 2 - 8 sporzadzimy, prowadzac myslowo przekroj o - ¢ i rzutujgc wszystkie sity po lewej
(lub prawej) stronie tego przekroju na 0$ pionowa y. Wykorzystamy wartosci reakcji podporowych odczytane z linii wptywu V,
(lub Vg).

Jazda dotem

P =1wwezle A

dr=0 Vi—1-Ss2=0
=18 =10 = el
P=1wwezle 1:
Z)@:O Vi-1-Ss=0
2 1-Sg2=0 5 Smp=-1
P =1wwezle 2:
Yr=0 Viel-Ss=0
% ~Sg2=10 = Bas %
P=1wwezle B:
EYZ’:() v_li—]—SSZZO
0-S8s=0 g Sg2 =0
Jazda gorg
P =1wwezle 6: jak dla P = 1 w wezle A
P=1wwezle7 jak dlaP =1 w wezle 1
P =1wwezle 8:
Zy{’/ =0 Vi-1-8s2=0
~;l——/—&w:o > Sp=—
5 R
P =1wwezle 9:
2)” =0 Vi -Ss2=0
!
% - Ss2=0 e

jakdlaP =1 wwezle B

Wykresy linii wplywu przedstawiono na rys. 6.7.
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Budujgc linig wptywu sily w poziomym precie 4 - 5 wykorzystamy przekroj 8- 8 oraz rownanie sumy momentow wszystkich
sil z lewej (lub prawej) strony tego przekroju wzgledem wezla 10. Potrzebne warto$ci reakcji podporowych odczytujemy z linii
wptywu tych wielkosci.

Jazda dotem

P =1wwezle A:

dmt =0 Vi 2a-Dsg- Sa=0
0-2a-Dss+ >a=0 Sy
P =1wwezle 2:
Dl Vi 2a=Dss+ Sa=0
2 .2a-Dss 2a=0 —  Dsy= 4
P =1wwezle 4:
dSut =0 Vi-2a=Dss+ 2a=0
£ 20-Dss- 2a=0 yo Du e
P =1wwezle5:
dMt=0 Vi-2a~1-a-Ds¢- Za=0
2 -2a-1 a-Dss a=0 > Dse= £
P =1wwezle B:
D=0 Vi-2a-1-2a-Dss Sa=0
1-2a~1-2a~Dss+ Sa=0 > Ds=0

Wszystkie rownania ZM{"O: 0, zapisane dla sity poruszajgcej sie po pasie dolnym kratownicy, majg takg sama postac, gdy
mamy do czynienia z jazdg gora. Rzedne linii wplywu sity D,, nie zalezg wiec od tego, po ktérym pasie przemieszcza sie
obcigzenie P = 1 (rys. 6.8).

Przekroj B - 8 wykorzystamy takze do sporzadzenia linii wpiywu sity osiowej w precie 10 - 11, ukladajgc np. rownania
ZM;: 0. Takze w tym przypadku linia wplywu G, jest taka sama dla jazdy dotem i gora.

Linie wpfywu sily osiowej w precie 9 - 10 mozna zbudowag, dokonujac myslowego przeciecia ¥ - Yi zapisujaic rownanie
sumy momentow wszystkich sit po prawej stronie tego przekroju wzgledem punktu 4 (ZMZz 0). Niezaleznie od jazdy sily
jednostkoweyj, linia wplywu G, ma takg samg postac, jakg przedstawiono na rys. 6.8.

Linig wpiywu sity w krzyzulcu 5 - 10 otrzymamy, ukladajgc rownanie sumy rzutow wszystkich sit po prawej stronie przekroju

B - B na pionowg 0$ y dla réznych ustawien P = 1. Z wymiardw kratownicy podanych na rys. 6.7 obliczymy: sin o = 0,78
L4

Jazda dofem

P =1wwezle 4:

ZY/’; = () Vit Ks 10 sin o= 0

;’T + [? w0078 =0 s Ks o=~ 0853
=1 w wezle 5:
z[',::() Vil +Kspo-sino=20

2 I+ Ks0-078=0 e
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............................................................................................................................

Jazda gorg

P =1wwezle 10:

Z,’,’z() VIP+ Ks jo-sin o =0

d K 078=0 =08
=1wwezle 11: ‘
ZY;;: 0 Vi 43K e Sin =0

2 1+ K5 078=0 K. e =0213

Jak widac, rzedne linii wptywu K; ,, nie zalezg od tego, po ktérym pasie porusza sie sila jednostkowa. W podobny sposob mozna
zbudowac linie wptywu sit osiowych w pozostalych pretach kratownicy.

Rys. 6.8
P=A
§
‘S_.;JL___J;_L ol SRR &r D el s
e .
B d & Ksa0 el
AUI P AS) BN PR A S e R
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6.6. Obcigzanie linii wptywu

Linie wplywu dla ukladow statycznie wyznaczalnych sg ograniczone liniami prostymi, co wynika z liniowych zwiszkow
laczacych wielkosci statyczne w tych ukiadach z potozeniem sily jednostkowej na jej torze poruszania sie. W uktadach statycznie
niewyznaczalnych linie wplywu sg zawsze krzywoliniowe. Niezaleznie od ksztaltu linii wplywu, postepujgc w sposéb zwany
obcigzaniem linii wplywu, mozemy obliczy¢ wartos¢ wybranej wielko$ci statycznej, powstatej na skutek dziatania dowolnego
obcigzenia, a takze okresli¢ polozenia obcigzenia, przy ktdrych wielkosci statyczne w analizowanych przekrojach osiagajg
wartosci ekstremalne.

Rzeczywiste obcigzenie state lub zmienne stanowig zwykle sity skupione P oraz obcigzenie roztozone p(x). Dang wielkosc¢
statyczng K otrzymuje sie, odczytujac z jej linii wptywu odpowiednie rzedne 17 i korzystajac z nastgpujgcego wzoru:

K = ZP,~ ni + : plx) - nix)dx (6.16)
y J

v

llustracjg wzoru (6.76) jest rys. 6.9.

Wzér (6.16) i rys. 6.9 odnoszg sie do najbardziej ogolnego przypadku wyznaczania wielkosci K w uktadze statycznie
niewyznaczalnym (krzywoliniowa linia wptywu K), powstalej wskutek dzialania m.in. obcigzenia o zmiennej intensywnosci.

W praktyce, zamiast calki we wzorze (6.16) stosuje sie uproszczong metode, polegajgcg na podziale linii wptywu i jej
obcigzenia p(x) na paski ograniczone liniami prostymi.

Rys. 6.9

81 R TR T
f 41 E/',‘“
| % E L

I=5 |
e S . -

W przypadku, gdy mamy do czynienia z obcigzeniem o stalej intensywnosci (p(x) = p), wzoér (6.16) przyjmuje postac:
K = ZPi"7i+/)'A (6.17)
i=]

w ktorym A oznacza pole wykresu linii wptywu ograniczone rzednymi, odpowiadajgcymi poczatkowi i koncowi odcinka, na ktorym
dziafa obcigzenie rownomiernie roztozone (rys. 6.10). W uktadach statycznie wyznaczalnych linie wptywu dowolnych wielkosci K
sg prostoliniowe, obliczanie ich rzednych 1, pod sitami skupionymi oraz pdl A pod obcigzeniem rownomiernie roztozonym nie
sprawia wiec trudnosci.

Rys. 6.10

W praktyce podstawowe znaczenie ma wyznaczanie ekstremalnych wartosci wielkosci statycznych, jakie moga powstac
w czasie przejazdu obcigzenia przez konstrukcje. Takie szczegolne potozenie obcigzenia zmiennego, wywolujace najwieksze
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wartosci wybranej wielkosci K nosi nazwe pofozenia najniekorzystniejszego. Jesli linia wplywu wielkosci K zmienia znak,
poszukiwa¢ mozna dwoch najniekorzystniejszych potozen obcigzenia: jedno z nich powoduje powstanie najwigks.;ej dodatniej
wartosci K, drugie - najwiekszej ujemnej wartosci tej wielkosci. Gdy rzeczywiste obcigzenie zmienne stanowig jedna lub dwie sity
skupione oraz obcigzenie rownomiernie roztozone, okreslenie najniekorzystniejszego potozenia obcigzenia jest na ogot oczywiste.
W przypadku obcigzenia zlozonego z kilku sprzezonych sit skupionych, tzn. grupy sit o $cisle okreslonych wzajemnych
odlegtoéciach (np. schematy ruchomych obcigzen taborem kolejowym i samochodowym), ekstremalne potozenie tego obcigzenia
ustala sie zwykle metodg kolejnych prob. Mozna tu takze wykorzysta¢ wskazowki i twierdzenia przedstawione w polecanej
literaturze, a odnoszace sie tylko do linii wptywu ograniczonych odcinkami prostymi.

Sposob praktycznego zastosowania wzoru (6.77) w uktadzie statycznie wyznaczalnym (prostoliniowa linia wptywu) pokazemy
na nastgpujgcym przyktadzie. Wyznaczymy ekstremalne wartosci sity tngcej w przekroju o — o belki swobodnie podparte;
o roznigtosci [ = 20,0 m (rys. 6.11). Belka ta stanowi schemat statyczny kazdego z dwoch stalowych dzwigarow jednotorowego
mostu kolejowego. Na uktad dziatajg nastepujgce obcigzenia: g,=6,5 kN/m — ciezar wtasny konstrukcji, g, = 3,5 kN/m - natozony
na konstrukcje ciezar nawierzchni typu S 60 oraz ruchome obcigzenie taborem kolejowym klasy k = 1 (o = 1,1). Wspdiczynnik
dynamiczny, obliczony zgodnie z normg PN-85/S-10030 ,Obiekty mostowe. Obcigzenia”, wynosi:

o= b e
. \20.0 - 0.2

tym samym kazdy z czterech naciskdw osi P o rozstawie 1,60 m, polozonych symetrycznie na odcinku 6,40 m oraz obcigzenie
rownomiernie roztozone p (rys. 6.11) majg wartosc:

P=11-1,16-250kN = 319 kN
p=1.1-116-80kN/m = 102 kN/m

Rys. 6.11

W celu okreslenia najwiekszej ujemnej sily tnacej w przekroju o - ¢, oddalonym o 6,0 m od lewej podpory ustawiamy
obcigzenie tak, jak to pokazano na rys. 6.12, uwzgledniajac, zgodnie z normg, jego dzialanie obcigzajgce lub odcigzajgce poprzez
zastosowanie wspolczynnikow obcigzen ¥, ktérych wartosci podano na rys. 6.12 i 6.13 przy odpowiednich obcigzeniach.

Rys. 6.12

o4\
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6.0 T 44.0
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maxT =-1,5-319 - (0,3 + 0,22 + 0,14 + 0,06) - 1,5 - 102 - 4 -0,02-04 -
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Natomiast najwigkszg dodatnig site tngcg w przekroju o - « otrzymamy, gdy belka zostanie obcigzona w sposob
przedstawiony na rys. 6.13.

Rys. 6.13

9,09~ |
909—\ —\’
)
[

; \
“ LL\ il
N

ol
90
O
=
l 60 ] 44.0 %
maxT = = 1,5-319-(0,7 + 0,62 + 0,54 + 0,46) + 1,5 - 102 - T <042 -84 -
-09-(6,5+35)- T -03-60+(1,2-65+1,5-3)5) ? - 0,7 - 14,0 = 1435,9 kN

W obu przypadkach pierwszg z sit P ustawiamy nad najwiekszg dodatnig lub ujemng rzedna linii wptywu, tzn. nieskonczenie
blisko z prawej lub lewej strony przekroju o - o, a pozostale sily oraz obcigzenie p w odpowiednich odlegtosciach nad dodatnig
lub ujemng gatezig linii wptywu.

6.7. Przykiad obwiedni momentow zginajgcych

W punkcie 6.1 przedstawiono pojecie obwiedni sily wewnetrznej jako wykresu, ktérego rzedne otrzymujemy obliczajgc
ekstremalng warto$¢ sity wewnetrznej powstalej w przekroju odpowiadajacym danej rzednej. Wykorzystujgc wzor (6.77) i szukajac
najniekorzystniejszego pofozenia obcigzenia (patrz przykiad w punkcie 6.6) sporzadzimy obwiednig momentow dla belki
swobodnie podpartej (rys. 6.14), poddanej dziataniu obcigzenia przedstawionego na rys. 6.11. W tym celu wykorzystamy linie
wplywu momentow w przekrojach 1, 2, 3, 4 i 5, obcigzajgc je najniekorzystnie;j.

Rys. 6.14 4 = ! . : P

1 H

¥ (o

TTTTT ¢

l 4B D |
|

Uktad jest symetryczny, nie ma wiec potrzeby sporzadzania linii wplywu dla pozostatych przekrojow 6, 7, 8 i 9. Linie wpiywu
momentéw przekrojowych w belce swobodnie podpartej bez wspornikow majg rzedne jednego znaku, okreslamy wigc tylko
najwieksza dodatnig wartos¢ momentu w danym przekroju. Sposob obcigzania linii wptywu i wyznaczania rzednych obwiedni
ilustrujg rys. 6.15 + 6.19 oraz odnoszace sig¢ do nich obliczenia.

Linie wplywu momentow zginajacych obcigzono najbardziej niekorzystnie, co Czytelnik moze sam sprawdzi¢. W przypadku
przekrojow 2, 3, 4 i 5 ekstremalng wartos¢ momentu otrzymamy, ustawiajgc jedng z sit P nad najwiekszg rzedng, dwie sity © nad
galezig o wiekszych rzednych, a czwartg site nacisku P nad drugg gatezig linii wptywu. Najwigksza wartos¢ momentu M, powstaje
wtedy, gdy wszystkie cztery sity skupione P obcigzajg gataz linii wptywu o wiekszych rzednych, przy czym pierwsza sita P stoi nad
najwiekszg rzedna.
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Rys. 6.15
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s el L L i
S © I $ g; 53 @ MMMM
"v T 7\- - 7 LIN. M/1
142 Jr 424
: 2:0 48.0

max M, =1,5-319- (1,8 + 1,64 + [, 48 + 1,32) + 1,5 - 102 - 4 (1,08 1,2+ 1,24 - 12,4) +

F (L2560 % 155350 4 1,8+ 20,0 = 4496,2 kNm

Rys. 6.16 >
il e e
z | ’ ~.45

max M, = 1,5 319 (192 % 3,2% 2,66 + 250):4 10+ 102 ~/7— (1,28 1,6 +2,4-12,0) +

+(12:65+15:35) -4 .32 200=78305kNm
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44,0

--—

3[ 6 l L
2f
0

g i

maxM;=15-319-(3,08+ 42+ 3,72+ 324)+ 1,5-102 - L5026 w30, 10,0) +

2y

+(1,2-65+15-35)- T 4,2-20,0 = 10351,0 kNm

Rys. 6.18 ~ )=
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il
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max M, =15-319-(3,84 + 48+ 4,16+ 3,52)+ 1,5- 102 - 7 (3,36 - 5,6 + 3,2-8,0) +

+ (1265 % 15 :395)- /T~4,8 20,0 = 11833,4 kNm
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it My= L5319 (34447 %50 +42) £ 150102 L (30-6,0+38.76)+
(10 6,8 + 1.5~3.5) L 500 20,0 = 122777 kNim

Ekstremalne wartosci max M, +max M, odtozone jako dodatnie rzedne w odpowiednich przekrojach belki, pozwalajg wykreslic
w przyblizeniu obwiednie momentow zginajacych (rys. 6.20). Bedzie to wykres tym dokiadniejszy, im wigcej linii wptywu
momentéw przekrojowych obcigzymy. Oczywiscie, mozna takze zbudowac réwnanie obwiedni, wykorzystujgc funkcje (6.9) lub
(6.11) opisujaca linie wptywu momentu w dowolnym przekroju. Otrzymamy woéwczas funkcjg zmiennej x,, (lub x;,). Sposab ten jest
jednak pracochtonny i skomplikowany w przypadku kilku sit sprzezonych P oraz zwigzanego z nimi obcigzenia p, a takze
wowczas, gdy mamy do czynienia ze zmieniajgcymi znak liniami wplywu i konieczne jest uwzglednienie podanych w normie
rdznych wspdtczynnikow % — o charakterze obcigzajgcym i odcigzajgcym — dla ciezaru wiasnego i natozonego.

Rys. 6.20

OBKIEDNIA M,
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Dt

M)

x 830,5
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!

Ze wzgledu na wyjgtkowe znaczenie, jakie linie wplywu i obwiednie majg w mechanice obiektow inzynieryjnych, zalecamy
Czytelnikowi zapoznanie sie z innymi przykiadami, ktore znalez¢ mozna w podregcznikach: [3] (rozdziat 3.) i [4] (rozdziat 4.).
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