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1. DANE I SZUKANE

Dany jest hiperstatyczny uktad zatamany w planie o schemacie statycznym i obcigzeniu
mechanicznym i niemechanicznym jak na rysunku 1.1. Zaktadamy, ze konstrukcja wykonana jest
z rur stalowych, tzn. Gls =0.769 Ely, ze stali o wytrzymalosci obliczeniowej réwnej 235 MPa,
sredni wspotczynnik obliczeniowy wynosi # = 1,3. Nalezy:

Sprawdzi¢ czy zadany uktad jest rzeczywiscie hiperstatyczny i geometrycznie niezmienny.
Stosujac metode sit rozwigza¢ go od zadanego obcigzenia sitami.

Zaprojektowac wstepnie przekroje pretow stosujac hipoteze wytrzymatosciowa H-M-H.

Po zaprojektowaniu przekrojow rozwigza¢ zadany uktad od obcigzen niemechanicznych.
Przeprowadzi¢ kontrole rozwigzania od obcigzenia mechanicznego i od obcigzen
niemechanicznych (sprawdzi¢ statyczng i kinematyczng dopuszczalno$¢ rozwigzania).
Obliczy¢ warto$¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu oddzielnie od wszystkich
obciazen.

3m

Ar,

| of; %
?A ]

/ 4m / 3m /

7 7 7

Rys. 1.1. Schemat statyczny

Dane do obliczen: F=12KkN; q=4kN/m; M=24kNm; Kks=8 Ely/m3; AT1=20°C;

AT>

=-20°C; AT3=-15°C; AT4=25°C; Ar, =0,03 rad; Ar1 = 0,02 m.

2. Przyjecie ukladow wspolrzednych

Przy rozwigzaniu przestrzennych uktadow konstrukcyjnych niezbgdne jest przyjecie

globalnego uktadu wspotrzednych dla catego uktadu ( przyjeto prawoskretny uktad osi XY Z) oraz
lokalnych uktadéw wspotrzednych xyz dla poszczegdlnych elementdow z osig X bedaca osig preta
oraz 0sig z prostopadla do plaszczyzny dzwigara zatamanego w planie. Przyjety globalny uktad
osi oraz uktad osi lokalnych przedstawiono na rysunku 2.1.
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Rys. 2.1. Globalny i lokalne uktady wspotrzednych

3. Sprawdzenie geometrycznej niezmiennos$ci ukladu i obliczenie stopnia
statycznej niewyznaczalnosci

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci: N, =€-3-1

e=3

t=1
Rys. 3.1. Tarcze i wigzi

n =4-3.1=1

e Uklad sklada si¢ z jednej tarczy polaczonej z ostoja czterema wigziami, wsrdd ktdrych
mozna wyr6zni¢ co najmniej 3 niezbiezne. Caty dzwigar zalamany w planie wraz z ostoja
tworzy uklad geometrycznie niezmienny. Warunki iloSciowe (€2>3-1) i jako$ciowe

geometrycznej niezmiennos$ci sg spetnione

4, Przyjecie ukladu podstawowego metody sil

Uktad podstawowy metody sil otrzymuje si¢ z uktadu zadanego po przecigciu lub odrzuceniu
Nh wigzi 1 zastgpieniu ich niewiadomymi sitami hiperstatycznymi. Uktad réwnan metody sit jest

statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie niezmienny.
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3m

%A ]

/ 4m / 3m /

7 7 7

Rys. 4.1. Uktad podstawowy metody sit

5. Rownania kanoniczne metody sil

Rownania kanoniczne metody sit s rownaniami przemieszczeniowymi. Ogdlna postaé
uktadu réwnan metody sit ma postaé

X F
Od obcigzenia mechanicznego: slle +0, = —k—l
)
. T xlT
Od zmian temperatury: 0, X, +0; = s
S
. . ) A X lA
Od osiadania podpory: S, X[ +8,, = ==

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
: Sis) nadliczbowej od jednostkowej j-tej
_ y y X X n%n N . - .
S _I El, dx +.[ Gl, dx+ Zn: k niewiadomej w uktadzie podstawowym,

_ przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
| o F . . .. . .

S, = J‘ My dx+ j My d Z 5,5, nadllczbqwej od obciazenia mechanicznego
El, w uktadzie podstawowym,

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
S, = J‘ Mo AT, - AT, d Z o AT, -AT, Q. nadliczbqwej od wptywu temperatury
y h My w ukladzie podstawowym,

_ przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
Oin = _Z RyA, nadliczbowej od wptywu osiadania podpor
" w uktadzie podstawowym
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6. Definicja znakowania sil przekrojowych

Momenty zginajace My odktadamy po stronie widkien rozcigganych w plaszczyznie xz. Znak
., jest po dodatniej stronie lokalnej osi z. Momenty skre¢cajace odktadamy w ptaszczyznie xz lub
XY.

Znaki wynikaja z przyjetych lokalnych uktadéw wspotrzednych, a definicja znakowania jest
pokazana na rysunku ponizej i jest nastepujaca:

e Jesli w przyjetym lokalnym uktadzie osi rOwnowazymy obciazenia po stronie zwigzanej
z poczatkiem preta (p) to dodatnie sily przekrojowe maja zwroty przeciwne do
przyjetych osi lokalnych.

e Jesli w przyjetym lokalnym uktadzie osi rdwnowazymy obcigzenia po stronie zwigzanej
z koncem preta (K) to dodatnie sily przekrojowe maja zwroty zgodne z przyjetymi
osiami lokalnymi.

X
= 4

ot

MX/ P
oo
T

z
Rys. 6.1. Definicja znakowania sit przekrojowych

7. Rozwiazanie ramy od obciazenia mechanicznego

7.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od obcigzenia mechanicznego

3m

/ 4m

U

Rys. 7.1.1. Reakcje od obcigzenia sitami w ukladzie podstawowym
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Obliczenie reakc;ji
> Me=M+R{ —q-3m-6m-P-3m=0
24kN-m+F‘e3F—4k—N-3m.6m—12kN~3m=0 = RJ =84kN-m
m
> M =R; +0-3m-1,5m=0

Ry +4k—N-3m~1,5m =0 =R} =-18kN-m
m
Y V=R —q-3m-P=0
PF kN pF
R" —4—-3m-12kN =0 = R =24kN
m

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajacych
MP, =MF, =M -sina = —24kN -m-0,6- = ~14,4kN -m

M;Alz
Myia :q-3m-1,5m=4F-3m-1,5m=18kN -m
M/, :q-l,5m-0,75m=4F-1,5m-0,75m=4,5kN -m

M =—M =-24kN -m

I\WYFBl =-M +q-3m-6m+ P -3m =-24kN -m+4k—N-3m-6m+12kN -:3m =84kN -m
' m

My, =—M +q-3m-3m = —24kN m+ 45N 3 3m - 126N m
' m

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skrecajacych
M[, =M, =-Mcosa=-24kN-m-0,8=-19,2kN -m
MXF,M = M:lA =0
viz vi: kN
Myzo =My =0-3m-1,5m=4-"--3m-1,5m =18kN -m
Obliczenie rzednych sil tnacych
\72',:21 :\72',:12 =0
\72',:A1 =0

Vi, =-q-3m= LA PN
m

V5, =V, =-q-3m= VLR PR
’ ' m

Vi.=Vi,=-q-3m-P= —4k—N-3m —12kN = 24kN
’ ' m
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a) b)

84.0000

-14.4000

Rys.7.1.2. wykresy sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego:
a) momenty zginajace w kN-m, b) momenty skrecajace w kN-m, c) sity tngce w kN

7.2. Rozwiazanie ukladu podstawowego od X:=1

3m

Rys. 7.2.1. Reakcje w uktadzie podstawowym od od X1=1

Obliczenie reakcji
D> M =Ry+X, -6m=0

R+1.6m=0 = R} =—6m
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> Mg =R;—X,-3m=0

Ry -1-3m=0 =R} =3m
DVe=R+X, =0
Iill +1=0 = I§11 =-1
Obliczenie rzednych charakterystycznych momentéw zginajacych
M}, =M}, =0
M}, =0
M, ==X, -3m=-1.3m =-3m
M} =0

M| g =—X,; -6m=—1.6m=—6m
Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skrecajacych
Mi,Zl = Miaz =
Mi,Al = Mi,lA =0
M; s =M, g =-X, -3m=-1.3m=-3m
Obliczenie rzednych sil tnacych
\7zl,21 :\7zl,12 =0
Vzl,Al :Vzl,Al =X, =1
Vzl,ls :Vzl,Bl =X, =1
a)

0.00

il
WHHH [ Rys. 7.2.2. wykresy sit przekrojowych od X; = 1:
' a) momenty zginajgce w m, b) momenty skrecajace W m, c) sily tnace

9



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

7.3. Obliczenie wspotczynnikow i wyrazow wolnych ukladu réwnan
metody sit

Do obliczenia catek we wzorach podanych w p. 5 zastosowano wzory uproszczonego
catkowania (wzor Simpsona lub wzér Wereszczagina).

Mim? YTV E!
511:j d ydx+_fMXMXdx:i-l-(—S’,)me-g-(—3)m+i-1-(—6)m-6m-g-(—6)m+
. X El, 2 3 El, 2 3
1 m? m? m? m?
(-3)m-6m-(-3m =9 - +72.-—+70,2211 -~ =151,2211. -

y y y y

1MF Z1n7 F
5 = [~ [ MM = S 40,0+ 4-4,5kN - m- (—L5)m-+18KN - m-(~3)m} +
s El, Gl, 6El,

3

m
6El

y
3m

+———{(~24)kN -m-0+4-(~-6)kN -m- (~1,5)m+12kN - m- (~3)m} +

+

{12kN - m- (-3)m+4-36kN -m - (—4,5)m +84kN - m - (-6)m} +;~18m-6m-(—3)m =
6El, 0,769El,

2 2 2 2
KN-M" o 7ppkN-m —421,3264kNE|m _ 11638264

y y y y

=-40,5

7.4. Szczegotowa posta¢ ukladu Réwnan metody sil i jego rozwigzanie

3 2 F
151,2211.™ xF _1163.8264 <M __ X = XF =7,6898kN.
El, El, m
8—
El,

7.5. Obliczenie wartosci sit przekrojowych i sporzadzenie wykresow

Rzeczywiste reakcje i sity przekrojowe mozna obliczy¢ rozwigzujgc uktad podstawowy od
obcigzenia i obliczonej w pkt. 7.4 sity hiperstatycznej. Innym sposobem, jest obliczenie reakcji
1 sit przekrojowych korzystajac z zasady superpozycji

Rinﬁil‘xlF_i_F_ziF,
M/ =M, XS +M]

¥iii AN

F 71 F , n\AF
Mx,ij = Mx,ij X+ Mx,ij’
VE =V XS 4V,

zij =

F
zZij"

Reakcje

RT =R! X[ +R" =1m-7,6898kN + 24kN = 31,6898kN,
Rf =R} X[ +R} =3m-7,6898kN —18kN - m =5,0694kN -m,
R =R} X[ + RS =—6m-7,6898kN +84kN -m = 37,8610kN - m.

10
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Momenty zginajace

Pret Punkt My X; M/ M/,
12 2 0 14,4 144
1 0 -14,4 -14,4
A 0 5 ;
1A 3 -15 45 37,0347
1 3 7,6898 5 & 0604
L 0 24 24
18 4 3 12 11,0694
B -6 84 37.8610
Momenty skrecajace
Pret Punkt Mo X M M
12 2 0 19,2 192
L 0 -19,2 19,2
A 0 0 0
1A 1 0 7,6898 5 :
1B 1 -3 18 75,0694
B 3 18 -5,0694
Sily tnace
— - - F
Pret Punkt Zij Xy Vz,ij \h
2 0 0 0
12 . 2 0 o
1A A 1 0 7.6898
1 1 - 6898 -12 ~4,3102
14 L ! ' 12 4,3102
4 1 -12 -4,3102
4B 4 1 24 716,3102
B 1 24 16,3102

Sila w wiezi sprezystej: ST =S} - X =1-7,6898kN -m = 7,6896kN.
a) b)

-19.20

e
S
~

v

Hl T T

\
5.0

‘ Bz
Rys. 7.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego a) momenty
zginajace w kN-m, b) momenty skrecajace w kN-m

11
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Rys. 7.5.2. wykres rzeczywistych sit tngcych w kN od obcigzenia mechanicznego
7.6. Kontrola poprawnosci rozwigzania

7.6.1. Kontrola statyczna rozwigzania

Kontrola statycznej dopuszczalnosci rozwigzania polega na sprawdzeniu czy sily

spetniajg rownania rownowagi na pregtach 1 w wezlach. Wektory sit przekrojowych wskazuja
dodatnie warto$ci zgodnie przyjetymi lokalnymi uktadami wspotrzednych.

Von
Mx.21\T M
I\’I}Ql‘l@) bl
M1
»

M,
\2_12#“ e
I\’IX:Q\TVLQ

Vza
s . Myia A
My - =£IX:IA Me).;;—f'_\ ' v ! —bb- :-Mx:-‘xl
M. p’( ¢ Vzia @
—— v.1B Myia
ﬁz
X
—

Rys. 7.6.1. Podziat na prety 1 wezty, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
Pret B-1

M, =M{,-M;

F s —M Py =—50694kN -m — (~5,0694)kN - m = 0,
Z Mg =M y

yiB

M g, +P-3m—V, kN -6m = —24kN - m —37,8610- m +12kN - 3m — (-4,3102)kN - 6m =0,

12
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SV, =V} V5, — P =—4,3102kN — (~16,3L02)kN —12kN =0.

Wezel 1
ZM MX1A+MyFlB MFlzsina—MXFlzcosa=0+(—24)kN -m—(-14,4)kN -m-0,6 — (-19,2)kN -m-0,8 =0,

dM, =M, -M[;-M[,cosa+M],sina =
= -5,0964kN - m — (~5,0964)kN - m — (~14,4)kN -m-0,8 + (~19,2)kN -m-0,6 =0,
DV, =V 4V, -V, =7,6898kN +0—-7,6898kN =0,

z,1B

7.6.2. Kontrola kinematyczna rozwigzania

Kontrola kinematycznej dopuszczalno$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen uktadu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
kierunkach usunigtych lub przecigetych wigzi. Warto$ci obliczonych przemieszczen muszg by¢

takie, jakie wynikajg ze sposobu podparcia uktadu.

2

E
AL :_>E_1=_7,68E9I8kN _0,0612 kNE-Im
5 8 3 y
1MF M MF
_I T Y dx + j X x= 6EI {o 0+4-(~7,0347)kN - m- (~1,5)m + (~5,0694)kN - m - (~3)m} +

+_63E"|‘ {(~24)kN -m-0+4-(~17,5347)kN - m- (1, 5)m + (=11,0694)kN - m - (~=3)m} +

+3—m{( 11,0694)kN -m - (~3)m + 4-13,3958)kN - m - (—4,5)m + 37,8610kN - m - (-6)m} +

y
2 2 2
L (-5,0964)m-6m-(—3)m=28,7802 ™" | 69 2082 KNM" | (217,547 KN
0,769EI El, El, ]
2 2
1118,5696 M _ g gg5 KN
y Ely

8. Projektowanie przekroju pretow wg hipotezy wytrzymalosciowej
Hubera — Misesa - Hencky’ego (H-M-H)

Projektowanie pretow przyjmujac zalozenia:
$redni wspotczynnik obciazenia: % = 1.3,
wytrzymatos¢ obliczeniowsa stali fd =235 MPa,

modut Younga: E =205 GPa.
Cpeg =0 +3-72 < f,
maxM | - ME.
ol = —yyf, T= i ,  (MF odpowiadajacy max M yF )
w, W, '
71 +|J(maxM ) +0,76- (M[)?

Dlarur w, =2w, stad w > ¢
d

13
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7o (maxMF)? +0,75-(M])?
f, -

~1,3-,/(37,8610kN -m)? +0,75- (~5,0694KN - m)?

ZSSOOOK—N

W 2>

=0,00021085m* = 210,85cm*

Uwzgledniajac, ze uktad skiada si¢ z pretow o sztywnosci El przyjeto rurg okragla RO 193,7 x 8,8
W= 226,07 cm?®, I, =2189 cm4.

Ely = 205000000kN/m?*2189*108m®*=4487,45 kNm?,
ks = 8 Ely/m® = 35899,6 KN/m .

9. Rozwigzanie ukladu od temperatury

9.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od temperatury

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powoduja powstania
sit przekrojowych

9.2. Rozwiazanie ukladu podstawowego od X:=1

Jak w punkcie 7.2

9.3. Obliczenie wyrazéw wolnych ukladu réwnan metody sil
Wyrazy wolne &t nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

AT —AT, AT, AT

é'lT:J‘M)l, ———FPdx= Za

§ |

gdzie ATw to temperatura po dodatniej stronie osi z, ATy to temperatura po stronie ujemnej osi z
h to wysokos¢ przekroju hroi9s7xe.s = 0,1937 m. Do obliczen przyjmiemy: o = 0.000012/°C,

Q. =—3m-3m-%=—4,5m2, Q. =—6m-6m-%=—18m2,
AT, — AT oG — 20°
51T—Za S Sea ~0,000012 . 20C—20°C (1gyme
3 °c’ 0,1937m
+0,000012- i 25C=CISC ) 5ym? ~0,04461m — 0,01115m = 0,0335m

°C 0,1937m

9.4. Szczegolowa posta¢ ukladu rownan metody sil i jego rozwigzanie

3 T EI . 2
151,211 ™ X7 +0,0335m =L = X7 =0, 00022 = 0,002 4487, 45KN-M"__ 0, 9910kN,
El, m m
88—
El

14
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9.5. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykresow
Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji

RI=RE X/
T _ gl T

My =My - X,
MI,ij = M>l<,ij 'XlTv
VzT,ij :Vzl,ij ' XlT :

Reakcje

R’ =R!-X] =1m-(-0,9919)kN =—0,9919kN,

R; =R;- X, =3m-(-0,9919)kN = —2,9757kN -m,

R; =R} X] =-6m-(-0,9919)kN =5,9515kN - m.

Momenty zginajace

11l T T
Pret Punkt My Ay Myy
m kN kN - m
2 0 0
12 1 0 0
1A A 0 0.9919 0
1 -3 e 2,9757
1 0 0
1B B -6 5,9515
Momenty skrecajace
11 T T
Pret Punkt M 2 My
m kN kN -m
2 0 0
12 1 0 0
A 0 0
1A 1 0 -0.9919 0
1 -3 2,9757
1B B -3 2,9757
Sily tnace
71 T T
Pret Punkt Vai Xy Vaiy
1 kN kN
2 0 0
12 1 0 0
A 1 -0.9919
1A 1 1 -0.9919 20,9919
1 1 -0.9919
1B B 1 -0.9919

Sila w wiezi sprezystej: ST =S'. X7 =1-(—0.9919)kN - m =—0.9919kN.

15
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a) b)

0.00

297

2.97

R
a
<

Rys. 9.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia temperaturg
a) momenty zginajace w kN-m, b) momenty skrecajace w kN-m, c) sity rngce w kN

9.6. Kontrola poprawnosci rozwigzania

9.6.1 Kontrola statyczna rozwigzania
Pret B-1
> M, =M — Mg =2,9757kN -m—2,9757kN -m =0,

D Myp=MJ s =M/ -V, -6m=0-59515kN - m — (~0,9919)kN - 6m = —0,0002kN - m,
DV, =V, =V, = (-0,9919)kN — (-0,9919)kN =0.

Wezel 1

DY M, =M, + M —MJ,sing =M, c0sa=0+0-0-0=0,

DM, =M, —MJ; =M, cosa+M],sina =2,9757kN -m—2,9757kN -m -0+ 0=0,
DV, =V, +V, 5, =V = (=0,9919)kN +0 - (-0,9919)kN =0.

9.6.2. Kontrola kinematyczna rozwigzania

A :_X_I:_Mzoumm—w:z 76-10°m
1 Ky si ’ 4487,45kN -m?
m3

16
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MiIMT MIMT St.sT AT, — AT
Ap = |—2Ldx+ | —2dx+ ) 1Y a——LQ =
" I El, -[GIX ~ Kk, - h My
!l oymamloeskNmi——r .1 (Cem.6m.2.59515kN m+
4487,45kN -m? 2 3 4487, 45kN -m? 2 3
; L _(-3)m-6m-2,9757kN -m +0,000012- — . 2XC=20C [ ygy 0,
0,769-4487,45kN -m °C  0,1937m
+0,000012- . BC=CIC ) 52— 0 001989m — 0,015915m — 0,015522m +

°C 0,1937m
+0,044605m —0,011151m =2,78-10°m

10. Rozwigzanie ukladu od przemieszczenia podpor

10.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od przemieszczenia podpor

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powoduja powstania
sit przekrojowych.

10.2. Rozwiazanie ukladu podstawowego od X1=1
Jak w punkcie 7.2
10.3. Obliczenie wyrazow wolnych ukladu rownan metody sit

Wyrazy wolne di4 nalezy obliczy¢ wedtug wzoru
é‘ilA = _Z ﬁ:Arn
n

Przemieszczenia podpory wystepuja w wezle B (przemieszczenie pionowe Ary oraz obrot
Arz). Warto$ci reakcji wyznaczono w punkcie 7.2

S, =—R'Ar, — RJAr, =—(=1)-0,02m —3m-0,03=-0,07m

10.4. Szczegélowa postac ukladu rownan metody sil i jego rozwigzanie

3 A EI . 2
151,2211. T X 4 (-0,07)m =31 = X =0,000463— = 0,000463 448 AHKN M _5 755k,
El, g M m
El,

10.5. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykresow
Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji

RiAzﬁil'XlA; MA =M1

A
X,j xij | Xl )

My =My X7, VS5 =V XL

Z,ij

17
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Reakcje

R} =R} - X} =1m-2,0755kN = 2,0755kN,

Ry =R;- X =3m-2,0755kN = 6,2266kN -m,

RS =R} - X =—6m-2,0755kN =—12,4531kN -m.
Momenty zginajace

1l A A
Pret Punkt My X Myy
m kN kN -m
2 0 0
12 1 0 0
1A A : 2,0755 :
1 -3 ’ -6,2266
1 0 0
18 B -6 -12,4531
Momenty skrecajace
1l A A
Pret Punkt M i My
m kN kN -m
2 0 0
12 1 0 0
A 0 0
1A 1 0 2,0755 0
1 -3 -6,2266
18 B -3 -6,2266
Sily tnace
71 A A
Pret Punkt Vi X4 Vaiy
1 kN kN
2 0 0
12 1 0 0
A 1 2,0755
1A 1 1 2,0755 20755
1 1 2,0755
18 B 1 2,0755

Sila w wiezi sprezystej: S* =S!. X =1.2,0755kN - m = 2,0755kN.

a) b)

1.78

=12.44

Rys. 10.5.1. wykresy rzeczywistych sil przekrojowych od obcigzenia temperatura
a) momenty zginajgce w kN'm, b) momenty skrecajgce w kN-m,

18
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-0.00

-0.99,

Rys. 10.5.1. wykresy rzeczywistych sit tngcych w kKN
10.6. Kontrola poprawnosci rozwigzania
10.6.1 Kontrola statyczna rozwigzania

Rys. 9.6.1. Podziat na prety 1 wezty, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi

Pret B-1

SM, =M2, — M2, =—6,2266kN -m — (~6,2266)kN -m =0,

SM, 5 =M2, M2y~ -6m=0—(~12,4531)kN -m — (2,0755)kN - 6m = 0,0001kN - m,
SV, =V, VA, =2,0755kN —2,0755kN =0.

Wezel 1

dM, =M}, +Mp —M2 sing =M, cosa=0+0-0-0=0,

DM, =My, —M2, =My, cosa + My, sina = (—6,2266)kN - m — (=6,2266)kN -m—0+0 =0,
SV, =V, VS, VA =2,0755kN +0 - 2,0755kN =0.

10.6.2. Kontrola kinematyczna rozwiazania

A X_ 2,0755kN
ok, 8-4487,45kN -m?

==-5,78-10"°m

MlMA MlMA S_l.SA _
A= —Ldx+ | —=—2dx+> " _NM'R'Ar =
“ IE|y IGIX Z K, Z
:;2-l-(—3)m-3m2-(—6,2266)kN-m+;2-3-(—6)m-6m-g'(—12,4531)kN-m+
4487,45kN -m* 2 3 4487,45kN -m* 2 3
1

+ ~-(~3)m-6m- (—6,2266)kN - m — (~1)-0,02m —3m- 0,03 = 0,00416m + 0,03330m +
0,769 4487,45kN -m

+0,03248m -0,07m=-5,78-10"m

19
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11. Obliczenie przemieszczenia

Do wyznaczenia przemieszczen wykorzystano twierdzenie redukcyjne, ktore pozwala na to
aby jedno z otrzymanych rozwigzan bylo w ukladzie statycznie wyznaczalnym. Poniewaz
rzeczywiste sity wewngtrzne zostaty uzyskane we wczesniejszych punktach, nalezy rozwigzaé
dowolny uktad podstawowy od sity jednostkowej w miejscu i kierunku szukanego

przemieszczenia. Gdy znane jest rozwigzanie uktadu hiperstatycznego, przemieszczenia
wyznaczane s3 Z€ WZorow:

_ MMy MMy S+ -Sn
AaF_I el dx+_[ Gl dx+§n -
MM e (MM Sy Sy, AT, AT,
AaT_j e dx+_|. ol dx+zn: ) +Zp:a n Q.
MY s TV e 5SS e
aA—j e dx+_[ ol dx+Zn: c Zn:RnArn

11.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obcigzenia jednostkowego
w miegjscu i na kierunku szukanego przemieszczenia

3m

/ 4m

7 7

Rys. 11.1.1. Reakcje od a=1
Obliczenie reakcji

Y Mg =R¢+a-9m=0

RY +1-9m=0 =R =-9m
> M =Ry +a-4m=0

R +1-4m=0 = R =—-4m
szB = §1“+a:O

R'+1=0 =R"=-1

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajacych
M ;,21 =0

20
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Mjn —o-5m=-1-5m=5m
=M ;"M 0
=—0-3m=-1.3m=-3m
MjBl —a-9m=-1-9m=-9m
Obliczenie rzednych charakterystycznych momentéw skrecajacych
an = Mflz -
M :<ZA1 =M flA 0
Mjle = I\/IffBl =a-4m=-4m=4m

Obliczenie rzednych sil tnacych

b)

-0.00

4.00

4.00

Rys. 11.1.2. Wykresy sit przekrojowych od sity jednostkowej na kierunku szukanego
przemieszczenia: a) momenty zginajagce w m, b) momenty skrecajagce w m

11.2. Przemieszczenie od obcigzen sitami

“MyF M |\/|F
j dx + j X dx= 6EI M (0-0+4-(~7,0347)kN - m-Om + (~5,0694)kN - m-Om} +
+63?"|‘{( —24)kN -m - (~3) + 4- (~17,5347)kN - m- (=4,5)m + (~11,0694)kN - m - (—6)m} +
3m

+6?{( —11,0694)kN - m - (-6)m +4-13,3958)kN - m- (—7,5)m + 37,8610kN - m- (-9)m} +

y

2
2L o (CB)m. (“14,4)KN m+ ——~— . (=5,0964)m - 6m- 4m = 0+ 227,0220°N ™" _
El, 2 0,769EI, ]

2 2 2 2
_338,2012°N ™ 10 KN-M L 158,212y KM g9 2910KN™ _ 4 0190m

y y y y
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11.3. Przemieszczenie od zmian temperatury

MiMT MM T sa s AT, — AT,
AH—J- el Ldx+ J o, dx + z +Za Qg, =0+
6m 1
+ ~{(-3)-0+4-(-6)-+(-9)-5,9515} + 0+ > -4m-6m-2,9757kN - m +
6-4487,45kN -m 0,769-4487,45kN -m
+0,000012. . —2XC-20°C I -9M g, 6 gog012. L 22 LT 5
°C 0,1937m 2 °C 0,1937m
=0-0,0279m +0+0,0207m +0,8921m = 0,0821m
11.4. Przemieszczenie od osiadania podpor
MsM MM ST [ —— 1 1 2
A= —LLdx+|—2—dx+ ) " NRAr =——————.=.0m-5m-=-(—6,2266)kN - m
=] El, J Gl, Z K, Z "7 4487,45kN -m? 2 3 )
;2-—.( _5)m-5m-2-0kN -m+
4487,45kN -m* 2 3
6m
+ -4(3)-0+4(-6) - (-6,2266) + (-9) - (—12,4531)} +
5287, a5 e 100+ 4C0)( )+ 9 )

1
_l’_
0,769 -4487,45kN - m?
—0,433m+0,02m+0,12m = 0,155m

-4m-6m- (~6,2266)kN - m — (~1)-0,02m — (~4m)- 0,03 = 0+ 0,583m + 0 —

22



