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Układ dany
Ćwiczenia audytoryjne nr 1

Dany jest hiperstatyczny układ załamany w planie o schemacie statycznym i obciążeniu

niemechanicznym jak na rysunku 1.1. Zakładamy, że konstrukcja wykonana jest z rur stalowych

(tzn. GIs =0.769 EIy,) RO 219.1 x 8, ze stali o współczynniku sprężystości podłużnej

E = 205 GPa,. Należy:

▪ Sprawdzić czy zadany układ jest rzeczywiście

hiperstatyczny i geometrycznie niezmienny.

▪ Stosując metodę sił rozwiązać go od

zadanych obciążeń niemechanicznych.

▪ Przeprowadzić kontrolę rozwiązania.

▪ Obliczyć wartość przemieszczenia

w zaznaczonym miejscu oddzielnie

od wszystkich obciążeń

niemechanicznych.
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Dane do obliczeń: k = 1∙10-10 EIy/m
3; T1 = 10 °C; T2 = -20 °C; T3 = -15 °C; T4 = -35 °C;

r1 = 0,01 rad; r1 = 0,02 m; r3 = 0,03 rad; r4 = 0,04 m.

EIy = 205000000 kN/m2 ∙ 2959,58 ∙ 10-8 m4 = 6067,139 kN∙m2,

k = 0,1 ∙ EIy/m
3 = 0,1 ∙ 6067,139 kN∙m2 /m3 = 606,7139 kN/m.
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Przyjęcie układu współrzędnych
Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Przy rozwiązaniu przestrzennych układów konstrukcyjnych niezbędne jest przyjęcie globalnego 

układu współrzędnych dla całego układu ( przyjęto prawoskrętny układ osi XYZ) oraz 

lokalnych układów współrzędnych xyz dla poszczególnych elementów z osią x będącą osią 

pręta oraz osią z prostopadłą do płaszczyzny dźwigara załamanego w planie. Przyjęty globalny 

układ osi oraz układ osi lokalnych przedstawiono na rysunku 
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Sprawdzenie geometrycznej niezmienności układu 

i obliczenie stopnia  statycznej niewyznaczalności

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Stopień statycznej niewyznaczalności: 3hn e t= − 

Układ składa się z dwóch tarcz. Każda z tarcz jest połączona z ostoją trzema niezbieżnymi

więziami. Cały dźwigar załamany w planie wraz z ostoją tworzy układ geometrycznie niezmienny.

Warunki ilościowe ( ) i jakościowe geometrycznej niezmienności są spełnione
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Układ podstawowy metody sił i równania 
kanoniczne metody sił
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Układ podstawowy metody sił i równania 
kanoniczne metody sił

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Definicja znakowania sił przekrojowych
Ćwiczenia audytoryjne nr 1



8

Rozwiązanie układu podstawowego od X1=1
Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Rozwiązanie układu podstawowego od X1=1
Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Rozwiązanie układu podstawowego od X1=1
Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Rozwiązanie układu podstawowego od X1=1
Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Obliczenie współczynników i wyrazów wolnych 
układu równań metody sił
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Obliczenie współczynników i wyrazów wolnych 
układu równań metody sił

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Obliczenie współczynników i wyrazów wolnych 
układu równań metody sił

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Obliczenie wartości sił przekrojowych i sporządzenie wykresów

Innym sposobem, jest obliczenie reakcji i sił przekrojowych korzystając z zasady superpozycji

Reakcje:

Siła w więzi sprężystej:

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Obliczenie wartości sił przekrojowych 

Momenty zginające
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Momenty skręcające
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Obliczenie wartości sił przekrojowych
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Obliczenie wartości sił przekrojowych

Siły tnące
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Kontrola poprawności rozwiązania – kontrola statyczna rozwiązania

Kontrola statycznej dopuszczalności rozwiązania polega na sprawdzeniu czy siły spełniają

równania równowagi na prętach i w węzłach. Wektory sił przekrojowych wskazują dodatnie

wartości zgodnie przyjętymi lokalnymi układami współrzędnych.

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Obliczenie przemieszczenia

Do wyznaczenia przemieszczeń wykorzystano twierdzenie redukcyjne, które pozwala 

na to aby jedno z otrzymanych rozwiązań było w układzie statycznie wyznaczalnym. 

Ponieważ rzeczywiste siły wewnętrzne  zostały uzyskane we wcześniejszych 

punktach, należy rozwiązać dowolny układ podstawowy od siły jednostkowej w 

miejscu i kierunku szukanego przemieszczenia. Gdy znane jest rozwiązanie układu 

hiperstatycznego, przemieszczenia wyznaczane są ze wzorów:

Ćwiczenia audytoryjne nr 1
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Rozwiązanie układu podstawowego od obciążenia jednostkowego                  
w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia

4m 4m

3m

4m

k
EIy

EIy

E
I

y

=1

B

A

2

1

1R
R

2

R
5

R
6

R
4

R
3

Ćwiczenia audytoryjne nr 1



22

Rozwiązanie układu podstawowego od obciążenia jednostkowego                  
w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia
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PRZEMIESZCZENIE OD ZMIAN TEMPERATURY
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Ćwiczenia audytoryjne nr 2

METODA PRZEMIESZCZEŃ
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ

Ćwiczenia audytoryjne nr 2
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METODA PRZEMIESZCZEŃ - RAMA PŁASKA
Dana jest rama płaska o schemacie i obciążeniu mechanicznym jak na rysunku. Należy:

• Sprawdzić warunek ilościowy i jakościowy geometrycznej niezmienności układu.

• Stosując metodę przemieszczeń rozwiązać ramę od podanego obciążenia mechanicznego 
(obliczyć siły) przekrojowe

i sporządzić ich wykresy.

• Zaprojektować wstępnie 

przekroje na zginanie.

• Rozwiązać ramę od zadanego 

obciążenia niemechanicznego.

• Przeprowadzić stosowne 

kontrole rozwiązania

w obu przypadkach..

Dane do obliczeń: F = 8 kN; 

q = 4 kN/m; M = 20 kN m; 

k = 8 EI/m3
,

Rys. 1. Schemat statyczny

Ćwiczenia audytoryjne nr 2
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Ćwiczenia audytoryjne nr 1

SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOŚCI UKŁADU 
I OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOŚCI

Rys. 2. Tarcze i więzi
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ

LUB

Ćwiczenia audytoryjne nr 2
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ
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ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ PRZEMIESZCZEŃ
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Ćwiczenia audytoryjne nr 2

PODZIAŁ UKŁADU NA ELEMENTY, DLA KTÓRYCH DANE SĄ WZORY 
TRANSFORMACYJNE   
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PODZIAŁ UKŁADU NA ELEMENTY, DLA KTÓRYCH DANE SĄ WZORY 
TRANSFORMACYJNE   I WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY 
OBROTU WĘZŁÓW

Rys. 3. Numeracja węzłów i typy prętów
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PODZIAŁ UKŁADU NA ELEMENTY, DLA KTÓRYCH DANE SĄ WZORY 
TRANSFORMACYJNE   I WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY 
OBROTU WĘZŁÓW



36

Ćwiczenia audytoryjne nr 2

WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WĘZŁÓW
Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu węzłów budowany jest model przegubowy. Należy:

• zwolnić więzi przenoszące momenty

• pominąć więzi sprężyste

• należy odebrać stopnie swobody przesuwu prętom typu wspornik, oraz prętom o lewym końcu 
utwierdzonym, a prawym utwierdzonym z przesuwem poprzecznym (należy dodać więź oznaczoną linią 
przerywaną)

Rys. 4. Model przegubowy
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WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WĘZŁÓW

Rys. 4. Model przegubowy
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WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WĘZŁÓW

Dopiero analiza kinematyczna potwierdza, że model przegubowy po dodaniu      

2 więzi jest geometrycznie niezmienny, tak więc stopień swobody przesuwu 
węzłów n=

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu więzi translacyjnych
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STOPIEŃ GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOŚCI UKŁADU
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UKŁAD PODSTAWOWY METODY PRZEMIESZCZEŃ
Układ podstawowy tworzymy z układu danego przez dodanie nj więzi rotacyjnych i n więzi 
translacyjnych (w tym przykładzie 2 więzi rotacyjne i 2 więzi translacyjne). Układ podstawowy 
metody przemieszczeń, pokazany na rysunku jest geometrycznie wyznaczalny.

Rys. 6. Układ podstawowy metody przemieszczeń
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UKŁAD PODSTAWOWY METODY PRZEMIESZCZEŃ


