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Rozwiązywanie układów statycznie niewyznaczalnych 

(hiperstatycznych) metodą przemieszczeń 

Tok postępowania

1. Wyznaczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalności
- podzielenie układu na zbiór elementów opisanych wzorami transformacyjnymi, 

- wyznaczenie nf liczby stopni swobody obrotu węzłów (niezerowych kątów obrotu 

wynikającej z zastosowanych elementów i sposobu podparcia układu danego),

- wyznaczenie nd stopni swobody przesuwu węzłów:

• budowa modelu przegubowego układu przez odrzucenie więzi sprężystych,  

zamianę węzłów na węzły przegubowe, korektę więzi podporowych (dodanie 

więzi), jeśli  wśród przyjętych elementów był wspornik i/lub pręt sztywno-

sztywno-suwny z przesuwem prostopadłym do osi pręta,
• obliczenie nd >=2w-p-r, gdzie w – liczba węzłów,  p – liczba prętów,  r – liczba 

elementarnych sztywnych więzi podporowych,

• określenie rzeczywistej liczby stopni swobody przesuwu węzłów po dokonaniu  

analizy kinematycznej – sprawdzeniu warunku jakościowego geometrycznej  

niezmienności modelu przegubowego z dodanymi więziami,

- obliczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalności ng = nd + nf
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2. Przyjęcie układu podstawowego metody przemieszczeń

Układ podstawowy metody przemieszczeń = układ zadany po dodaniu nf więzi 
rotacyjnych i nd więzi translacyjnych.

W układzie podstawowym należy narysować obciążenia, podać wymiary i 

sztywności prętów, oznaczyć węzły – początkowe numery muszą być w tych 

węzłach w których dołożono więzi rotacyjne, wyróżnić włókna uprzywilejowane.

3. Ogólna postać układu równań metody przemieszczeń:
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4. Rozwiązanie układu podstawowego od danego obciążenia
- szkic konstrukcji i obciążenia,

- obliczenie momentów brzegowych poszczególnych elementów,

- wypisanie momentów węzłowych 

- obliczenie równoważników obciążenia i zaznaczenie sił równoważnych na  

schemacie konstrukcji,

- sporządzenie wykresu momentów zginających w układzie podstawowym od 

obciążenia danego 

5. Rozwiązanie układu podstawowego od kąta obrotu 
- szkic konstrukcji i obciążenia,

- obliczenie momentów brzegowych poszczególnych elementów,

- sporządzenie wykresu momentów zginających w układzie podstawowym od 

obciążenia kątem obrotu węzła  

6. ... powtarzamy punkt 6 tyle razy ile wynosi 
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7. Rozwiązanie układu podstawowego od przesunięcia węzła  
- szkic konstrukcji i obciążenia,

- sporządzenie planu przesunięć i obliczenie kątów obrotu cięciw,

- obliczenie momentów brzegowych poszczególnych elementów,

- sporządzenie wykresu momentów zginających w układzie podstawowym od 

obciążenia przesunięciem węzła 

8. ... powtarzamy punkt 7 tyle razy ile wynosi 

9. Obliczenie współczynników układu równań (reakcji w dołożonych 

więziach) stosujemy wzory:
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10. Szczegółowa postać układu równań metody przemieszczeń

11. Obliczenie momentów brzegowych i sił w więziach sprężystych... 

– korzystamy z superpozycji  

- lub ze wzorów transformacyjnych,

gdzie rzeczywiste kąty obrotu cięciw obliczamy ze wzoru 

12.Obliczenie brzegowych sił tnących 
- wykorzystujemy równania równowagi elementów obciążonych danym 

obciążeniem i momentami brzegowymi lub wzory transformacyjne

13.Obliczenie sił osiowych
- wykorzystujemy równania równowagi węzłów, przy czym znane są siły tnące, 

obciążenia węzłów i wartości reakcji w więziach sprężystych
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14.Obliczenie rzędnych charakterystycznych momentów zginających 

(pod siłą skupioną, w środku obciążenia rozłożonego lub maksimum, 

z 2 stron momentu skupionego) i sporządzenie wykresów  

rzeczywistych sił przekrojowych

15.Przeprowadzenie kontroli rozwiązania
- sprawdzenie statycznej dopuszczalności rozwiązania (równania równowagi 

elementów i węzłów, równania równowagi układu jako całości)

- sprawdzenie kinematycznej dopuszczalności rozwiązania (sprawdzenie ciągłości 

konstrukcji – obliczenie nh przemieszczeń).
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Stopień geometrycznej niewyznaczalności jest sumą niezależnych 

składowych przemieszczeń: obrotów węzłów 𝑛𝜑 i składowych przesunięć 

węzłów 𝑛𝛿, które w pełni określają warunki brzegowe prętów na które 

został podzielony układ. 

ROZWIĄZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODĄ 

PRZEMIESZCZEŃ

𝑛𝜑- liczba niezależnych współrzędnych 

rotacyjnych (liczba niezależnych obrotów 

węzłów) 

𝑛𝛿- liczba niezależnych współrzędnych 

translacyjnych liczba niezależnych 

składowych przesuwów węzłów)

𝑛𝑔 = 𝑛𝜑 + 𝑛𝛿
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USTROJE GEOMETRYCZNIE NIEWYZNACZALNE. 

METODA PRZEMIESZCZEŃ

WZORY TRANSFORMACYJNE

Momenty zginające i siły tnące wywołane są obrotami końców  pręta        

oraz przesunięciami prostopadłymi do osi pręta                  

Ponieważ  przemieszczenia wzdłuż osi pręta nie wywołują momentów 

zginających i sił tnących (tylko siły osiowe), stąd na rysunku 

przedstawiono pręt, którego końce doznają tylko obrotów i przesunięć 

prostopadłych do osi pręta.  
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