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Rozwigzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

ok postepowania

1. Wyznaczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci
- podzielenie uktadu na zbidr elementow opisanych wzorami transformacyjnymi,
- wyznaczenie n_, liczby stopni swobody obrotu weztow (niezerowych katow obrotu
wynikajacej z zastosowanych elementow i sposobu podparcia uktadu danego),
- wyznaczenie n, stopni swobody przesuwu weztow:
» budowa modelu przegubowego uktadu przez odrzucenie wiezi sprezystych,
zamiane weztow na wezty przegubowe, korekte wiezi podporowych (dodanie
wiezi), jesli wsrod przyjetych elementow byt wspornik i/lub pret sztywno-
sztywno-suwny z przesuwem prostopadtym do osi preta,
e obliczenie n; >=2w-p-r, gdzie w - liczba weztdéw, p - liczba pretow, r - liczba
elementarnych sztywnych wiezi podporowych,
« okreslenie rzeczywistej liczby stopni swobody przesuwu weztow po dokonaniu
analizy kinematycznej - sprawdzeniu warunku jakosSciowego geometrycznej
niezmiennosci modelu przegubowego z dodanymi wieziami,
- obliczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci n,=ns+n,




Rozwigzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

2. Przyjecie uktadu podstawowego metody przemieszczen
Uktad podstawowy metody przemieszczen = uktad zadany po dodaniu n . wigzi
rotacyjnych i n, wiezi translacyjnych.
W uktadzie podstawowym nalezy narysowac obcigzenia, poda¢ wymiary i
sztywnosci pretdw, oznaczyc wezty - poczatkowe numery musza by¢ w tych
weztach w ktorych dotozono wiezi rotacyjne, wyrdzni¢ wtokna uprzywilejowane.

3. 0golna postac uktadu rownan metody przemieszczen:

Sk @+ Y ki, 8, +ko =0, i, j=12..n,
= =



Rozwigzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

4. Rozwigzanie uktadu podstawowego od danego obcigzenia
- szkic konstrukcji i obcigzenia,
- obliczenie momentow brzegowych poszczegolnych elementow,

- wypisanie momentow weztowych
- obliczenie rownowaznikow obcigzenia i zaznaczenie sit rownowaznych na

schemacie konstrukcji,
- sporzadzenie wykresu momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od

obcigzenia danego
5. Rozwiqgzanie uktadu podstawowego od kqta obrotu ¢, =1
- szkic konstrukcji i obcigzenia,
- obliczenie momentow brzegowych poszczegolnych elementow,
- sporzadzenie wykresu momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od

obcigzenia katem obrotu wezta Mi}
6. ... powtarzamy punkt 6 tyle razy ile wynosi N,




Rozwiagzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

7. Rozwiqzanie uktadu podstawowego od przesunigcia wezta §, =1
- szkic konstrukcji i obcigzenia,
- sporzadzenie planu przesuniec i obliczenie katow obrotu cieciw,
- obliczenie momentow brzegowych poszczegolnych elementow,
- sporzadzenie wykresu momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od
obcigzenia przesunieciem wezta Mi}

8. ... powtarzamy punkt 7 tyle razy ile wynosi N
9. Obliczenie wspotczynnikow uktadu rownan (reakcji w dotoZzonych
wieziach) stosujemy wzory:

=2 My Ky, K == M+ M)
k _M;I, _Z(Mﬂ_i_Mﬂ) l)”l] +Zk5n k(;
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Rozwigzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

10. Szczegotowa postac uktadu rownan metody przemieszczen
11. Obliczenie momentow brzegowych i sit w wieziach sprezystych...
- korzystamy z superpozycji M, =M; -, +..+ M5 +..+ M;

j
El.
lub ze wzordw transformacyjnych, M; = —"[aij @y Ty 05 — Gy ]+ Mi?
]

gdzie rzeczywiste katy obrotu cieciw obliczamy ze wzoru W = Z‘//i? .0,

12.0bliczenie brzegowych sit tnqcych

- wykorzystujemy réwnania rownowagi elementow obcigzonych danym
obcigzeniem i momentami brzegowymi lub wzory transformacyjne

13.0bliczenie sit osiowych

- wykorzystujemy réwnania rownowagi weztéw, przy czym znane sg sity tnace,
obciagzenia weztdw i wartosci reakcji w wieziach sprezystych




Rozwigzywanie uktadow statycznie niewyznaczalnych
(hiperstatycznych) metoda przemieszczen

14.0bliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajqcych
(pod sitq skupiong, w srodku obcigzenia roztozonego lub maksimum,
Z 2 stron momentu skupionego) i sporzqdzenie wykresow
rzeczywistych sit przekrojowych

15.Przeprowadzenie kontroli rozwiqgzania
- sprawdzenie statycznej dopuszczalnosci rozwigzania (rownania rownowagi
elementow i weztow, rownania rownowagi uktadu jako catosci)

- sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnosci rozwigzania (sprawdzenie ciggtosci
konstrukcji - obliczenie n, przemieszczen).




d Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Rozwigzanie ramy od przemieszczenia podpor
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BN ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA
PRZEMIESZCZEN

Podstawowa klasa pretow
sztywno -sztywny sztywno- tyzwa
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(sz-s2) (sz-tyz)
sztywno- sztywno- wspornik przegubowo-
przegubowy przegubowy

(sz-przeg) (sz-wsp) (przeg-przeg)
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ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA
PRZEMIESZCZEN

Stopienn geometrycznej niewyznaczalnosci jest suma niezaleznych
sktadowych przemieszczen: obrotow weztow n,, i sktadowych przesunigec
weztow ng, ktore w petni okreslaja warunki brzegowe pretow na ktore
zostat podzielony uktad.

n,- liczba niezaleznych wspotrzednych
rotacyjnych (liczba niezaleznych obrotow
weziow)

n,=n,+ns

ns- liczba niezaleznych wspoétrzednych
translacyjnych liczba niezaleznych
sktadowych przesuwow weztow)



USTROJE GEOMETRYCZNIE NIEWYZNACZALNE.
METODA PRZEMIESZCZEN
WZORY TRANSFORMACYJNE

Momenty zginajace i sity tnace wywotane sg obrotami koncow preta
¢, ¢ oraz przesunieciami prostopadtymi do osi preta Vi oraz vi.
Poniewaz przemieszczenia wzdtuz osi preta nie wywotuja momentow

zginajacych i sit tnacych (tylko sity osiowe), stad na rysunku
przedstawiono pret, ktorego konce doznaja tylko obrotow i przesuniec
prostopadtych do osi preta.
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Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETA PROSTEGO - teoria rzedu 1-go

El, . El, o
M, =— la,-@, +b, 9, —c, -w,)+ M, M, == la,-@,+b, @, ~c, w,)+ M,
if ij
r Efﬂ ra r Eff}f ra
h - I? ’ (_ Cyy @,;,. —Ci @ﬁ + d{'; ) WJ.'; )-4—}# ? L.F' - I° ) (- C -.;p” ~Ci "?}..H +d4}' ] w’! )+ [(ﬂ'
i if

gdzie ajj, a;i, bij = by, ¢ij = a; + by, ¢ji = a; + by, dij = d;i = ¢ij + ¢;i sa wspolezynnikami zaleznymi od typu
preta.

Wspolczynniki te dla wybranych typoéw pretow o stalej sztywnoSci zestawiono w tabeli ponizej

1 j a; | a; | by=b;|ci=a;+b;|ci=a;+b;| dj=di=c;+c;
— 4 | 4 2 6 6 12
F— 3 0 0 3 0 3
—Al 1 1 -1 0 0 0
— 0 0 0 0 0 0
< 0] 0 0 0 0 0
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Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Rozwiazanie ramy od przemieszczenia podpor
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Politechnika
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hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci uktadu

Szkic tarcze —wigzi

t=1, e=2+2+1+1=6

Warunek ilosciowy geometrycznej niezmiennoSci: e >= 3-1.

6 > 3, warunek spelniony.

Warunek jakosciowy:

Uktad sklada si¢ z jedne) tarczy podpartej 6 wieziami wérod ktorych mozna wyrdznic 3

niezbiezne, wobec tego warunki geometrycznej niezmiennosci: ilociowy e > 3-¢ 1 jakosciowy
- 3 niezbiezne wigzi - s3 spelnione.




@ Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy

itechnika
Wroctawska

hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

3.1 Podziat uktadu na elementy o znanych wzorach transformacyjnych i
obliczenie liczby niezaleznych obrotow n,

® | 0s - zbedny
P1=7
| ;L@
¢=0
@ (3 - zbedny

04 - Zbedny

I'l:p:].




&} Przyktad numeryczny - rozwiagzanie ramy

Politechnika
Wroctawska

hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

3.2 Zbudowanie modelu przegubowego uktadu i obliczenie liczby
niezaleznych przesuniec¢ ns

- odrzucamy wiezi sprezyste, wszystkie wezty zamieniamy na przegubowe, dodajemy wiez, jeshi
stosujemy element typu wspornik i/lub sztywno — sztywno-suwny (przesuw prostopadly do osi

preta)
Model przegubowy Model przegubowy po dolozeniu 2 wigzi
korekta
®; <@ ®; 4@
@
I

1 1
® ®

@ @ o @ ; @ @

® ®

Liczba wezléw w=9, liczba pretow p=8, liczba wiezi podporowych r =8.
Warunek konieczny, ale niewystarczajgcy — minimalna liczba wigzi translacyjnych

ng,z2-w—p-r=2%¥9-8-8=2

Warunek dostateczny — analiza kinematyczna modelu przegubowego po dolozeniu 2 wigzi
translacyjnych — model jest geometrycznie niezmienny wobec tego n; =2




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

. Przyjecie uktadu podstawowego metody przemieszczen

Uklad podstawowy — uklad zadany, w ktérym dodano ne wiezi rotacyjnvch 1ns wiezi
’[Iallslacyﬂnych W ukladzie tym oznaczymy wezly — poczatkowe numery dajemy w we;zlach

z dodanymi wieziami rotacyjnymi.

Ogodlna postac ukiadu rownan metody przemieszczen ® F

B ,_ = : = o £
ky -@ +ky 0, kS +ky, = @ i,
kp @ +kp -0, kg6 +ky =0, — S E] ﬁ Ly
» » - L - - - 4 E Arz
Aﬂl'l?}l'i'ﬂﬂ‘r'[}!+AEH'[}H+AH{:‘—ﬂr R,

£
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WZORY OKRESLAJACE WSPOLCZYNNIKI UKEADU ROWNAN - teoria rzedu 1-go

Reakcje (momenty) w dodanych wieziach rotacyjnych wywolane jednostkowymi obrotami dodanych
wigzi rotacyjnych

K k, =Y M) +k? =Ya,-EJ,[L, +k?, k,=M]=b,-EJ,[L, ,dla j=i
J J

o0

gdzie M,.'j=M,j((p,.=l)=aU-Ellj/LU, Mijsz,j((/)I.:l):bU-EJu/L,j,
Jj —numery wezléw polaczonych pretami z wezlem 7.
Reakcje (momenty) w dodanych wigziach rotacyjnych wywolane jednostkowymi przesunigciami w miejscach 1
kierunkach dodanych wiezi translacyjnych

: i B B - Bz ~PRey b B
K, k'ﬁ_z,:M" ——Zl:c,j-EJ‘j/L‘]-t//U, 5 gdzie MU —M./(bﬁ—l)—_cq'EJ,,/L,,"/’u-
l//f =y, (0, =)= Afj /L,] — kat obrotu cigciwy preta ij ,
A'z =A, (0 , = 1) —wzajemne poprzeczne przesunigcie koficow preta ij .
Reakcje (momenty) w dodanych wigziach rotacyjnych wywolane obciagzeniem danym

k.= Z M ;" -M?
J

: R =R oA
Kfm’ kio—éklA—ZMlj
J
klA == Z M;)I
L J
gdzie M ;F, M ;A, M ;’7 — momenty na koncu i preta ij wywolane obcigzeniem,

M — moment obciazajacy wezel i.
Reakcje (silty) w dodanych wigziach translacyjnych wywolane jednostkowymi obrotami wigzi rotacyjnych
K&p; kav :_Z(MUI' +M/’t)'w!7 = Zl/':fl 'Alizf :_Zcﬂ 'EJU/LU "//17 ’




K,: =—Z(M’+Mﬁ}wg ZV’ ﬂ Z ji u/L:; Vi s

g *
odzie V)=V, (p,=1)=—c,-EJ, /(L,] .
Reakcje (sily) w dodanych wieziach translacyjnych wywolane przesunigeciami w miejscach 1 kierunkach

dodanych wif;zi translacyjnych
K =Y (M} +M%})-y; +Zk“ ALY -ALF =

if
—ZV*? A +2k:’ ALY -ALY =3d, -EJ, L, -py -wl + 3 k7 -ALY AL
5 if 5

53

gdzie ALY - Wj,rdluzeme wigzi spreZystej translacyjnej wywolane przemieszczeniem o, = 1.
Reakcje (sity) w dodanych wieziach translacyjnych wywolane obcigzeniem danym

ko = =2 (M + M)y =3 Fy
K,: k =4km=—Z(Mf*+M“ﬁ) v, +Zk" ALY -AL®

ke == (M" + M7y -y + 3 k7 -ALT - ALY

gdzie ) — przemieszczenie w miejscu i kierunku sity F, wywolane przemieszczeniem 6, =1,
ﬂL‘;ﬁ . ﬂL‘;T — wydluzenia wiezi sprezystej translacyjnej] wywolane przemieszczeniem A lub

zmiana temperatury.



: Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Rozwigzanie uktadu podstawowego od przemieszczenia podpor
(p1=0, &= 0,6n=0)

Ar, =0.012

4 m




{E)l ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO

Politechnika

£ OD PRZEMIESZCZENIA PODPOR

Plan przemieszczen obréconych
i plan przemieszczen mozliwych

r 4"=1"=3" 4 8"2" lldo1-2

&

w =—0.02m/5m=-0.004, . =0,
Vi =0,  wiei=0, 5" =—Ar, =—0.02m.

R —_—




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Obliczenie momentow brzegowych w ukladzie podstawowym od przemieszczenia podpor
(wykorzystano wzory transformacyjne dla przyjetych elementow)

dMﬁ”:EEEHJO+24MH2—6{—QMHH:Oﬁﬁmfz,
Sm m

ﬂ1$’:EE{HJMH2+2+D—6{—QNHH:Oﬁmﬁéz,
" Sm m

MY =M =MXY =0.

M, =2Elp, /L

M, =4Elp, /L ¢
3

— 2 roo_ 2
V,=—6Elp, /L V,=-6Elp,/L

® 0.0288 E7/n

M, =2Elp; /L ‘/—’ERE M, =4Elp, /L o 1

|
V, =6kl | 2 ot V, = —6klg, I




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Rozwigzanie ukiadu podstawowego od przemieszczenia 6 = 1

(obc. =0, 1= 0, &= 0)

— plan przesunie¢ obroconych i biegunowy plan przesunie¢ obroconych

Plan przemieszczen obroconyvch
i plan przemieszczen mozliwych

E
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[ .

2 81=1

1 : T — ]:
| v ! ﬁ:ﬁ;’:ﬁr-
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D -7 "
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- Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Wzajemne przemieszczenia koncow elementow

Ap=—1  A,=+125 A, =+/2=14L A.=0, &/ =-1.75.

Katy obrotu cieciw: lp’ii = A, /L,

yy, ==1/5m=-0.2/m. w =+1.25/5m=+0.25/m.

v, = +4/2/43/2m = +0.25/m wis =0.




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Rozwigzanie uktadu podstawowego od przemieszczenia i = 1
(obc. =0, ¢p1=0, 5=0)
— plan przesunie¢ obroconych i biegunowy plan przesunie¢ obréconych

Plan przemieszczen obroconych
i plan przemieszczen mozliwych

5"

E
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Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Wzajemne przemieszczenia koncow elementow
= ! —_ / —_—— —_— _— 34 —_
Katy obrotu cieciw:

wl=+1/Sm=+02/m. yf =0.
W = —/2/4\2m =-0.25/m. wii =0.




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Obliczenie wspoitczynnikow uktadu rownan metody przemieszczen

Elementy macierzy sztvwnosci (reakcje w dolozonych wieziach w ukladzie podstawowym
od jednostkowych przemieszczen tych wiezi — pierwszy indeks oznacza miejsce, drugi przvezyne).

EI,,
ky = ZM:; +k, >, 7 . ay +ky,
J J 1j
.,
=‘jEI-4+ _EI 342 -3+E:(1.6+D.6+0.53033+1)E:3.730332
Jm J1m 4. \/E m m m m
1-2 1-3 1-4 '—-i":_l
EI
b =My -3, v
J J 1j
-0. 25 25
=—2E‘T-6-( 02)— BT 3025 Ei 3,92 :(0.48—0.15—0.1326)E—{:0.1974E—{
~Sm m Sm m 4.42m m m- m-

b W
1-2 1-3 1-4




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

ET. ET.
JIE‘I"II :_Z (ﬂi{; HU;)W;; + ka "55{1 '5.;2 = ZL—J‘({:} +Cj:') W; I}{/rj- :ZL—quj W;— W; =
iJ n iJ if i, J ij
—0. —0.2 25 0.25 25 0.25
_2EI 12 02}_( 0 )+:EI_3_O *}_O *}+ Eai _3_02 _02 2E] (=1.75)- (- ]?*})_
% m m m Sm m m 4.42m m m L111
122 1-3 : 1 ] K,
=(0.192+0.033141+ 0.0375 + 6.125) Ei =6.3 18?6£
m 111
El.
kg =kygp = ZL—qu'W;'W:‘f:
iJ i
— 25 25 (=0.25
ZZEI 12 02 ) ET UZW_E_'_ E£ _3.02 [ 0 J ZEI (~1.75).- (1)_
\'5 m m ]l m m 4.42m m o m /
1-2 1-3 s ' K,
ET E7
=(~0.192+0-0.0375-3.5)— =-3.72515—

m m



Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

ET.
kin =k :ZL—Jdrj 'W;‘ 'W:‘f =
iJ i
—0. 2 25 25 (=025
_2EL 4, 202 (02 B 5025 0, B 5 02 ( 0 }+2{I-(—1.75)-(D=
‘5 m m m 211 m m 4.4/2m m m . m )
12 1-3 s ' k.
El El
=‘(—0.192—|—0—0.0375—3.5)—3=—3.72515—3
m m
EI.
. i .5 G 5 3
ko —_Z 7 } dg Wy ¥y =
i.j i
2ET 02 02 EI _ 0 0 EI —0.25) (-0.25) 2EI
=—— .12. . + — 3= —+——3. . + F 1-1=
Sm m m Sm mm 4..2m m m m
12 123 ) 3 ’ k.
2(0.192+0+0.0375+2) L 220515 2L
m m

ki =k,

kp =k



Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

b =Y M = (@@*&Oﬂ+&@+&?_@]£ ~ 001922

J o 1-2 1-3 1-4 1-5 m m

fepy == (M +M P oyl + D kg - S0 8, =
i.J n

EI (=02 025 025 0| 2EI
=— ({}.0192+D.{}288)—-( ]+D- +0- +0-—t+—(-0.02m) (- 1.75)=
11 111 m m m m
. o — [ — [mm——y—
1-2 1-3 1-4 1-5 ks
=(0.0096 + 0.07) E{ =0,0796 E{
m- m-

kg, = —Z(M;?ﬂ +M§ﬁ) : wfj +> kg, -6 S =
i.J n

=—4(0.0192+ D.OZSS}E-(£]+ 0.2,0.292,0.2 +£-(— 0.02m)-(+1)=

m m m m m m’
Y LS p— —_— LS p— [S——
1-2 1-3 1-4 1-5 kz

— (= 0.0096 - 0.04) =L = _0.0496 =2

2 2

m- m-




Przyktad numeryczny - rozwigzanie ramy
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Szczegotowa postaé uktadu rownan metody przemieszczen i jego
rozwigzanie

3.?3032-401” + 0.19?4E—{-é‘f —0.34?4‘5—{ S5+ 0_0-192E =0,
m m- m m
0.1974 E{ ol + 6.38?GE—£ 57— S.TZS'IE—J!; + 5;"' Jr{}.{}?'?)fiE—‘[,i,r =0,
m- m m m
—0.3474‘2-@? — S.TZS'IE—imﬁf + 2.2251E—£-5§r —0.0496‘5—5 =0.
m- m m m

Rozwiazanie

o =-0.00101086,
5,7 =0.02014635m,
5, =0.05586085m.
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Obliczenie wartosci momentow brzegowych ze wzorow

transformacyjnych
EI:" Ar . ~ A .
ﬂz’;’ =7 [ny. qﬁ:’;’ +b, (pj:’ —c, -(yf; -8 +yf§ 8y )]+ﬂ»f§a’
if
_ ' ~
M5 = %EI-[4-(—0.00101086)+2-0—6-(( 0'2]-0.02014535m+&-0.05585085111}}
211 111 _ m
EI EI EI
+0.0192— = (- 0.00162 + 0.00967 — 0.02681—0.0192) — = 0.000440— =
m 1 m
S4KN - m>
_ 0.000440. 204N o0 m
m
.. 2EI -02 0.2
MY == -[4-0+2-(— 0.00101086)—6-(( ]-0.02014535m+-0.05585085111}}
2111 111 _ 1m
+ 0.0288E = (0-0.00081+0.00967 —0.02681+0_0233)E _ 0_00044(.)E =
11 11 m

2054 kN -m’
_ 0.010848. L2034KN-mM” _ o) N m
1m
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.
—-[3-(— 0.00101086)— 3-[0"3 : 0.020146351u+£-0.05586085;;.=H+ 0=
m m

EI 12054kN-m’
— (~0.00061—0.00302) == = —0.00363- N 43.7376kN-m

m 11

25
M = E_‘r -{3-(—0.00101086)—3-(2-0.[}2014635m+(

~0.25
m

]-0.05586085111] +0=
442 m m _

2054kN-m’
_ (- 0.00054 — 0.00267 + 0.007406) ZL = 0.004199. 120N _ 54 61511N - m

1m m

EI 12054 kN-m”
MY =k, - ¢ =—==(-0.00101086)= 2 0.00101086=12.1849kN - m
m 1m
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Obliczenie sit przekrojowych i sporzadzenie wykresow

Obliczenie sil tnacych z réownan rownowagi elementow i sil osiowych z rownan réwnowagi
wezlow

Element 1-2

2. X=0, N,=N_=0.

i]klr-} i'ik}-r?
DM, =0 V,-5m+M,+M, =07V, =- 1': *=
5m

v, = 5.299?1{N-111:130.?66kN-u1 27 2131KN.
Sm

> Z=0. V;—-Vy =0V, =V, =-272131 K"
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Element 1-3

_A.[ — 3‘. 3 "
S M, =0V, Sme My, =0 = V= - E — + 75761‘N M _ ¢ 7475KN.
Jm am

SZ=0, V=V, =87475 kN.
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Element 1-4

4m

>X=0, Ny-N, =0= N, =N,

N41|< ,‘
M 50.6151kN -
= s SOOLIN-m_ ¢ o6
5.66m 5.66 m

S7Z=0, -Vt Vy=0= V, =V, =-89426 kN
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Wezel 1

ZXzO,

N, +Nj-cosff—Vysmp—N,cosa—V,sma+V; =

=0+ N, -0.6-8.7475 KN-0.8— N, -0.7071—(—8.9426 kN)-0.7071 = 0,
N;-0.6-N,,-0.7071-0.6747kN =0

Y Z=0.
—V, =Ny -smf—-Vicos f—N,sma+V,cosa+ N, =
A = (-27.2131kN)- N, -0.8 -8.7475 KN-0.6 — N, - 0.7071+(—8.9426 kN)-0.7071=0.
Nis :):I; ~ N, -0.8-N_,-0.7071+15.6413 kN =0
Vis
@ M, M,

N

- V.. Vv B
N4 14 13 Ny
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Obliczenie sil osiowych z rownan:

Ny -0.6—N,, -0.7071—0.6747 kN =0,
~N,,-08-N,,-0.7071+15.6413 kN =0,
1.4 N, —163160 KN=0 = N, =+11.6543 kN,
Ny -0.6—0.6747 kN

N, = _ — 1+8.9349 kN
0.7071

Rownanie kontrolne

ZMl =0,

MY —ﬂsfﬁ'_f —,Ml‘:_;”l —M —-M7 =12.1849kN-m —(5.2997-43.7376+50.6151+ 0) kKN -m =
— (12.1849+12.1?72) KN-m=0.0077 kN-m
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Obliczenie momentow zginajacych

Rzeczywiste momenty zginajace na koncach elementéw maja wartos¢ rowna momentom
brzegowym. znak zalezy od wyroznionych wlokien

M =+5.2997kN-m,

M3 =-130.7660kN - m,

M} =-43.7376kN -m,

M} =-50.6151kN-m,

MY =0.00kN-m.

M; =0.00kN . -m,

Obliczenie momentu zginajacego w srodku elementu 1-2 1 elementu 1-4

M, = (Mﬁj" + MY ) 2 =(5.2997-130.766)kN -m/2 = —62.7332kN - m,
MY =MY/2=-50.6151kN -m/2 =-25.3075kN -m.




B Przyktad numeryczny - rozwiazanie ramy
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Wykresy sil przekrojowych

- 27.21 kN
-27.21 kN

—
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\62. 73 kKN m
N\

-130.77 kN m

i
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Kontrola poprawnosci rozwigzania

Sprawdzenie statycznej dopuszczalno$ci rozwigzania - rOwnowaga pretow 1 wezlow, zostala
wykonana przy obliczaniu sil tnacych 1 ositowych.

Sprawdzenie globalnych rownan rownowagi. Obliczenie reakcji przez odpowiednie rzutowanie
sit ostowych 1 st tnacych

R) =V, -=+27.2131kN.

RY =—N, sin f—V, cos f=—11.6543kN-0.8—8.7475kN - 0.6 =-14.5719kN.

RY =N, cos f+V, sin f =—11.6543kN-0.6+8.7475kN - 0.8 =0.00542 kN.

RY =—N, sina+V, cosa =-8.9349kN-0.7071+ (—8.94267kN)-0.7071=-12.6412kN.
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Uwaga: Kontrolnie obliczymy reakcje w wiezi sprezyste] R, ze wzoru
Riz — R55 — _;‘:5 . 5‘3 = —}(5 . (55 . 5}_'\.:» + S:I . 5;3' 1 (")‘SM!'):

2E]

= — (—=1.75-0.02014635m +1-0.05586085m - 0.02m )= —-14.57901kN
=
m

Globalne rownania rownowagi

> X=0. —R;, =-0.00542KkN.
>Z=0. R, +R, +R, =+272131kN-14.5719kN -12.6412kN =0,

S M, =0,

M_~R, -2m+R, -Tm+M, =
— 12, 1849kN - m—27.2131kN - 2m—12.6412kN - 7m+130.766kN -m = 0.0363kN -m
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hiperstatycznej od obcigzenia niemechanicznego

Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnosci rozwiazania (sprawdzenie przemieszczen)

Analizowana rama jest 3-krotnie statycznie niewyznaczalna (patrz punkt 2), nalezaloby wiec
sprawdzic 3 przemieszczenia, ktorych wartosci znamy. Obciazenie jednostkowe do obliczenia
przemieszczen przylozymy w ukladzie statycznie wyznaczalnym powstalym z ukladu danego
przez usuniecie 3 wiezi — obu wiezi sprezystych 1 wiezi momentowe] w wezle 2.
Przemieszczenia w miejscu usunietych wiezi powinny wynosic

MY 12 N-m _ —12. N m’
_ 12.1849kN m _ 12.1849kN m — ¢, =—0.0010186.

A =——2
k, EI/m EI
RY ~14.5719k <N m’
awo B ZHSTIORN g 5559 KNI _ 14 000604m,
i ks 2ET/m ET

A3 =g, =0.
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Uktad rzeczywisty Uktad podstawowy MS
@ —
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Rozwigzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakcji:

> X=0 = R} =0.

D> M;=0. R.-9m+1=0= R, =-01111/m.
> Z=0. R, +R, =0> R, =+01111/m

ngzﬂumm
|=

4 m

3m
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M, M, S¥S!
A = j I, ’ 1+Z

1-2.1-4 i

—ZR Ar,

5
- [5.29971<N1u-0.5556+4-(-62.73321<Nm)- 0.5556/2—130.766kN m- 0]+

6-2FET
5.66m
6 EI

[ 50.6151kN m- (-0.4444)+ 4 (-25.3075kN m) - (-0.4444/2) + 0)] +

KN m’

—{(-0.111/m)- (- 0.02m)+0-0.012} =14.6188 —-0.00222 =

KN m*
—14.6188 - ——0.00222=0.001213—0.00222 = —0.00101
12054 kN m?
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Rozwiqgzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakci:

2
> X=0 = R, =0

L9m+1-2m=0 = R} =-0.2222.

R
R.+R. +1=0> R =-0.7778

|

©
0.7778-5m

—-|-.
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w*u
Ar
Ay = J EI

1-2.1-3,1-4 ij

__om [5.2997 kNm-(—3.889u1)+4-(—62.73321<Nu1)-(—3.839111}*2—130.?661<Nm-0m]+

6-2E]
5m

6
5.66 m

[—43 7376kNm-3m+4-(—43.7376 kNm)-3m/4—0kNm-0m|+

+ [-50.6151kN m- (-0.8888m) + 4-(-25.3075kN m) - (-0.8888m/2) + 0) |+ =

R 3
KNW™ ) 004444m —

-{(-0.2222/m)- (- 0.02m)+0-0.012} = 60.9020

- 3
= 60.9020 KN'm ——0.004444m = 0.005052m - 0.004444m = 0.000608 m
12054kNm"
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Rozwiqzanie ramy statycznie wyznaczalnej od P, =1
Obliczenie reakcji:
> X=0 = R =0.

> M,=0. R -9m+1=0=> R; =-0.1111/m.
> Z=0. R, +R, =0=> R} =+0.1111/m.

0.1/ m-4m=
2
7

=\0.4444

4m

foaliies
Il
=
=
=

|=

4m
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1,1”1,13
- EI.

1-2.1-4 if
Sm
6-2FET
5.66m
_|_
6 ET

[5.2997kN m- (- 0.4444)+ 4+(—62.7332kN m)- (- 0.4444-1)2-130.766 kN m - (- 1)] +

[-50.6151kN m- (-0.4444)+ 4 (-25.3075kN m) - (-0.4444/2) + 0) ]+

kKN m?

-{(-0.111/m)-(—0.02m)+1-0.012} =171.4518 ~0.014222 =

=171.4518 KN =0.014224-0.014222=0.000002

12054 kKNm*




