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OBLICZANIE PRZEMIESZCZEŃ W UKŁADACH HIPERSTATYCZNYCH 

Dana jest rama płaska o schemacie i obciążeniu jak na rysunku. Należy:

• Sprawdzić warunek ilościowy i jakościowy geometrycznej

niezmienności układu. 

• Stosując metodę sił rozwiązać ramę od obciążeń

niemechanicznych

• Przeprowadzić kontrolę rozwiązania (sprawdzić statyczną

• i kinematyczną dopuszczalność rozwiązania).

• Obliczyć wartość przemieszczenia w zaznaczonym miejscu

Dane : T1 = 10 °C; T2 = -20 °C; T3 = -15 °C; T4 = 25 °C; 

Dr1 = 4 cm; Dr2 = 0,06 rad; kj = 18254,019 kNm/rad. 

Układ składa się z prętów o sztywności EI oraz 2EI, przyjęto:

IPE 160 dla prętów o sztywności EI oraz  2 IPE 160 dla pręta

o sztywności 2EI (EI =1825,4019 kNm2
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SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOŚCI 

UKŁADU  I OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ

Układ składa się z jednej tarczy połączonej z ostoją pięcioma więziami, wśród których 

można wyróżnić co najmniej 3 niezbieżne.  Cała rama wraz z ostoją tworzy układ 

geometrycznie niezmienny
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UKŁAD PODSTAWOWY METODY SIŁ

Układ podstawowy metody sił otrzymuje się 

z układu zadanego po przecięciu lub pozbawieniu

nh więziami i zastąpieniu ich niewiadomymi siłami

hiperstatycznymi. Układ równań metody sił jest 

statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie 

niezmienny.
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POSTAĆ OGÓLNA UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X1=1) kN∙m
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1)kN
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1) 
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OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKÓW UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ
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OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD WPŁYWU TEMPERATURY

Wyrazy wolne iT należy obliczyć według wzoru

gdzie DTw to temperatura po stronie włókien 

uprzywilejowanych, DTp to temperatura po stronie 

przeciwnej do włókien uprzywilejowanych 

a DTo= (DTw+DTp)/2 jest temperą w osi pręta 

symetrycznego, h to wysokość przekroju. 

Do obliczeń przyjmiemy: a = 0.000012/oC,   

hIPE 160 = 0,16 m
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OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD WPŁYWU TEMPERATURY

Δ𝑇0,12 = (−15 + 25)/2 °𝐶 = 5°𝐶

Ω ሜ𝑀𝑦,12
1 = −1 ⋅ 5 ⋅

1

2
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1

2
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= 5,6665𝑘𝑁 ⋅ 𝑚,
Δ𝑇0,2𝐵 = (10 − 20)/2 °𝐶 = −5°𝐶,
Ω ሜ𝑀𝑦,2𝐵

1 = 0,

Ω ሜ𝑀𝑦,2𝐵
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= 1,3332𝑘𝑁 ⋅ 𝑚,
Ω ሜ𝑁𝑥,2𝐵

2 = −0,6667 ⋅ 4 𝑘𝑁 ⋅ 𝑚

= −2,6668𝑘𝑁 ⋅ 𝑚.

2
m

2
m

kj

3m

2
m

4
m

IP
E
16

0

IP
E

1
6

0

2
IP

E
1

6
0

Dr1

Dr2

3m

kj

X2

X1=-17,7422kN·m

X1=-17,7422kN·m

Dr2

T
1

T
2T

3

T
4

2
m

Di

IP
E
16

0

IP
E

1
6

0

2
IP

E
1

6
0

Dr1

Dr2Dr2

T
1

T
2T

3

T
4

0 , a a
D − D 

=  + D  
 
 i i

y y

w p

iT iM N
p p

T T
T P

h

T1 = 10 °C; T2 = -20 °C; T3 = -15 °C; T4 = 25 °C



Laboratorium nr 5                                                                                            Metoda sił

OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD WPŁYWU TEMPERATURY
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POSTAĆ SZCZEGÓŁOWA UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD WPŁYWU TEMPERATURY
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OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD OSIADANIA PODPÓR

Wyrazy wolne iD należy obliczyć według wzoru

Przemieszczenia podpory występują w węźle A (obrót Dr2) oraz w węźle B (pionowe Dr1). 

Ponieważ przecięto więź podporową (zastępując ją siłą X1), w której zadano przemieszczenie, 

prawa strona pierwszego równania, która jest rzeczywistym przemieszczeniem w tym miejscu, 

równa jest temu przemieszczeniu.
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POSTAĆ SZCZEGÓŁOWA UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

OD OSIADANIA PODPÓR
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Wykresy rzeczywistych sił od wpływów temp. Wykresy rzeczywistych sił od osiadania podpór

OBLICZENIE WARTOŚCI SIŁ PRZEKROJOWYCH I SPORZĄDZENIE 

WYKRESÓW

Reakcje i sił przekrojowych obliczono korzystając z zasady superpozycji.
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OBLICZENIE SZUKANEGO PRZEMIESZCZENIA

Do wyznaczenia przemieszczeń wykorzystano twierdzenie redukcyjne, które pozwala na to aby

jedno z otrzymanych rozwiązań było w układzie statycznie wyznaczalnym. Ponieważ rzeczywiste

siły wewnętrzne zostały uzyskane we wcześniejszych punktach, należy rozwiązać dowolny układ

podstawowy od siły jednostkowej w miejscu i kierunku szukanego przemieszczenia. Gdy znane

jest rozwiązanie układu hiperstatycznego, przemieszczenia wyznaczane są ze wzorów:
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD SIŁY 

JEDNOSTKOWEJ NA KIERUNKU SZUKANEGO PRZEMIESZCZENIA
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD SIŁY 

JEDNOSTKOWEJ NA KIERUNKU SZUKANEGO PRZEMIESZCZENIA
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OBLICZENIE PRZEMIESZCZENIA OD WPŁYWÓW TEMPERATURY
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OBLICZENIE PRZEMIESZCZENIA OD OSIADANIA PODPÓR
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