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FT T

»Aktywna Platforma Informacyjna e-scienceplus.pl".

Materiat dydaktyczny pt. "SB1" zostat przygotowany z mysla o studentkach
i studentach Wpydziatu Budownictwa Ladowego i Wodnego Politechniki
Wroctawskiej jako pomoc w nauce przedmiotow pt. Mechanika ogolna oraz
Podstawy statyki budowli. Jest to uzupetnione potgczenie dwdch materiatéw:
skryptu z 2018r. pt. "PSB" oraz skryptu z 2022r. pt. "MO-uktady sit".

Kontynuacjg biezgcego materiatu bedzie skrypt z 2023r. pt. "SB2" jako pomoc
do samodzielnej nauki przedmiotu pt. Statyka budowli, ktéry jest rozwinieciem
Podstaw statyki budowli, bedgcym dalszym ciggiem materiatu Mechaniki ogdlnej
(zaréwno na studiach stacjonarnych, jak i niestacjonarnych W-2 PWr).

SB1 sktada sie z 6 czesci:

1. Dowolne uktady sit - ptaskie i przestrzenne;

2. Analiza kinematyczna ptaskich ustrojéw;

3. Sity w ptaskich ustrojach pretowych statycznie wyznaczalnych;

4. Zasada prac przygotowanych w ptaskich ustrojach pretowych;

5. tuki ptaskie statycznie wyznaczalne.

Suplement zawiera rozwigzane pfaskie uktady pretowe statycznie wyznaczalne
metody analityczng oraz wybrane sity z wykorzystaniem zasady prac
przygotowanych.

Oprécz powyzszych skryptdw dostepny jest réwniez materiat dydaktyczny
22017 . pt. "PDB"  jako pomoc do samodzielnej nauki przedmiotu
pt. Podstawy dynamiki budowli.

Poniewaz myslg przewodniag skryptu jest tylko i wytgcznie pomoc w nauce statyki,
wiekszos¢ zaprezentowanych uktadéw wyglada "nieco sztucznie" w poréwnaniu z

tymi, ktére spotyka inzynier w praktyce konstrukcyjnej.

Wszystkie skrypty wykonane sa w ramach projektu pt.: Atlas Zasobow Otwartej
Nauki AZON.

Wroctaw, grudzien 2022 r Monika Podwdrna

T~

projekt AZON

Monika Podworna
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Statyka
jest dziatem mechaniki
zajmujgcym sie badaniem rownowagi statycznej uktaddw obcigzen

i przeksztatcaniem tych uktaddw.

Stowo STATYK A&
tacinskie ,,statum” = stoje (nieruchomo).

greckie ,0TATOG" -utrzymujgcy réwnowage

statyka ]i II1 blm 1. «dzial mechaniki, nauka
o rownowadze cial poddanych dzialaniu sils:
Zc statyki oraz ze znanych do$wiadczen mecha-
nicznych, np. z wahadlem, wiemy, ze cialo znaj-
duje si¢ w stanie réwnowagi, gdy jego §rodek
ciezko$ci znajduje si¢ najnizej. Bur. Fiz, X, 22.
Dla techniki budowlanej najwazniejszy jest dzial
statyki, dla techniki maszynowej — dzial dy-
namiki. SiBxL. Stat. 7, Nie rozumiem dotychczas,
na mocy jakiego prawidia statyki nie spadiem
na ziemi¢ — musialem zapewne oburgcz trzy-
maé si¢ kulbaki. Lam J. Glowy I, 125. Gabinet
mechaniczny pelny rozmaitych modeléw do sta-
tyki i hydrostatyki, mechaniki, rolnictwa etc.
nalezgcych. Staszic Dzien. I, 283.

2. «w znaczeniu ogblnym: réwnowaga, brak ru-
chu»: Romantycy i neoromantycy podkrelali

dynamizm uczué wyrazonych w muzyce, im- Stownik jezyka polskiego,

presjogizm za§ przeciwnie, podkreéla statyke pod redakcjq

nastroyu. Los. Muz. 299. / /L Witolda Doroszewskiego

(gr. statikés = utrzymujacy réwnowage) Wydawnictwo PWN 1969
KODEKS Ku przestrodze: (Zrodto: https://web.archive.org/)

HAMMURABIEGO §22.

Jesli murarz obywatelowi dom zbudowat, a pracy swej
(odpowiednio) nie umocnit i dom zbudowany zawalit sie
i spowodowat $mier¢?®® wiasciciela domu, murarz ten zostanie
zabity;

268 ., . . , . ., .
uStamit od mdatum — ,,umrzec¢", a nie ,,zabi¢" (dakum).

Uzyty tu temat sprawczy (temat S) nalezy tumaczyé dost. ,, spowodowaé, ze zmart”
=>  spowodowat Smierc".

Monika Podworna
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CZESC PIERWSZA
UKLADY SIt

1. WPROWADZENIE

Podstawowe pojecia wektorowe:

(zob. M. Klasztorny, Mechanika techniczna.)

modul/

Zwrot

punkt
Zaczepienia

\ kierunek

Zrodfo: Wektor — Wikipedia, wolna encyklopedia

Dowolny wektor a jest sumg trzech rzutéw, pokazanych na rysunku ponizej.

Zapis analityczny wektora @ ma postac:

<Y

Sktadowe wektora sg liczbami, ktére mogg byé dodatnie, ujemne lub réwne zeru.

a=(ax,ay,az)
d=a=a,+a,+a,
a=

axéy +ayé, +a,e,

a=a,i+ ay]_'+ a,k

gdzie ay, ay, a, s3 sktadowymi wektora.

Strona 5

Jezeli wektor (zob. rysunek) jest zaczepiony w punkcie 0(0,0,0), to sktadowe wektora s3

réwne wspoétrzednym koricowego punktu wektora A(xy4, Y4, Z4), tj.:
Ay = X4 —Xo = X4 — 0 = xy4,
Ay =Ya—Yo=Ya—0=Ya,
A, =2Z4— Zg = Zy — 0 = z4.

Modut (warto$¢) wektora a jest zawsze liczbg dodatnig i wynosi

a=lal=lal = ’a,zc+a32,+a§

poniewaz wektor a jest przekatng prostopadtoscianu rozpietego na rzutach.

Monika Podworna
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Wektor swobodny jest okreslony przez wartos¢, zwrot i kierunek oraz moze by¢ przesuwany
rownolegle. Wektor moze by¢ dowolnie obrany w przestrzeni. Wektory swobodne mozna

réwnolegle do siebie przesuwaé bez zmiany ich znaczenia.

Przyktad — wektor momentu pary sit.

Wektor liniowy jest okreslony przez wartos¢, zwrot i prostg dziatania.

Qi

Przyktad — wektor sity.

Wektor zaczepiony jest okreslony przez wartos¢, zwrot, prostg dziatania oraz punkt

zaczepienia. Wektor, ktérego punkt poczgtkowy musi znajdowac sie w Scisle okreslonym
punkcie.

Qi

Przyktad — wektor momentu wzgledem punktu A.

Monika Podworna
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Suma dwdch wektorow jest okreslona wzorami:
C=a+b=cee,+cyé,+c,8,
gdzie

Cy = a, + by
=ay+by

c,=a,+b,
Wektor ¢ jest przekatng réwnolegtoboku rozpietego na wektorach a i E, gdzie

a = ayé, +a,é, +a,é,orazb = byé, + b,é, + b,ée,.

Roznica dwoch wektorow jest okreslona wzorami:

a—b=a+(-b)=cly+c,é,+c.e,

(]
Il

gdzie

Wektor ¢ jest przekatng réwnolegtoboku rozpietego na wektorach a i (—b_), gdzie

a = ayé, + a,e, + a,é, oraz (—b) = —b,e, — b, &, — b,é,.

Mnozenie wektora przez skalar jest okreslone wzorami

C=S-a=cyy+cye, +cye,

gdzie
Cy = Sy
¢y = sa,,
c, = sa,

Wektory a oraz € sg kolinearne (wspétliniowe).

Monika Podworna
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lloczyn skalarny dwoch wektoréw jest okreslony wzorem

a s=asb=a,b,+a,b,+a,b,

lloczyn skalarny dwdch wektoréw jest rowny modutowi pierwszego wektora pomnozonemu
przez sktadowg drugiego wektora na kierunek pierwszego wektora.

Wynik iloczynu to skalar. lloczyn skalarny jest przemienny.

lloczyn wektorowy dwdch wektorow jest okreslony wzorami

Az
c=axb
& &, &
c=ax B =[x ay a4z
by by, b,

C=aXb=cyly+c,é, +c,e,

gdzie
a a
y z
Cx by bz —_ aybz - azby,
a, a,
Cy = — b, b, = —(ayb, — a,by) = a;by — ayby,
a, ay

bx by = axby - aybx.

W powyzszych wzorach wykorzystano zapis wyznacznikowy i rozwiniecie Laplace’a wedtug
elementow pierwszego wiersza. W wyniku otrzymuje sie wektor prostopadty do ptaszczyzny
utworzonej przez wektory a oraz b, o zwrocie zgodnym z regulq prawej dfoni (regutqg sruby

prawoskretnej) i wartosci réwnej polu réwnolegtoboku rozpietego na wektorach @, b, czyli

c=a-b-sina.
lloczyn wektorowy nie jest przemienny: b X @ = —a X b

Monika Podworna
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Cosinusy kierunkowe wektora a wynosza

AZ a
cosa, = cosa = —
a
ay
cosa, =cosf =—
a
aZ
cosa, = cosy = —

Istnieje zaleznos¢:

cos® a, + cos® a, + cos?a, = 1

Wersory sg wektorami jednostkowymi, okreslajgcymi kierunek i uprzywilejowany zwrot
rzutow wektora na osie.
Dowolnej osi u przyporzagdkowany jest wersor é,, ktérego sktadowe mozina obliczy¢ na

podstawie wektora geometrycznego na tej osi, tj.:

p = pxéx t pyéy + pze;

gdzie:
Px = X4 — Xp,
Py =Ya— VB

Pz = Zy — Zp,

p=pi+p3+pZ.

Zapis analityczny wersora é,, ma postac:

€y = eyxe, t+ euyéy + ey.€,,

Az
gdzie:
AT eue =15,
« euy = %y’
_ u =

Monika Podworna
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2. SILA NA PLASZCZYZNIE | W PRZESTRZENI

Definicja:
(zob. W. Szczesniak, Zbidr zadar z mechaniki teoretycznej. Statyka.)
Sita jest pochodng przestrzenng energii kinetycznej punktu materialnego. W mechanice
teoretycznej znane sg dwie definicje sity:
2 definicja Newtona: jako pochodna pedu
d(mv)

P =
dx

zapis wektorowy
2 definicja Leibnitza w przypadku prostoliniowego ruchu punktu materialnego o statej

masie

zapis skalarny

Sita jest pojeciem abstrakcyjnym, poznawalnym jedynie po skutkach swego dziatania.

Sita skupiona jest wektorem liniowym, tzn. jest okreslona przez prostg dziatania, modut
i zwrot. W praktyce, zwykle site ,,przesuwamy” do punktu lokacyjnego, ktéry mozemy wybrac
dowolnie na jej prostej dziatania.

Przykfad sity: sita ciezkosci, sita bezwtadnosci, sita hamowania, sita tarcia, ...

Jednostkasity: 1 N =1 kg;m.

s2

2.1. UKtAD 3D

Sita jest wektorem liniowym (osiowym),
tzn. jest zwigzana z okreslonag linig
dziatania (osig lub prostg)

P =Peé,+Pe, +Pbeé,

gdzie Py, P, P, to sktadowe sity.
Modut (wartosc) wektora sity wynosi

P=JPZ+DB; + B

A

Promien sity P wzgledem punktu 0(0,0,0) ma postaé
T =1ney+tne, +re,
a jego sktadowe:
Tx = X4, Ty =Ya, Tz = Zy;

gdzie A(xA,yA,zA) — dowolny punkt lezgcy na prostej dziatania sity u.

Monika Podworna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 11

Cosinusy kierunkowe:
Py

_Px_ . _ B _ _ Pz _
COS Ay = = = Py; COSQAy =2 =py; COS@A =L =P,

cos® a, + cos® @, + cos® a, = 1.

Roéwnanie parametryczne osi dziatania sity:

X = X4+ Py,
Y=DYa +tpy:
Z=12Zy+ tp,.

gdzie
t — parametr,

X4, Y4, Zg — WSspOtrzedne dowolnego punktu A lezgcego na prostej dziatania sity u,

Px» Dy, Pz — cosinusy kierunkowe wektora sity P.

2.2. UKtAD 2D

A(x4,Y4), B(xg,yg) —wspotrzedne punktow;

N -

. P = P.é, + P,é, — wektor sity;
S P,, P, — sktadowe wektora sity;
. -, P =|P|=/BZ+ PB? - modut (wartos¢) sity;
Aol T = 1yéy + 13,€,, —promien sity wzgledem punktu B
Tx = Xa — XB,
Py P\\\
B(xe,Ye) N Ty =Ya—JYB

Sita na pfaszczyznie jest opisana przez 4 wielkosci: Py,

Pyr XarYa albo Pr O, X4, Ya -
Kat @ nazywamy katem kierunkowym prostej dziatania sity.

B

= =t
p, ~ &%

P, =Pcosa, P, =Psina, P=.P?+ P?.

Sita jest wektorem liniowym, czyli mozna jg przesuwac¢ wzdiuz osi dziatania, a punktem
lokacyjnym moze by¢ dowolny punkt na tej osi.
Os dziatania sity opisana jest przez

= wersor kierunkowy &, = e,,,é, + €,,é,

= punkt lokacyjny A(x4, Y4)-

P P : 3
ey = =C0SA, ey = =sina, léul = Jeir +edy = 1.

Monika Podworna
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3. MOMENT NA PLASZCZYZNIE | W PRZESTRZENI

Strona 12

3.1. UKtAD 3D

Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze:

<y

Moment sity wzgledem punktu B jest iloczynem wektorowym Mgz = 7 X P. O

e wektor My jest prostopadty do ptaszczyzny utworzonej przez wektory 7, P;

e ma zwrot zgodny z reguty prawej dfoni;

e ma wartos¢ réwna polu réwnolegtoboku rozpietego na wektorach 7, P,

tzn. Mg = rPsina;

jest wektorem zaczepionym w punkcie B;

wektor My nie zalezy od wyboru punktu A na prostej u.

W przestrzeni mozemy skorzystac z zapisu wyznacznikowego iloczynu wektorowego:

MB=7:XP=

sktadowe momentu:

Warto$¢ momentu Mz wynosi Mz = \/Méx + M3, + M3,

Jednostka momentu: 1 Nm.

é, &

€x
e Ty Tz| = Mpyéy + Mg, &, + Mg, e,
Py

MBy =P, — By
Mg, = Pyrx ery

1dN-m =10 N-m
1kN-m=10°N-m
1MN-m=10°N-m

Monika Podworna
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Parqg sif nazywamy dwie sity o réwnych wartosciach i przeciwnych

na prostych réwnolegtych.

M

X %

Strona 13

zwrotach, lezgce

Moment pary sit jest wektorem swobodnym, prostopadtym do ptaszczyzny utworzonej przez

pare sit, o zwrocie zgodnym z regufg prawej dioni, okreslonym jako

M =17+ XP.

Moment nie zaleZy od wyboru punktdow A;, A, na prostych u,, u,.

iloczyn wektorowy

jest réwny rzutowi na o$ v momentu sity P

wzgledem punktu B, lezgcego na prostej v.

Wynik nie zalezy od wyboru punktu A na prostej dziatania sity P (u), ani od wyboru punktu B

na osi v.

Sktadowa momentu na o$ v wynosi:
€vx evy €yz
e T, N

P, B, P

M,=Mgeé,=(FxP)eé,=

’

a wektor momentu M,,:

Mv =M,é, = (Mvevx)éx + (Mvevy)éy + (Mvevz)éz'

gdzie &, = e,y + e,y€, + €,,€, jest wersorem osi v.

Monika Podworna
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Twierdzenie:

- moment sity P wzgledem osi v - jest rGwny momentowi rzutu sity P na ptaszczyzne
prostopadta do osi v (na rysunku P’), wzgledem punktu przebicia ptaszczyzny przez o$ v
(na rysunku - punkt B).

umozliwia ,,szybkie” liczenie momentu sity wzgledem osi x lub y lub z, ze wzoru +Pa

U

Moment sity P lezacej na prostej u||v, wzgledem osi v, jest réwny 0.
2.  Moment sity P lezacej na prostej u przecinajacej o$ v, wzgledem osi v jest réwny 0.
3. Sktadowe momentu sity P wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych sg réwne

momentom tej sity wzgledem osi x, y, z.

Zadanie do rozwigzania.

1. lle wynoszg sktadowe wektora PT 2. lle wynosi moment wzgledem poczatku ukfadu
wspotrzednych (zob. rysunek)? Dane: P1 = 10 V29 kN, P, = P3 = 10 kN g

P

- ==t = —— -

-4m - Ps vy

Odpowiedi: 1. P; = (30, —40, —20) [kN]; 2. M, = (0,0,0).

Monika Podworna
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3.2. UKtAD 2D

Momentem sity P wzgledem punktu B nazywamy wektor Mg =7 X P.

Z definicji iloczynu wektorowego wynika, ze moment My jest wektorem prostopadtym do
ptaszczyzny xy, o zwrocie zgodnym z reguta prawej dfoni i wartosci Mg = rP sina

. Mgz = P(rsina) = Pa

gdzie

v

u

a - ramie sity P wzgledem punktu B.

Zapis analityczny momentu My ma postac:
Yy -

MB = MBZéZI gd2|e MBZ = MB = ipa

Warto$¢ momentu Mg nie zalezy od wyboru punktu A na prostej dziatania sity P.

Znak momentu zalezy od przyjetego uktadu wspdtrzednych.

Przyktad dodatniego znaku momentu w prawoskretnym uktadzie wspoétrzednych xyz:
z’*
[ N

oi ‘ JP > /\1 ip

< .

Na powyzszym rysunku moment wzgledem punktu O jest momentem dodatnim (M, = +Pr;

prosze zwrdci¢ uwage, ze wektor promienia 7 jest prostopadty do wektora sity ﬁ), gdyz jest

momentem prawoskretnym w uktadzie prawoskretnym xy.

Zadanie do rozwigzania.

Ile wynosi moment wzgledem punktu B (zob. rysunek)? g
Dane: M =10 kNm, P=10 kN, a =2 m. . .
P IP P -
P P
P EB P
&
P v -a- : a P

Odpowiedz: Mz = 0 kNm.

Monika Podworna
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Zadanie do rozwigzania. g

1. lle wynoszg sktadowe wektora P. ah

2 lle wynosi moment wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych (zob. rysunek)?
Dane: P =10 kN, A(6,1.5) [m], tga = 3/4.

tga=3/4

\

_P=10kN

yV

Podpowiedz? — sita jest wektorem liniowym

\

> X
l S ABLS)
Py=6 K Px=8
_P=10kN

Py=6

Odpowiedz:

1. P = (8,6) [kN];
2. M, = 24 kNm.

Monika Podworna
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4. REDUKCIJA UKtADU Sit

Dowolny uktad materialny po oswobodzeniu go od wiezéw wraz z dziatajgcymi na niego
obcigzeniami czynnymi (zewnetrznymi), biernymi (reakcjami wiezéw) oraz sitami
bezwtadnosci d’Alembetra mozemy zastgpi¢ uktadem materialnym, na ktoéry dziatajg tylko
wektor gtéwny i moment gtéwny. (zob. Wactaw Szczesniak, Zbior zadan z mechaniki
teoretycznej. Statyka. OWPW, Warszawa 1999).

Sitq ogodlng (gtowng, zredukowang) uktadu zredukowanego do punktu nazywamy sume
wektorowa sit dziatajacg na osi, ktdra przechodzi przez punkt O.

Momentem ogdlnym (gtownym, zredukowanym) uktadu zredukowanego do punktu
nazywamy sume wektorowg momentoéw sit wzgledem bieguna O.

Wyroznik uktadu sit (niezmiennik uktadu) jest iloczynem skalarnym wektora sity ogdlnej
i wektora momentu ogdlnego, jego wartos¢ nie zalezy od wyboru bieguna redukcji. O

W uktadzie ptaskim wyrdznik wynosi 0. -

Przypadki redukcji uktadu sit:
Sita ogdélna | Moment ogdlny | Wyrdznik uktadu
3 y w
+ 0 Zwichrowany uktad 3D
Istnieje wypadkowa,

Wynik redukcji

ktorej potozenie nalezy wyznaczyé
Istnieje wypadkowa;
O jest jednym z punktdw linii centralnej
Para sit
Uktad jest w rGwnowadze

Jezeli dwa uktady sit zredukowane do jednego dowolnego bieguna majg jednakowg site O
0golng i moment ogdlny, to ukfady te sg rownowazne. =
Uktady réwnowazne majq jednakowy wyroéznik.

Uktad, ktérego suma ogdlna i moment ogdlny sg rdwne zero - uktad rownowazny zeru.

Jezeli dwa uktady sit zredukowane do jednego dowolnego bieguna majg jednakowe co do O

modutu, ale odwrotnie skierowane sity ogdlne oraz majg jednakowe co do modutu, ale
odwrotnie skierowane momenty ogdlne, to uktfady te sq rownowazgce sie.

Uktady réwnowazqce sie majq jednakowy wyrdznik.
Jezeli dwa uktad sit zredukowany do dowolnego bieguna ma site ogdlng réwng zeru O

i moment ogdlny rowny zeru, to ukfad jest zrownowazony (uktad jest w rownowadze).

Wyroznik uktadu zrownowazZonego jest rowny zeru.

Monika Podworna
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4.1. UKLAD 3D

Uktad sktada sie ze zbioru sit P; = Py.é, + Py, €, + Pi,é, (i = 1,2,...,n) dziatajacych wzdtuz
prostych o punktach lokacyjnych A;(x4i, Yai,Za;) i/lub ze zbioru momentéw par sit
M; = Mjyé, + My é, + Mj,é, (j = 1,2,..,m).

AZ Az

—>p
2

Il
K

=Y

-
Y
X X

Uktad redukujemy wstepnie do wybranego punktu, zwykle do poczatku uktadu

wspdtrzednych 0. W wyniku otrzymujemy site ogélng S oraz moment ogdéiny M,,.

z A
Sita ogdlna
S=Y1 P =58, +S,6,+5,¢,
gdzie 2 WY
Sx = Xi=1 Pixs oK /‘\Sy
Sy = Xi=1 Py, Mx UMT >y
Sz = Xi=1Piz-
Sx
Moment ogodiny X
Mo = X717y X P + Y7Ly My = Myé, + Myé, + M,é,,
gdzie

M, = Z?:l(PiZYAi - PiyZAi) + Z;nzl ij'
My, = Yi-1(Pixza; — Pizxai) + Xj=1 My,
M, = Y71 (Pyxai — Pixyar) + Xty M.

Nastepnie badamy
w=SeM,=SM, + SyM,, + S, M,.

Monika Podworna
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Przypadki redukcji uktaddw sit:

Jezeli:
Sita ogélna § Moment ogdlny M, Wyréznik uktadu w Wynik
=0 =0 =0 Uktad jest w réwnowadze
$=0,
MO = 0,

to oczywiste, ze wyréinikw = Se M, =00 = 0.
Sity wzajemnie sie réwnowaza.

Jezeli:

Sita ogélna § Moment ogdlny M, Wyréznik uktadu w Wynik

=0 # 0 =0 Para sit

Ukfad redukuje sie do pary sit o momencie M, ktéry jest wektorem swobodnym.

Jezeli:
Sita ogélna § Moment ogélny M, Wyrdznik uktadu w Wynik
Istnieje wypadkowa
_ _ - Jednym z punktéw lokacyjnych wektora
*0 =0 =0 wypadkowej jest poczqtek uktadu
wspotrzednych

Wyréznikw = S e My = S,My + SyM,, + S,M, =S, -0+S,-0+5,-0=0.

Wektor sity ogdlnej jest wektorem wypadkowej:

S=Ww = W=We, +We,+W,e,

W, = Sy,
W, =5y,
W, =3S5,.

Monika Podworna
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Jezeli:
SitaogélnaS | Moment ogdiny M, Wyrdéznik uktadu w Wynik
_ _ _ Istnieje wypadkowa,
#0 #0 =0 - . . .
ktdérej potozenie nalezy wyznaczyé

Wyréznikw = § e My = SyM, + SyM,, + S,M, = 0.
Redukujac nieznanga site W do punktu O, otrzymuje sie: My, =7 X W.
Nalezy pamieta¢,ze W =S = 7xS§=M,.

W zapisie jawnym réwnanie wektorowe 7 X S = M, ma postaé

& &, &,
Xa Ya Za| = Myé, +M,é, +M,e,
Sx Sy S

Otrzymuje sie nieoznaczony uktad réwnan z niewiadomymi x4, V4, Z4:
Sz¥a — Syzs = My
SxZp — S;x4 = M,,
SyXa — Sx¥Ya = M,

Jedna z niewiadomych przyjmujemy dowolnie.

Jesli S, # 0, to jedno z rozwigzan ma postaé: x, = 0, Vo = ——, Zy=—.

Jesli S, # 0, to mozna przyjac y, = 0 irozwigzac ukfad.

Jesdli S, # 0, to mozna przyjac z, = 0 i rozwigzad uktad.

Jest nieskonczenie wiele rozwigzan, bo jest nieskoriczenie wiele punktéw na prostej u
dziatania wypadkowej (linii centralnej).

Nalezy zauwazy¢, ze:
Az AZ
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Jezeli:
Sita ogdlna S Moment ogélny M, Wyrdéznik uktadu w Wynik
#0 #0 #0 Zwichrowany uktad 3D
u
Az Az
_ S
g
HC’)’ -~ = A/_jA
Vi,
¢ r’ /F7)A
O ! 0

Kolinearne wektory S, M, nazywamy skretnikiem. Skretnik jest dowodem jednoznacznosci
zagadnienia redukcji przestrzennego dowolnego uktadu obcigzen.
Wynik nie zalezy od wyboru punktu A na linii centralnej u.
Obliczenia:
w=SeMy,=SM,+SM,+S,M,#0,
kwadrat wartosci sity ogolnej: S = S2 + S2 + S2
wektor M, jako suma wektoréw M, = M/, + M[
. w
liczba c = =
5'2

moment My, jako sktadowa wektora My: Mg = My = Mpy 8y + Mgy €y, + My €,

gdzie My, = cS,,
My, = ¢Sy,
MAZ = CSZ.

momentu My, jako sktadowa wektora My: My = Myé, + Myé, + Myé,.

My, = M, + My, — Mj, = M, — M, wiec:

My = My — My,
M;, = M, — My,
M, =M, — M,,.
wspotrzedne punktu A:
éx €, &,
xS =M, = |Xa Ya Za| = Myé, + Myé, + M,é,
Sx Sy, S,

SzyA - SyZA = MJIC
SxZA - SZxA = M:;,
SyXa — Sxya = My

Monika Podworna
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Nieoznaczony uktad réwnan rozwigzujemy analogicznie jak w przypadku wypadkowej
Jesdli S, # 0, to jedno z rozwigzan ma postaé
_ _ M _ My
x4 =0, V4 = 5, Zy = 5,
Jesli ), # 0, to mozna przyjac y, = 0 irozwigzac ukfad, czyli
_ M — — _Mx
Xq4 = 5, ya=0, Zp = s,
Jesdli S, # 0, to mozna przyja¢ z, = 0 i rozwigzac uktad, czyli
__M _ My _
XA— SZ' yA—Sz, ZA—O.

Przypadki szczegdlne:

Przestrzenny zbiezny ukiad sit
Rozpatrujemy zbior sit zbieznych w punkcie O.

AZ

v
. o/
‘)/7
X

=cl
’*\
A |

Obieramy poczatek uktadu wspoétrzednych xyz w punkcie zbieznosci sit.
Jezeli, sita ogdlna jest rdézna od zera, to uktad ten redukuje sie do wypadkowej o linii
dziatania przechodzacej przez punkt zbieznosci.

Przestrzenny réownolegty ukiad sit

L Z

Rozpatrujemy zbiér sit réwnolegtych do dowolnej osi z.

=
e

=

Obieramy uktad wspodtrzednych z osig, ktéra jest rownolegta do osi z, np. oS z.
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Redukujac ten uktad do punktu O, otrzymujemy

site ogdlng S:

S = Z?:l P, =S5,¢,= (0;0; Sz);
gdzie
Sz = ?:1 Py,

moment ogdiny M,:
& e, &

MO = Z‘{;l f'l X Pl = Z?:l XAl' yAi O = Mxéx + Myéy = (Mx; Myﬂ 0);
0 0 P

gdzie
M, = Y1 (Pizyad),
My, = Y11 (—Pipxap).
Wynik S, M,, jest posrednim wynikiem redukcji.

E=) Jedli §# 0,M, # 0, to mozna znalez¢ taki biegun redukcji A(x4, V4, 0), ze uktad
redukuje sie do wypadkowej W.

MO:W-a:S.a = a=-—"2==2

Ramie a nalezy tak odtozy¢, aby otrzymaé wtasciwy zwrot momentu M.

=) Jedli$ =0, M, # 0, to uktad redukuje sie do pary sit o momencie M = M,.

z
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Przyktad rozwigzany. ‘l_
Zredukowac zadany uktad sit (zob. rysunek) A
Dane: ® 0 0
dhah
P; = 10 kN,
P, = 2 kN, P2 %
P3 = 1 kN, i
P1 |
M; = 5V2 kNm. |
a
T
// p,“"
-4m - T Py

1. Przyjecie uktadu wspétrzednych xyz

np.
&
&
Em
P
z A 2 F M,
D,
Py G
£
I
Bl ey -----Jc
B )
é3 Pay /’///// ‘_' -
-4m - A Ps3 y
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/,/ Em
2 A v YA
2. Zapis wektorowy obcigzen
D G

P, = 10 kN L

e -
P, = 2 kN e £
P; = 1kN
M; = 5vV2 kNm

& 4

2.1. Moment M = 5v2 kNm
M, = (3,—4,—5) [kNm]
| sposdb:
FO = (3,—4,—5) [m],
|[FO| = /3% + (=4)2 + (—=5)% = V50 = 5v?2,
. 3 —4 -5
N N AN
E =My ey = 5V2- (

===, =) = (3,—4,—5) [kNm]
Il sposéb:
korzystamy z proporcji bokéw:

=5-M1=5-5\/§=5_ _3-My 35 4-M,, 4-5
Y 5v/2 5v/2 ’ 5 5 5 5
a nastepnie porownujemy zwroty wektora ze zwrotami osi

M, = M,

M; = (3, —4,—5) [kNm]
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2.2. P{ = 10 kN
| sposéb:
P, = (10,0, 0) [kN]
Punkty prostej &; - prostej dziatania sity Fl) to:
E =(-3,0,5),D =(0,0,5),
ED = (3,0,0) [m]
|ED| =3
ez, = (1,0,0)
P =P, -, = (10,0,0) [kN]
Il sposéb:

porownujemy krawedzie i zwroty z odpowiednimi osia

2.3. P, =2 kN
P, = (0,0,—-2) [kN]
Punkty prostej &,- prostej dziatania sity Fz) to:
E =(-3,0,5),B=(-3,0,0)
EB = (0,0,—5) [m]
|ED| =5

e, = (0,0,—1) y

P, =P, e, = (0,0,—2) [kN] -

2.4. P3 =1kN

mi

Py

Strona 26

-5m-

&3

~4m -

/BL___

-5m-

P; = (0,—1,0) [kN]

Punkty prostej &5- prostej dziatania sity Fg) to:
A =1(0,4,0),0 =(0,0,0)

A0 = (0,—4,0) [m]

|40| = 4

ez, = (0,—1,0)

P; = Py -eg, = (0,—1,0) [kN].

Monika Podworna
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3. Moment wzgledem punktu O:

| sposéb:

Tix Ty Tiz[+) M; = M, e, + Mye, + Mye, = (M, M,, M,),

Mo =37 xF+3IM =3
Py Py P

Moment wzgledem punktu O od sity P:

€y ey e,
10 0 O

Moment wzgledem punktu O od sity P;:

ex e e
M02 = @5 X P2 =|-3 0 0]= (O, _6, O) [kNm].
0 0 -2

Moment wzgledem punktu O od sity Ps:

ex ey e
Moz =TgoXP3=|0 4 0]|=(0,0,0).
0 -1 0

Prosta dziatania sity przechodzi przez punkt O, czyli m = (0,0,0).
Moment ﬁ{

M, = (3,—4, —5) [kNm].

Il sposdb:
Moment od sity P; M—Ol) = (0,50,0) [kNm].

M, = 0 (prosta dziatania sity réwnolegta do osi x)

M, =10-5 =50
M, = 0 (prosta dziatania sity przecina os z) zA lpz T
H
— = > It G

Moment od sity P2 My, = (0,—6,0) [kNm]. /E

M, = 0 (prosta dziatania sity przecina o$ x) ] E £

M,=-2:3=-6 ' |

M, = 0 (prosta dziatania sity réwnolegta do osi z) // R ----=5c
e

Moment od sity Ps Mys = (0,0,0) [kNm]. ;

Prosta dziatania sity przecina punkt O
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4. Redukcja sit punktu O:

Sita ogolna:

S = (10,—1,—-2) [kN]
bo:

P, = (10,0,0),

P, = (0,0,-2),

Py = (0,-1,0),

czyli

§=(10+0+0)a+(0+0—1)§+(0—2+0)e‘z’=(10,—1,—2).

Moment ogélny:

M, = (3,40,—5) [kNm]
bo:

M; = (3,—4,-5),

Moy = (0,50,0),

M—OZ) = (01 _6) O)I
Mos = (0,0,0),
czyli

M, = 3+0+0+0=3;
M, = —-4+50—-6+ 0 = 40;

M,=-5+0+0+0=-5.

Lub liczymy wzgledem osi xyz:
M, =3
M,=10-5-2-3-4=40
M, = -5

Wyréinik (niezmiennik uktadu):

- N

w=SeM

Strona 28
3 /. ~ ;&,C
&s
&
yd Em
e
/
z A yd
e
e
/
& g -
y
Mo
S

W = S, My+S, My+S, M, =103+ (—=1) 40 + (=2) - (=5) =30 — 40 + 10 = 0

Whiosek: istnieje wypadkowa uktadu

(zadany uktad sit moZzna zredukowac do sity wypadkowej)

W =S = (10,—1,—-2) [kN];

|W|=w =102 + (-1)2 + (-2)% = V105 kN.
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5. Poszukiwanie wypadkowej:

ex € €
My, =7#xS=|¥a Ya 2 = Moyex + Mgy e, + My e,
Se S, S,
. Lol ey e
My=7xS=|x4a Ya Za|=3e,+40e, —5e,
10 -1 =2

Otrzymano nieoznaczony uktad réwnan z niewiadomymi LA

_ZYA+ ZA=3
10z4 +2x4 =40

&

&

Strona 29

Em

—-1x4—10y, = -5

Przyktadowe punkty linii centralnej:

- A;(0,0.5,4)

- A,(5,0,3)

- A5(20,—-1.5,0)

Xa1 =0,¥41 =05, 24y =4
Yaz =0, x4 =5, 74, =3

ZA3 = O, xA3 = 20, yA3 == _15 :

7

Odpowiedz

Wynikiem redukcji jest wypadkowa W = (10, -1, —2) [kN]
przechodzgca przez punkt 4,(5,0,3) [m].

Zagadka do rozwiazania.

Czy przyjmujgc w innym miejscu
poczagtek uktadu wspétrzednych

a.

i rysunku?
/ i b.
W

(W =+V105kN) ?

// CI

d.

wyroznik uktadu bedzie taki sam (w = 0) ?

Odpowiedzi:
a. Tak—wypadkowa jest stata w danym uktadzie sit.

b. Tak— wypadkowa jest stata w danym uktadzie sit.

c. Nie —wektor momentu wzgledem punktu zalezy od wyboru punku.

d. Tak - wyrdznik (niezmiennik) uktadu jest staty.

Monika Podwoérna
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wektor momentu ogdlnego m bedzie taki sam
(M, = (3,40,—5) [kNm]) ?

wektor wypadkowej w bedzie wyglgdat tak samo na

wektor wypadkowej w bedzie miat te samg wartos¢
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Zadanie do rozwigzania.

Narysowac wypadkowgq uktadu sit (zob. rysunek)?
Dane:

a=4m,b=3m,c=2m

P;=10V29, P, =P3=10kN, M =40 kNm

PodpowiedZ1.
Przyjecie optymalnego uktadu wspétrzednych

P2

Odpowiedi:

C

Monika Podwoérna
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Zadanie do rozwigzania.

Sprawdzi¢ istnienie wypadkowej. g
Dane: P, =10 kN, P, =15 KN, P; =20 kN ,. M = 10v29 kKNm. .
z A /

Podpowiedz 1

P, = (10, 0, 0) [kN]
P, = (0, 0, —15) [kN]
P, = (0, 20, 0) [kN]

Podpowiedz 2

Moep1y = (0, —20, 0) [kNm]
Mo(pz) = (—60, 0, 0) [kNm]
Mo(p3) = (—40, 0, —60) [kNm]
Moury = (30, —40, —20) [kNm]

Podpowiedz 3

sifa ogélna: § = (—10, 20, —15) [kN]

moment ogdiny: ﬁo = (=70, —60, —80) [kNm]
wyréznik: w = 700 # 0.

Odpowiedz:

Nie istnieje wypadkowa uktadu, gdyz niezmiennik uktadu jest rézny od zera.

Monika Podwoérna



Wprowadzenie do statyki budowli

Zadanie do rozwigzania.

Dobrac tak wartosc sity P3=P aby istniata wypadkowa uktadu.
Dane: a=6m, b=3m, c=2m, P; = 70 kN, P> =20 kN, M = 30kNm.

Strona 32

Py
Ps
|
M /: O
- ! '
). _____ - - -
7 g -’
P2 // ,‘0
I - a -
Podpowiedz 1
Wynik

Sita ogélna S | Moment ogdiny M, Wyréznik uktadu w
#0 =0 lub#0 =0

Istnieje wypadkowa

Podpowiedz 2
Optymalne przyjecie uktadu wspétrzednych xyz:

20

el

-4

P, = (=30, —60, 20) [kN]
P, = (0, —10, 0) [kN]

P, = (0, 0, P) [kN]

M = (0, 30, 0) [kNm]

Odpowiedz:

P3 =-10 kN (zwrot przeciwny niz na rysunku).

Monika Podwoérna
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4.2. UKtAD 2D

Sita ogdlna (gtowna, zredukowana) uktadu zredukowanego do punktu - suma wektorowa sit

dziatajgcych na osi przechodzaca przez punkt O.

n
S= Zpi = Syéx + 5,6,
i=1

_\n

Sx — 4i=1 Pixr
_ \'n

Sy — 4i=1 Piyl

Moment ogdlny (gtéwny, zredukowany) uktadu zredukowanego do punktu - suma wektorowa

momentow sit wzgledem bieguna O.

n m
M0=Zi>< l+zMj=Mzéz
i=1 =1

Zaréwno wektor promienia 7;, jak i wektor sily P; s3 na ptaszczyinie xy, wiec moment

M, bedzie miat tylko jedng niezerowa wspdtrzedng M, — prostopadta do ptaszczyzny xy.

A J
<
J

CIA! \

\J \/ Y
y y

y

Jedli $#0,M, # 0 w uktadzie ptaskim, to zawsze to moina znalezé taki biegun redukgji

A(x4,y4), 2e uktad redukuje sie do wypadkowej W =

M(f\‘ S.
¥ Mop=W-r=W,-x4 —Wy-ya =W, -a.

o) N N
M
Syv Mo=W-r=W,-a =S,-a = a=—2=
SN 15,
Ramie a nalezy tak odtozyé, aby otrzymaé wiasciwy
zwrot momentu MO (poréwnaj str. 21).
Nalezy zauwazy¢, ze
Y My=r-W = My=—-71-S+M,=0;
y | (irpor. strona 15 punkt 3.2).
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Przyktad rozwigzany.

Zredukowac zadany uktad sit (zob. rysunek)
Dane:
P, =P, = P, =10v2 kKN,M = 40 kNm, a = 2m, a = 45°.

Narysowac wynik redukgji.

P1 P>

gt w)

Rozwigzanie dwoma sposobami:

A. Podejscie z klasycznym uktadem wspédtrzednych xy

1a. Przyjecie uktadu wspoétrzednych xy

Wektory sit:
> Pi(Pix, Piy)
X P, (10, —10) [kN]
P,(10,—10) [kN]
P;(—10,10) [kN]

2a. Redukcja do punku O

Sita 0glna S = Y7y P = Syéy + Syé,

Sy =X, P, =10+ 10— 10 = 10,

Sy =Xi1 Py = (=10) + (-=10) + 10 = —10,

§ = 10&, — 10&,, = (10,—10) [kN]

Moment ogdlny Mg = X7y 7; X Py + X7, M; = M,é,
My=Py-a+Py-a—M=10-2+10-2—40 =0

(sktadowe x wszystkich sit oraz sktadowa P,,, nie dajg momentu wzgledem punktu O)

Strona 34

Wynikiem redukcji jest wypadkowa W = $(10, —10) o wartoséci W = 10+/2 [kN] i proste;j

przechodzgcej przez punkt O.
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B. Podejscie z optymalnym uktadem wspétrzednych &n
1b. Przyjecie uktadu wspoétrzednych &n

Wektory sit:

P;(Piz, Pip)
P,(0,—10v2) [kN]
P,(0,—10+/2) [kN]
P5(0,10v2) [kN]

2b. Redukcja do punku O

Sita ogdlna § = ¥y P; = S¢éz + Sy,

Se = iy Pz = 0 - widac to na rysunku (ukfad sit rownolegtych)

Sy = Xty Py = (-10v2) + (—10v2) + 10v2 = —10 V2 - tatwo zsumowac to na rysunku
S = —10v2e, = (0,—10V2) [kN]

Moment ogdlny Mo = Xy 7; X Py + X724 M; = M,é,

M0=P1-a/ﬁ+P3-a/ﬁ—M=10ﬁ-z/ﬁ+1oﬁ-2/ﬁ—40=0

Wynikiem redukgji jest wypadkowa W = §(0, —10+/2) o wartosci W = 10v/2 [kN] i prostej
przechodzacej przez punkt O.

Odpowiedz

Wynikiem redukcji jest wypadkowa o wartoéci W = 10+/2 [kN] réwnolegta do trzech sit

i skierowana do gory oraz przechodzgca przez zadany punkt A.
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Zadanie do rozwigzania. g

Wyznaczy¢ uktad rownowazny przechodzacy przez punkt A. o
Narysowac go z odpowiednimi znakami na rysunku ponizej. -
Danea =4m, P, =10 kN, P, =20 kN, P; =30 kN, M = 66 kNm, tga = 4/3

10 20 4o

a aalOL 66

Odpowiedz:

Jezeli dwa uktady sit zredukowane do jednego
dowolnego bieguna majg jednakowsg site ogdlng i

20 moment ogdlny, to ukfady te sq rownowazne.

Uktady rownowazne majq jednakowy wyroznik.

a

/ a/A)éoa'/

Zadanie do rozwigzania.

Wyznaczy¢ i narysowac uktad réwnowazgcy do uktadu z poprzedniego zadania. dah

Odpowiedz:

Jezeli dwa ukfady sit zredukowane do jednegd
dowolnego bieguna majg jednakowe co do modutu
ale odwrotnie skierowane sity ogdlne oraz maja
20 jednakowe co do modutu, ale odwrotnie skierowang

momenty ogdlne, to uktady te sqg rownowazgce sie.

Uktady rownowazqce sie majq jednakowy wyroznik.

a

Ry o
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Zadanie do rozwigzania.
Wyznaczy¢ uktad réwnowazny przechodzgcy przez punkt A. g
Narysowac go z odpowiednimi znakami na rysunku ponizej. @

Dane g =5 kN/m, P = 20 kN, na rysunku kratka —1m x 1m

T P

Im

Podpowiedz 1
Uktad sit gP mozna zastgpi¢ uktadem sit
0O
RS e P QP, gdziesitaQ = %qL (réwna jest polu
G ' y-i figury, ktérg zastepuje z potozeniem w
® srodku ciezkosci danej figury)
TV 1
- m Q=E-5kN/m-6m=15kN
Odpowiedz:
YAV
Se Q
~.~r. ~.~ P
Cl ' E Ssedl
\ V‘
L 1m
W =35 kN

Monika Podwoérna
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5. WARUNKI ROWNOWAGI UKLADOW SIt

Konstrukcje mozna odwzorowaé za pomoca przestrzennych (3D) lub ptaskich (2D) modeli
fizycznych. Sg to schematy statyczne konstrukcji, zawierajgce nastepujgce informacje:

e geometria i potozenie ciat sztywnych (bryt, powtok, ptyt, pretow),

e potgczenia ciat sztywnych ze sobg oraz z ostojg,

e rodzaj, potozenie i wartos$¢ obcigzen czynnych.
Przestrzenne modele konstrukcji przedstawiamy w aksonometrii w uktadzie xyz.
Ptaskie modele konstrukcji przedstawiamy w uktadzie xy.
Do modelowania potgczen stuzy wiez elementarna (wiez elementarny), ktdra(y) jest
nieodksztatcalnym pretem prostym, zakonczonym przegubami kulistymi. Przegub kulisty
pozwala na obrét w dowolnej ptaszczyznie przechodzacej przez ten przegub. Wiez (wiez)

przenosi reakcje rozciggajaca lub $ciskajaca.

5.1. UKtAD3D

Przestrzenny dowolny uktad obcigzen jest w réwnowadze, jeéli S = 0 oraz M, = 0, tzn.

S,=0 = YL.P,=0,
S,=0 = YL, P, =0,
;=0 = i=1Piz =0,
M,=0 = Y (PuYai — Piyza) + XJe My = 0,
My=0 = X(PuxZa = PipXa) + XjZ1 Mjy = 0,
M,=0 = YL (Pyxai — Puyar) + Xt My, = 0,

W praktyce stosujemy zapis symboliczny szesciu rownan réwnowagi statycznej (6RRS):
XX =0,
XY =0,
2Z=0,
XM, =0,
S M, =0,
>M, =0.

Warunek poprawnego przestrzennego modelu konstrukcji geometrycznie niezmiennego
statycznie wyznaczalnego (GN SW) dla jednej bryty:
v' 6 wiezdw elementarnych,

v" wyznacznik uktadu réwnan rownowagi det A # 0.
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Zadanie do rozwigzania.

Wyznaczy¢ sity w wiezach tgczgcych bryte z fundamentem. g
Dane: P, =10 kKN, P, =15 KN, P; =20 kN, M = 10v29 kKNm. [ ]

2m

2m

Podpowiedz 1
Dowolne przyjecie poczgtku uktadu wspotrzednych

z A

Podpowiedz 2

Przyktadowe réwnania rownowagi:
S+R=0,

M, + Mg = 0.

Podpowiedz 3 = Podpowiedz 3 z poprzedniego zadania

sita ogélna: § = (=10, 20, —15) [kN]
moment ogdlny: MO = (-70, —60, —80) [kNm]

Monika Podwoérna
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Podpowiedz 4

Sktadowe reakgji:
R, = (0, 0, —1R,,
= -3 -2
Ry = (\/9+4’ 0, \/9+4)
R; = (0, 0, —1)Rs,
ﬁ4 _ (0 4 -2

’ Vo¥16’ Vo+16

B (3_ 2
Rs= (7 0 55
Rs = (0, 0, —1)R,.

R,

Rs

=(—0,832; 0 ; —0,555)R,,

)R4 = (0; 0,894 ; —0,447)R,,

= (0,832; 0 ; —0,555)Rs,

Podpowiedz 5
»klasyczne” réwnania rownowagi:
R1 R2 R3 R4 R5 R6
0 -0,83205 0 0 0,83205 0 -10
0 0 0 0,894427 0 0 20
-1 -0,5547 -1 -0,44721 | -0,5547 -1 -15
Mx 0 0 0 0 -2,2188 -4 -70
My 0 0 -3 0 -1,6641 -3 -60
Mz 0 0 0 0 -3,3282 0 -80
Tzn., np.:

> X=0:-083R, +0,83R; —10 =0,

Strona 40

Wyznacznik uktadu réwnan det A = 29,7225 # 0, wiec istnieje jedno rozwigzanie, czyli uktad

jest GN SW (geometrycznie niezmienny statycznie wyznaczalny).

Odpowiedz [kN]

R, = (0, 0, —35);
R,=(30; 0 ; 20);
R;=(0; 0 ; 2,5);
R,=(0; —20; 10);
Rs = (—20; 0 ; 13,33);
Rg=(0; 0 ; 417).
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Sprawdzenie - Podpowiedz 6

Réwnanie rownowagi — moment wzgledem innej osi niz poprzednie réwnania

P

z A /14

YME=0: Ry, -4+Rs, 4+Rg-4—P,-4—Py-4+M,

Podstawiajgc wyznaczone wartosci, otrzymano:

10-4+1333:-4+417-4—-15-4—-20-4+30=0;

czyli 0=0.
Podpowiedz 7

R1 R2 R3 R4 R5 R6

0 -0,83205 0 0 0,83205 0 -10

0 0 0 0,894427 0 0 20

-1 -0,5547 -1 -0,44721 | -0,5547 -15
Mx 0 0 0 0 -2,2188 -4 -70
My 0 0 -3 0 -1,6641 -3 -60
Mz 0 0 0 0 -3,3282 0 -80
MB -4 -2,2188 -4 0 0 0 -50

Korzystniejszy zestaw réwnan:

np.

YY=0=R,,

YMz=0>= ﬁS,

YMx=0=> ﬁﬁ, (bo znamy I—?)S)
YX=0> ﬁz, (bo znamy ﬁs)
YMy=0= §3, (bo znamy ﬁs i ﬁé)
YM{=0= ﬁl, (bo znamy ﬁz i§3)

Sprawdzenie

XZ =0,
kontrola }31, }32, §3, §4, ﬁs, ﬁe-
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Zadanie do rozwigzania.

Wyznaczyc¢ site w jednej wiezi — na rysunku znaczonej na czerwono. g
Dane: P, =10 kKN, P, =15 KN, P; =20 kN, M = 10v29 kNm. .

2m

2m

Podpowiedz 1
Zamiast réwnan réwnowagi z poprzedniego zadania:
Y. Mn =0, bo pozostate sity bierne (sity w wiezach) sg albo réwnolegte, albo ich proste

dziatania przecinajg 0s)

R N 2 A o N 2|\

/ 20
AR

2m 30 ’b&
1 X
‘ !
YMn=0: —R,,-4—10-4—-20-3—-20=0,
stad Ry, -= ——— = —30 +
2 2m
czyli Ry, -= §R2x = —20.

Odpowiedz

2m

R, =(=30; 0 ; —20) [kN]
(zwrot sity przeciwny do przyjetego)
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5.2. UKtAD 2D

Ptaski dowolny uktad obcigzen jest w rownowadze, jes$li S = 0 oraz Mz = 0, tzn.

Sx=0 = i=1Pix =0,
5,=0 = YL,P,=0,
M,=0 = 1 (Piyxai — Pixyai) + XJeq My, = 0,

W praktyce stosujemy zapis symboliczny trzech réwnan rownowagi statycznej (3RRS):

XX =0,
XY =0,
ZMBZO

Jedno lub dwa réwnania typu ,,suma rzutéw sit” mozna zastgpi¢ sumg momentéw wzgledem
punktow A, C:
wariant 1 (warunek: AB ~ L x):
»X=0, M, =0, XYMz =0
wariant 2 (warunek: AB ~ L y):
>Y=0, M, =0, XYMy =0
wariant 3 (warunek: A, B, C tworzg trojkat):
XM, =0, XMp =0, XMc=0
WAZNE: punkty A, B, C nie lezq na jednej prostej.

Warunek poprawnego ptaskiego modelu konstrukcji geometrycznie niezmiennego statycznie
wyznaczalnego (GN SW) dla jednej tarczy:

v' 3 wiezy elementarne,

v wiezy nie sg rownolegte,

v wiezy nie s3 zbiezne.

Monika Podwoérna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 44

Przyktad rozwigzany. .q—
Wyznaczy¢ uktad rdwnowazgacy lezgcy na prostych 1, 2, 3.
® 0 0
«h &b ah

3m

>
14 kN

| 4m | 3m |

| | |
Zapisujemy dowolny zestaw 3RRS.
W tym przypadku najwygodniej skorzystac z:

wariant 3 (warunek: A, B, C tworzq tréjkgt):
ZMA:O, ZMB:O, ............. ZMCZO

XMy = 7R,y + 414 = 0; (A - punkt przedciecia nieznanych sit R; oraz R;)
= R;, = —8, wigC Ryx = Ry, = —8, czyli Ry = —8+v2 kN.

Y. Mg = —3R; = 0; (B — punkt przedciecia nieznanych sit R, oraz R,)
=> R;=0.

YM, = —7R1y — 3 - 14 = 0; (C— punkt przedcigcia nieznanych sit R, oraz R3)
= Ry, = —6, wiec |Ry,| = |§R1y| = 8, czyli R; = —10 kN.

Sprawdzenie rozwigzania

YXY=Riy+Ry, +14=0; XYY =(-6)+(-8)+14=0;

YX=—Riy+Ryy +R3=0;, X X=—(-8)+(—-8)+0=0;

Odpowiedz

Zwroty reakcji sg przeciwne niz na zadanym rysunku i

Wynoszy:

IR,| = 10 kN,
IR;| = 8V2 kN,
Ry = 0.

Uktad jest zrBwnowazony dwoma sitami.
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Strona 45

Przyktad rozwigzany. '(_
Wyznaczy¢ sity bierne — sity w wiezach elementarnych fgczacych tarcze z ostojg.
® 0 0
P,=10kN sadh &
P2=8kN
¢

©

R

| . |

Metoda analityczna

8m

Przyjmujemy dowolny uktad wspétrzednych. Przyjmujemy dowolne oznaczenia oraz zwroty

nieznanych sit.

P,=10kN

P2=8kN

A © s
Ra ”;7 X
Re
| | Re |
Rozktadamy sity na sktadowe:
RCX
Py 8 4 _4p _ 4.0
5 ,0]\\10,f . Py E E:Plx 5P1—510 8 kN
® NoE e oy oS _iop,=3p =210=6kN
o p, 10 5 5 5
v P1x=8kN ch 8 4 . 4
—_—_—— - = —
8m 8m RC 10 5 cx 5 ¢
Ry 6 3 3
—=—==-=R., ==R
R, 10 5 o 5¢
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{ P1,=6kN

=
)

.

| I RB Rcyi C

| 8 8m |
Zapisujemy dowolny zestaw 3RRS.
W tym przypadku najwygodniej skorzystac z:
wariant 3:
ZMB=OI ZMC=0, ............. ZMD=O

Y. Mg = 0; (B - punkt przedciecia nieznanych sit R, oraz Rg)
Y. Mg = —8R., — 6P, = 0 (sita R, roztozona na skfadowe w punkcie C);
XM =-8R.,—6:8=0;= R, = —6kN;
lub
Y. Mg = —6R. + 68 =0;=> R, = —8kN (sita R, roztozona na sktadowe w punkcie D),

_4 . _3 _RCX_4'
Rex = ZRe;Rey =Re; %=1

5°C'Ry 3
= R, = —10 kN (zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku)
Moment wzgledem punkt B od sity P; jest rowny zero, bo prosta dziatania sity P; przecina
punkt B; dowéd: }; Mgpyy = —8P;, + 6P, = —8:6+6:8=0
Y. M = 0; (C- punkt przedciecia nieznanych sit R, oraz R.)
>M,=8Ry—6P,—6P;,, =8R; —8:-6—-6-8=0
lub
XM =8Rp — 6P, + 6P, —16P;, =8R; —6:8+6:8—-16:6=0
(sita P; roztozona na sktadowe w punkcie B);
= Rz =12 kN
Y. Mp = 0; (D - punkt przedciecia nieznanych sit R oraz R.)
X Mp =—6R, — 8P, =0;
lub
>Mp, =—-6R, — 6P,, = —6R, — 6-8 = 0 (sita P, roztozona na sktadowe w punkcie B);

= R, = —8 kN (zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku)
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Sprawdzenie:

2X=0;
XX =Ry~ ReytPix —P,=(-8)-(-8)+8-8=0;
XY =0;
XY =—-Rp— Rey+Pyy, =12 — (-6)+6=0;
P,=10kN,
{ P,,=6kN
: P2=8kN
------ @t :h—
P1X=8kN

8 kN

Metoda graficzna

Wyznaczenie sity wypadkowej uktadu sit czynnych
Tworzymy w skali plan sit (PS) i wielobok sit (WS):

Aby wyznaczy¢ sity bierne metodg kinematyczng, musimy najpierw zredukowaé uktad sit

czynnych.

PS skala WS skala

¥ e

P2=8

P1=10
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Powyzszy PS i WS powstat w nastepujacy sposdb:
*na WS przyjeto biegun i roztozono kazdga z sit na promienie (sktadowe);

T
s

Pz=8

*na PS narysowano promien pierwszy do przeciecia z prostg dziatania sity Fl), nastepnie w tym
miejscu narysowano promien drugi;

b T

P2=8

N

P1=10

*promien drugi jest ,wazny” pomiedzy prostg dziatania sity F{ a Fz), wiec w miejscu przeciecia
promienia drugiego z prostg dziatania sity Fz) narysowano promien trzeci;

N:m

ﬁI{’,ﬁ

P1=10
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Teraz mozna przejs¢ do wyznaczenia wypadkowej uktadu sit.

Na PS, w miejscu przeciecia pierwszego i ostatniego promienia, prowadzimy wypadkowg sit —
sita jest rownolegta do narysowanej wczesniej na WS sity pomiedzy promieniem pierwszym a
ostatnim, czyli od ,poczatku” sity pierwszej do ,konca” sity ostatniej (w omawianym

przyktadzie jest to pionowa sita wypadkowa w pomiedzy wektorami Fl) a _P_;).

A

P1=10
W=6

©
?f P,=8

P,=10
W=6

Wyznaczenie sit biernych

Jak juz znamy wartos¢ i potozenie wypadkowej uktadu w (uktad jest zredukowany), to
poszukujemy sit, ktére réwnowazg uktad (sity w wiezach elementarnych). W tym celu na PS
poszukujemy miejsca przeciecia dowolnych dwdch nieznanych sit (punkt /) oraz miejsca
przeciecia pozostatej nieznanej sity ze znang sitg wypadkowgq (punkt /). Przez te dwa punkty

rysujemy prostg, ktora jest kierunkiem ,sify Culmana”). Nastepnie na WS rysujemy w skali
wypadkowg oraz z jednego konca kierunek nieznane;j sity ﬁA oraz C. W miejscu, gdzie ,przetny”
sie te dwie sity (punkt /ll), rysujemy kierunek nieznanej sity, np. ﬁB, a z drugiego punktu (punkt
V) rysujemy kierunek ostatniej nieznanej sity, np. ﬁc. W ten sposob otrzymalismy wielobok sit
w ,ﬁA,ﬁB,ﬁc. Odczytujac w skali WS, znamy wartosci sit ﬁA,ﬁB,ﬁC. Analizujgc zwrot sity w ,

znamy tez zwroty sif ﬁA, ﬁB, ﬁc.

\| Ra
// g

c s - /

P 2 W=6 /

~ C
P 7
% - 17 Ra Rs
77
Rc
Re
\j
W=6 Re

Odczytano: R4y = 8kN; Rp = 12kN; R, = 10kN.
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Rysunek kompletny:

P2=
/ 1 Ti
\ P,=10
w=6 W=6

Odczytano: R4, = 8kN; Ry = 12kN; R, = 10 kN.

Zagadka do rozwigzania.
Czy to jest przypadek, ze jeden z punktéw linii centralnej
(prostej dziatania wypadkowej uktadu W)

jest punktem zbieznosci sit }_51 i ﬁz?

\ P,=10

Odpowiedz na nastepnej stronie.
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Zadanie do rozwigzania. g

Graficznie wyznaczy¢ oddziatywania w wieziach. .

P,=10kN
P2=8kN

M=48kNm
6m

©

N

\\\ |
Podpowiedz do zagadki.

Czy prosta dziatania wypadkowej tego uktadu tez bedzie w punkcie zbieznosci sit ﬁl i ﬁz?

NIE — poprzednio byt to uktad sit zbieznych, teraz moment ,przesunie” potozenie wypadkowej.
Wartoé¢ W bedzie taka sama.

Odpowiedz

P2v=6

P1v=6 W=6
©
viy

W=6 ] Piv=6 P,=10
P,=10kN
P=8kN
M=48kNm
6m

RyL6K ©

@ }Q\ Ry = 16 kN, Rz = 18 kN, R = 20 kN.

| Re=18K | Re=20kN

‘ 8 ‘ 8m ‘
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Podpowiedz 1
Rozktadamy moment na dowolng pare sit, np. P, = P, = M/8 = 6 kN

Nastepnie na wieloboku sit obieramy biegun i rozktadamy kazdg site na promienie.

0 0 0 0

P3=10
P1=6 PZ_

Nastepnie przenosimy promienie na plan sif, a nastepnie poszukujemy przeciecia pierwszego i

ostatniego promienia — jest to punkt linii centralne;.

P,=6
P4=8 T y
< Pz=6 0
A
Ps=10
\ P1=6 W=6
§—0 o |/ \
@ ¥ N
P4=8
w=6 vy P.=6 P3=10

Podpowiedz 2

Rysujemy prostg Culmana i wyznaczamy sity w wieziach.
Ra

- - — -
c_|-~ W=6 _-
- - — -
P - - i © -~ ” ¢ Rs
@
775
Re
W=6 y
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Zadanie do rozwigzania.
Wyznaczy¢ oddziatywania w wieziach. g
Dane M =12 kNm, P;=5000 N, P, =10 000 N. o
dh
;(SZ- .
4dm
Pl P

| 3m | 3m | 2

| | |
Podpowiedz 1

Przyja¢ zwroty i oznaczenia sit oraz napisa¢ dowolne rownania réwnowagi, np.:
XX =Ry — Py — Py = 0;

R% <$;§2 M YX =R, —3—6=0;
-1 $R1=9kN,

ZMA:3R2_6P2y_M:0.

4m
M, = 3R, — 48 — 12 = 0.
1 | X = R, = 20 kN,
T L
ZY=R2+R3+P1y—P2y=O;
Py P _ _ 0.
b 3m | 3m b2 Y'Y = 204+Rs +4—8 = 0;
¥ | | = Ry = —16 kN,

(zwrot przeciwny niz na rysunku)

Sprawdzenie
ZMB:_4R1_6R3_3R2_3P1y+4P2x_M:
=—4-9-6-(-16)—3-20—3-44+4-6—-12=0

L 16 igZo .
Odpowiedz

R1 = 9kN

R, = 20 kN 4m

R; = 16 kN 9 y
>

Zwroty, jak na rysunku obok. T
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6. ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

6.1. UKLAD3D
7adanie nr 1

1. Wyznaczy¢ wypadkowaq uktadu jak na rysunku.
2. Podac¢ punkt przebicia prostej dziatania sity z ptaszczyzng yz.

Dane:

Szescian o boku 500 cm, M = 11 kNm, P, = 5 kN, P, = 4 kN, P; = 1000 N.

A
z
P>
(0)
|
M P
3 y

7adanie nr 2

Poda¢ sktadowe wektora M, dla ktérego istnieje wypadkowa uktadu jak na rysunku.

Dane:

P; = 20 kN, P, = 50 kN (sita ﬁz dziata wzdtuz przekatnej sciany bocznej prostopadtoscianu)
A

z

v

P>

o)

3m
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7adanie nr 2

Dobrad tak site P; = P aby istniata wypadkowa. Wyznaczy¢ jg dla P # 0.
Dane:

Szescian o boku 30 dm.

M = 15v2 kNm, P, = 10 000 N, P; = 10+/3 kN. (sita ﬁ3 dziata wzdtuz przekatnej szescianu)

7adanie nr A

Wyznaczy¢ sity w wiezach (kierunki wiezow pokrywaijg sie z krawedziami prostopadtoscianu).
Dane:
M = 20 kNm, P, = 20 kN, P, = 10 kN, P; = 30 kN P, = 10 kN,

(wektory obcigzen czynnych réowniez pokrywajg sie z krawedziami prostopadtoscianu).

P1
M
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7adanie nr §

C704¢ 1

Sprawdzic¢ istnienie wypadkowej w.

Dane:

Szescian o boku 3 m,

M = 60+/2 kNm (wektor na przekatnej podstawy szescianu),
P; = 20 KN (wektor wzdtuz krawedzi szescianu),

P, = 20 kN(wektor wzdtuz krawedzi szescianu),

P; = 20v/3 kN (wektor na przekatnej szescianu).

C70éF D)

Jezeli istnieje wypadkowa, podac:
o wektor sity wypadkowej
e modutf wektora sity wypadkowej

e dowolny punkt lokacyjny prostej dziatania sity wypadkowe;.

Monika Podwoérna
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UKLAD 2D

6.2.

Zadanie nr 1

Wyznaczy¢ sity lezgce na prostych a, b, c rdwnowazace dane obcigzenie.

402 kN, g = 10 kN/m,

Dane: M = 24 kNm, P

Zadanie nr 2

Wyznaczy¢ sity lezgce na prostych a, b, c rdwnowazgce dane obcigzenie.

Dane: q = 20 kN/m,
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Zadanie nr 3

Wyznaczy¢ uktad réwnowazny przechodzacy przez punkt A.

=5kN/m, P =10 kN

Dane q

Yy

Im

Y

Yy

Zadanie nr 4

Dla danych z zadania 3, wyznaczy¢ uktad rownowazacy przechodzacy przez punkt A.

Zadanie nr 5

Zredukowac¢ uktad do punktu A. Wynik prosze narysowac na rysunku.

Zadanie nr 6

Wyznaczy¢ sity w wiezach.

Daneq =8 kN/m, P =20 kN

Im

v

Iy v
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CZESC DRUGA
ANALIZA KINEMATYCZNA PtASKICH USTROJOW PRETOWYCH

1. WPROWADZENIE

Podstawowe pojecia

Punkt materialny — obiekt o nieskoriczenie matych wymiarach i skoriczonej masie, ktérego

potozenie mozna okreslaé jak potozenie punktu geometrycznego

Ciato materialne lub uktad materialny — kazdy uktad ciat, ktéry mozna rozpatrywac jako uktad

punktéw materialnych.

Tarcza — jest to zbiér punktéw materialnych, ktérych wzajemne odlegtosci sg ustalone.

Ostoja (fundament, podtoze) jest z definicji nieruchomg tarcza.

Szczegdlnym przypadkiem tarczy jest pret pryzmatyczny, ktérego dwa wymiary gabarytowe sg

o rzagd mniejsze od wymiaru trzeciego.

Stopien swobody - niezalezny parametr, za pomocy ktdrego opisujemy potozenie tarczy
sztywnej na ptaszczyznie. Aby zna¢ dokfadne potozenie tarczy sztywnej na ptaszczyznie
wystarczy znaé potozenie dowolnego odcinka nalezgcego do tarczy. Potozenie tego odcinka
moze by¢ opisane za pomocg dwdch wspodtrzednych dowolnego punktu i kata, ktéry jest katem
nachylenia tego odcinka.

Punkt swobodny na ptaszczyznie ma dwa stopnie swobody - potrzebne sg dwie informacje
geometryczne do okreslenia zmiany potfozenia punktu.

Tarcza swobodna na ptaszczyznie ma trzy stopnie swobody - potrzebne sg trzy informacje

geometryczne do okreslenia zmiany potozenia tarczy.

Wiez elementarna (wiez elementarny) — najprostszy ideowy model tacznika. Jest to pret prosty

opatrzony na koricach przegubami.

Os preta — miejsce geometryczne srodkdw mas przekroju preta.
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2. SCHEMAT STATYCZNY

Niektdre konstrukcje mozina odwzorowaé za pomocg ptaskich modeli fizycznych. Sg to
schematy statyczne konstrukcji, zawierajgce nastepujgce informacje:

e geometria i potozenie tarcz,

e potaczenia tarcz z ostojg i ze sobg,

e rodzaj, potozenie i wartos¢ obcigzen czynnych.
Wszystkie elementy modelu ptaskiego sg w jedne]j ptaszczyznie, zwanej pfaszczyzng modelu.

(zat. Przemieszczenia elementéw modelu mogg wystepowac tylko w ptaszczyznie modelu.)

Na schematach statycznych pret pryzmatyczny jest przedstawiany za pomocg odcinka

pokrywajgcego sie z osig preta, np.

tozyska! mostowe (miejsce oparcia przesta na filarze)

! tozysko — element konstrukcyjny przenoszacy obcigzenia z jednego elementu konstrukcyjnego na
drugi i umozliwiajagcy wzajemne przemieszczenia elementéw konstrukcyjnych (zob. Jan Bien,
Wprowadzenie do terminologii mostowej, DWE Wroctaw, 2022)
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Szczegblnym przypadkiem tarczy jest pret pryzmatyczny, ktérego dwa wymiary gabarytowe sg
o rzad mniejsze od wymiaru trzeciego.

W odniesieniu do pretéw obowigzuja nastepujace definicje:

1. Przekroje poprzeczne sg prostopadte do osi preta.

2 Przekrdj poprzeczny jest figurg ptaska, ktorej przyporzadkowany jest srodek masy.

3.  Os$ preta jest miejscem geometrycznym srodkdéw masy przekrojow poprzecznych.

4 Pret pryzmatyczny ma o$ prostoliniowa, staty przekréj i tworzace réwnolegte

do osi preta.

Do modelowania potaczen stuzy wiez elementarna (wiez elementarny), ktéra jest pretem
pryzmatycznym zakonczonym przegubami ptaskimi. Wiez elementarna taczy dwie tarcze, moze

by¢ fizyczna lub abstrakcyjna.

Rodzaje potgczen miedzy tarczami:
e wiezy — tarcze mogq sie przesuwac wzgledem siebie na kierunku prostopadtym do wiezi
oraz moggq sie obracac w ptaszczyznie modelu
o wiez zewnetrzny (pret podporowy)
o wiez wewnetrzny (wewnetrzny pret przegubowo-przegubowy, ktéry tez moze stanowié
tarcze)
e przegub - tarcze moggq sie tylko obracac¢ wzgledem przegubu
o przegub
Jezeli dwie tarcze sg potgczone przegubem jest to réwnoznaczne z pofgczeniem dwoma

wieziami, ktdre przecinajg sie w miejscu przegubu.

o przegub wielokrotny

Jezeli przegub tgczy wiecej niz dwie tarcze — to jest to przegub wielokrotny. Jezeli liczba
tarcz zwigzanych przegubem i wynosi t;, to przegub ma krotnosé ki = ti - 1 oraz

zastepuje on e; = 2ki= 2 (ti- 1) wiezi elementarnych.

ca
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3. KINEMATYCZNA ANALIZA UKLADOW PLASKICH

Analiza kinematyczna stuzy nam do okreslenia czy dany uktad spetnia wszystkie warunki, aby

by¢ konstrukcjg budowlana.

Waznym pojeciem przy analizie kinematycznej jest stopien swobody. Jest to niezalezny
parametr, za pomoca ktdrego opisujemy potozenie tarczy sztywnej na ptaszczyznie. Ich liczba
okresla nam liczbe stopni swobody tarczy sztywne;.

Pojedyncza tarcza sztywna posiada na ptaszczyznie trzy stopnie swobody.

Tarcza swobodna pofgczona z tarczg podstawowqg za pomocg dwoch wiezi elementarnych
zostaje pozbawiona dwodch stopni swobody. Punkt przeciecia tych wiezi jest srodkiem

wzajemnego obrotu tarcz.

Od konstrukcji budowlanej wymagamy, aby nie byta ona mechanizmem i pozostata
nieruchoma pod wptywem obcigzenia. Aby tak byto nalezy odebrac jej wszystkie stopnie
swobody. Robi sie to przymocowujac tarcze sztywne do nieruchomej tarczy podporowej za
pomocg wiezdéw. Tarczg podporowg w przypadku rzeczywistych konstrukcji jest na przyktad

podtoze gruntowe.

Geometryczna niezmiennos¢ uktadow ptaskich

1. Uktad tarcz nazywamy wewnetrznie geometrycznie niezmiennym (WGN), jesli mozna go
zastgpié jedng tarcza.

2. Uktad tarcz nazywamy geometrycznie niezmiennym (GN), jesli jest nieruchomy
wzgledem ostoi.

3. Uktad tarcz nazywamy geometrycznie zmiennym (GZ), jesli mozliwy jest ruch ukfadu

wzgledem ostoi.

Warunki geometrycznej niezmiennosci:.

A. Warunek ilosciowy e23t Q

t —liczba tarcz
e — liczba wiezi

Jest warunkiem koniecznym, ale niewystarczajgcym.
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B. Warunek jakosciowy:

Q

Twierdzenie Aronholdta (o trzech tarczach)
Uktad ztozony z trzech tarcz, w ktérych kazda para potgczona jest za pomocg dwdch wiezow
elementarnych, tworzy jedng tarcze, jezeli srodki wzajemnego obrotu tych tarcz nie lezg

na jednej proste;j.

Jezeli jedna z tych tarcz jest ostojq, to uktfad jest geometrycznie niezmienny. O

Twierdzenie o dwdch tarczach

Dwie tarcze potgczone za pomocg trzech wiezow elementarnych, jednoczes$nie

nieréwnolegtych i jednoczesnie niezbieznych tworzg jedng tarcze.

Jezeli jedna z tych tarcz jest ostojq, to uktfad jest geometrycznie niezmienny.

Geometryczna niezmienno$¢ uktaddw ptaskich

e = 3t — warunek konieczny GN (geometrycznej niezmiennosci uktadu)
e > 3t — warunek konieczny GN ukfadu przesztywnionego

e < 3t — warunek dostateczny GZ (geometrycznej zmiennosci uktadu)

Statyczna wyznaczalnos¢ uktadow ptaskich

Statyczna wyznaczalnosc dotyczy tylko uktadow geometrycznie niezmiennych

/e = 3t, GN = SW — ukfad statycznie wyznaczalny

_/ e < 3t = GZ

e > 3t,GN = SN — ukfad statycznie niewyznaczalny

n, = e — 3t - stopien statycznej niewyznaczalnosci (SN) uktadu ptaskiego

ng = 3t — e - stopien geometrycznej zmiennosci (GZ) uktadu ptaskiego

Jesling = 1, to uktad nazywamy mechanizmem o jednym stopniu swobody.
Potgczenia tarcz z ostojg — nazywamy podporami.
Rozrézniamy nastepujgce rodzaje podpdr:

1. Podpora przegubowo-przesuwna

Podpora umozliwia obrdt wokdét punktu zamocowania i przesuw w wybranym kierunku,

a odbiera jeden stopien swobody — przesuw na kierunku wiezu.

AN

o$ preta

brak mozliwosci przesuwu
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2. Podpora przegubowa

Podpora umozliwia obréot wokoét punktu zamocowania, a odbiera dwa stopnie swobody —

przesuw na dowolnym kierunku.

o$ preta

j brak mozliwosci przesuwu

3. Podpora sztywna (sztywne zamocowanie)

Podpora wszystkie trzy stopnie swobody — brak mozliwosci obrotu oraz przesuwu

na dowolnym kierunku.

o$ preta

[ /[ /]

4. Podpora sztywno-przesuwna

Podpora umozliwia przesuw na wybranym kierunku, a odbiera dwa stopnie swobody — obrét
oraz przesuw na kierunku prostopadtym.

- mozliwy przesuw pionowy
N
/s’preta

~
~
<l N[ meeteeeeeeeeeceeeeeees -
N

brak mozliwosci przesuwu

- mozliwy przesuw poziomy

o$ preta

brak mozliwosci przesuwu
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Tabela. Zestawienie podpor.

Strona 65

o,

> _—

—_—., &

Nazwa

Potqczenie tarczy z ostajq

Oznaczenie Opis =
podpory za pomocq wiezow
Podpora Podpora umozliwia obrot

rze url):)owo- wokot przegubu oraz —}
i I'nguwna F przesuw w wybranym
P ) kierunku P
Podpora Podpora umozliwia obrot :
przegubowa § wokot przegubu
Podpora | 3 Podpora unieruchamia
sztywna i— tarcze
~
N
spzct)d\?v?;,a_ t Podpora umozliwia
rzeysuwna N przesuw w wybranym
p( tyzwa kierunku. ’
pignowa") (pionowym) /
:z(:d:,(:,r: —_— Podpora umozliwia
rzgsuwna przesuw w wybranym
p( tyzwa g kierunku.
pozioma”) (poziomym) 1
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4. PRZYKLADY ROZWIAZANE

4.1. DOWOLNE UKtADY TARCZOWE
PRZYKtAD NR 1

Przeprowadzi¢ analize kinematyczng ukfadu tarczowego:

Warunek ilosciowy:

t=2
e=6

e=3t

Warunek jakosciowy:

Strona 66

(—
[ )

(1 -2) tworzy jedna tarcze na podstawie twierdzenia o

dwdch tarczach - (1 - 2)27

ﬁ [(1—-2)—-0]tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia

o dwdch tarczach
[(1-2)2r—0]2r=0
Odpowiedz: Uktad GN SW

PRZYKLAD NR 2
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng uktadu tarczowego:

(1,2) Warunek ilosciowy:

t=2
e=6

e=3t
2,0)

Iu,o)
Warunek jako$ciowy:
7%)7 (1—-2-0) tworzy jedng tarcze na podstawie

twierdzenia o trzech tarczach - (1 — 2 -0)sr

(1-2-0)37=0
Odpowiedz: Uktad GN SW
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PRZYKtLAD NR 3

Przeprowadzi¢ analize kinematyczng uktadu tarczowego: .‘
® 06 o
Warunek ilo$ciowy: dhah b
™ t=2
e=6
1 2
e=3t

Warunek jakosciowy:

(1 - 2) tworzy jedna tarcze na podstawie

twierdzenia o dwodch tarczach - (1 —2)r
[(1-2)—-0]NIE tworzy jednej tarczy
(wiezi zbiezne)

Odpowiedz: Uktad GZ

4.2. UKLADY BELKOWE
Kazdy ukfad pretowy mozemy zastgpi¢ tarczowym, np.:
~ ~ 1 2

\‘ ~
O | O

~ ~

Warunek ilosciowy:

t=2
e=6
e=3t

Warunek jako$ciowy:

(0—1) tworzy jedng tarcze nieruchomg - na podstawie twierdzenia o dwdch tarczach - (1 —2)r
[(0—-1)—-2] tworzy jedng tarcze nieruchomg - na podstawie twierdzenia o dwdch tarczach
[(0-1)2r—2]2r=0

Odpowiedz: Uktad GN SW
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PRZYKLAD NR 1 .‘

Przeprowadzié¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowej:
o 0 0
L T T

3 Warunek ilosciowy:

S|

— t=3, e=9, e=3t
ALy

Warunek jako$ciowy:

(1-2-0) tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o trzech tarczach - (1 —2 -0)sr

[(1 —2-0)-3] tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o dwdch tarczach - [(1 -2 - 0) -3]ar
[(1-2-0)37-3 ]2r=0,

Odpowiedz: Uktad GN SW

PRZYKLAD NR 2
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowe;j:

'(2,0)

1171

Warunek ilosciowy:

t=3, e=10, e>3t

Warunek jako$ciowy:

(1-2-0) tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o trzech tarczach - (1 -2 -0)3r
[(1-2-0)-3] tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o dwéch tarczach - [(1 -2 - 0) -3]2r
[(1-2-0)sr-3 Jr=0,

Odpowiedz: Uktad GN SN
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PRZYKLAD NR 3
Przeprowadzié¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowej:

1 —~ 2 (i) 3 ?
_/ \d

(2,0) (3,0)¢

o/ W

Warunek ilosciowy:

t=3, e=9, e=3t

Warunek jakosciowy:

(2 —3-0) NIE tworzy jednej tarczy (Srodki obrotu lezg na jednej prostej)
Odpowiedz: Uktad GZ

PRZYKLAD NR 4
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowe;:

(10) (1,2)
3 |

N
| /

Warunek ilosciowy:

t=3, e=9, e=3t

Warunek jakos$ciowy:

(1 —2-0) NIE tworzy jednej tarczy (Srodki obrotu lezg na jednej prostej)
Odpowiedz: Uktad GZ
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PRZYKLAD NR 5
Przeprowadzié¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowej:

R
/

Warunek ilosciowy:
t=3, e=10, e>3t

Warunek jakosciowy:

17777

(1-2-0) NIE tworzy jednej tarczy (Srodki obrotu lezg na jednej prostej)

Odpowiedz: Uktad GZ

PRZYKLAD NR 6
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng belki wieloprzestowe;:

N 1 2

|| N
N |l ~

~

Warunek ilosciowy:
t=3, e=10, e>3t

Warunek jakos$ciowy:

(0—1) tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o dwdch tarczach - (1 — 0)ar
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[(0—1) -2] tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o dwdch tarczach - [(1 —0) -2]2r

[(0—1-2) -3] tworzy jedng tarcze na podstawie twierdzenia o dwéch tarczach - [(0—1 -2) -3]2r

{[(0 = 1)1 -2]27r -3}21=0
Odpowiedz: Uktad GN SN
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4.3. UKLADY RAMOWNICOWE .l_
PRZYKLAD NR 1
Przeprowadzié¢ analize kinematyczng ramy: o0 0
«h b ah
| sposéb:

Warunek ilosciowy:
t=2, e=6, e=3t

Warunek jakosciowy:

(1 —2) tworzy jedna tarcze na podstawie

twierdzenia o dwéch tarczach - (1= 2)r

Ukfad jest WGN, ale
[(1—2)-0] NIE tworzy jednej tarczy

(3 wiezy pionowe)

Il sposéb:t=3, e=9, e = 3 t (zob. przyktad ponizej)
Odpowiedz: Uktad GZ

PRZYKLAD NR 2
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng ramy:

| sposob:
t=2, e=6, e=3t
[(1=2)2r-0 Jor=0,

Il sposdb:

t=3, e=9, e=3t
[(1—2-3)37r-0]2r=0

Odpowiedz: Uktad GN SW
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PRZYKLAD NR 3
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng ramy:

—
1 P 2 —
/N
= (2,3) PEEN] t=3, e=9, e=3t
(2,0)
3 (przegub dwukrotny = 4 wiezi)
(3,0) [(0-2-3)3r-1]o1 =0

Odpowiedz: Uktad GN SW

PRZYKLAD NR 4
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng ramy:

. 3

(13) (2,3) ” t=3, e=9, e=3t
T [(1-2-3)s7-0]

NIE tworzy jednej tarczy (3 wiezi zbiezne)

1) 2
/\ ~ V/ Odpowieds: Uktad GZ

Prosze zaproponowad podobny uktad GN SW:

Podpowiedz: g

7\ \\
AN ~ iZ(\

Uktad jest WGN (1-2-3=A), wiec wystarczy zaproponowac 3 podpory przegubowo-przesuwne,
aby nie byty rownolegte ani zbiezne, np.:

Im |

~ N\
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Dodatkowe pytanie:

Sprawdzi¢ warunek iloSciowy

a)
(2) E| )

t=3, e=3x2+3=9, e=3t

t=4, e=2x2+4+3=11, e<3t
Uktad GzZ!!

PRZYKLAD NR 5
Przeprowadzi¢ analize kinematyczng ramy:

/\

t=3, e=9, e=3t

(3 srodki obrotu lezg na
jednej prostej)

Odpowiedz Uktad GZ
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PRZYKtLAD NR 6

Przeprowadzié¢ analize kinematyczng ramy: g

Podpowiedz 1:

Podpowiedz 2:

| sposdb:
t=2, e=6, e=3t

(3 wiezi zbiezne)
Il sposob:
t=3, e=9, e=3t

(3 $rodki obrotu lezg na jednej prostej)

Odpowiedz Uktad GZ
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PRZYKEAD NR 7

Sprawdzi¢ czy ponizszy uktad moze by¢ przyktadem schematu statycznego konstrukgji

budowlanej.

S

17777

Odpowiedz TAK — bo uktad GN, SW

[dowdd: WGN - spetnione twierdzenie o dwdch tarczach lub o trzech tarczach (w zaleznosci czy pret przegubowo-

przegubowy zostanie potraktowany jako wieZ czy jako tarcza), a nastepnie twierdzenie o dwdch tarczach]

PRZYKLAD NR 8
Sprawdzi¢ czy ponizszy uktad moze by¢ przyktadem schematu statycznego konstrukgcji g
budowlanej. o

Podpowiedz:

VN

Odpowiedz NIE — bo uktad GZ

[dowdd — podwdjnie nie jest spetnione twierdzenie o dwdch tarczach]
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4.4. UKtADY KRATOWNICOWE
Najprostszym przypadkiem tarczy o strukturze kratowej jest trojkat zbudowany z 3 pretéw

potgczonych przegubowo (tw. Aronholdta) o trzech weztach nie lezgcych na jednej proste;j.

Jezeli utworzymy ciag tréjkatoéw, w ktérym kazdy sgsiadujacy tréjkat ma jeden bok wspdlny, to
cigg taki jest jedng tarcza.

) )

lloSciowy warunek geometrycznej niezmiennosci uktadow kratowych:
e =3t

t — liczba tarcz

e — liczba wiezéw

zaktadamy, ze kazdy pret kratownicy jest tarczg, czylip =t
p — liczba pretéw kratownicy

w — liczba weztéw kratownicy

r — liczba wiezi podporowych
r+22(pl-—1) =3p
w

p; — liczba pretow kratownicy zbiegajacych sie w wezle

r+22pi—221=3p
w w

r+2-2p—2-w=3p

Jeslir+p < 2w

to uktad jest geometrycznie zmienny o stopniu zmiennosci s > 2w — (r + p)
leslir+p > 2w

to uktad jest geometrycznie niezmienny o stopniu przesztywnienian =1 + p — 2w
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Przyktady uktaddéw geometrycznie niezmiennych statycznie wyznaczalnych:

budowa tréjkatna kratownicy

Pret z pasa dolnego jest jako baza i z jego koncow
wyprowadzono dwa nieréwnolegte prety do przeciecia sie,

czyli tak utworzony nowy wezet tworzy wraz z bazg jedng

tarcze, itd.

Dwie tarcze tworzgce uktad tréjprzegubowy:

— =
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4.5. BRAK MOZLIWOSCI WYKORZYSTANIA TWIERDZEN O TARCZACH
Analize ponizszej belki wieloprzestowej nie mozina przeprowadzi¢ z wykorzystaniem

twierdzenia o dwdch / trzech tarczach.

N
3 O S -
N

AN

Zaktadamy, ze uktad jest mechanizmem. Poszukujemy srodkéw wzajemnego obrotu tarcz:

(=zob. punkt 3 czesc 4)

S | 1 (1,.2) 2 (2..3) 3 gﬁ
(1,0 é ¢ (3,0)

Srodek (2,0) poszukujemy trzema sposobami — 3 kombinacje z wykorzystaniem tarczy 1, 3 oraz

wiezi podporowe,;.

2 P
3, ® A (2,0 e
<5 Py L 6o
1
a

! ’ 777

Stad wniosek, ze tarcza druga obraca sie wokét swojego srodka obrotu (punkt A).

Ponizej przedstawiono mozliwe zachowanie sie mechanizmu:

- (1.0; (2,0)

\|

~ /) /M

~ ~ e —/

N EE

Odpowiedz: Uktad GZ
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Gdyby kierunek wiezi podporowej nie przecinat przegubu:

~
J | N\
~
~ /
~

/\

O

Zaktadamy, ze uktad jest mechanizmem. Poszukujemy srodkéw wzajemnego obrotu tarcz:

(=zob. punkt 3 czesc 4)

N 1 (1,2) 2 (2,3) 3
N @ @ gg

(1,0 é i (3,0)

Srodek (2,0) poszukujemy trzema sposobami — 3 kombinacje z wykorzystaniem tarczy 1, 3 oraz

wiezi podporowe;j.

1 (1,2) > (2,3) s

® (2?5) g,;
L Lo

1 3 A
777 i (2,0)

o,
B
o
) =
N

Stad wniosek, ze tarcza druga jest nieruchoma — brak jednoznacznie wyznaczonego $rodka
obrotu tarczy wzgledem fundamentu. Jezeli tarcza druga jest nieruchoma, to zaréwno
pierwsza, jak i trzecia rowniez nie ma mozliwosci ani przesuwu, ani obrotu.

Uktad GN, SW
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5. ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Zadanie nr 1

Zadanie nr 2
AR

Zadanie nr 3

[\ [\

/

\ N\ \
Zadanie nr 4
A
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7adanie nr 5

7adanie nr 6

7adanie nr 7
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7adanie nr 8

[ ]

7adanie nr 9

= @

7Zadanie nr 10

)

)

)

B @

Ny

N\

N\

7Zadanie nr 11
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CZESC TRZECIA
SILY W PLASKICH USTROJACH

1. WPROWADZENIE

Podstawowe pojecia:

Podstawowym pojeciem mechaniki jest pojecie sity jako wektora.

Sifa — jakakolwiek przyczyna fizyczna zdolna do zmiany warunkéw ruchu lub spoczynku ciata
materialnego albo do jego odksztatcenia

Sita jest wielkos$cig kierunkowg, czyli wektorem liniowym, tzn. jest okreslona przez prosta

dziatania, modut i zwrot.

Parg sit nazywamy dwie sity lezgce na prostych réwnolegtych, majgce te samg wartosc i

przeciwne zwroty.

Moment pary sit jest wektorem swobodnym, prostopadtym do ptaszczyzny dziatania pary sit, o

zwrocie zgodnym z regutg prawej dfoni i wartosci M = P - a, gdzie a jest ramieniem pary sit.

Uktad sit i momentdw par sit nazywamy obcigzeniem dowolnym ciata sztywnego.

Dwa uktady obcigzen sg sobie réownowazne, jesli zastgpienie jednego uktadu obcigzen uktadem

drugim wywotuje takie same skutki.

Redukcjqg ukfadu obcigzen nazywamy zastgpienie tego uktadu najprostszym uktadem

rownowaznym.

Uktad obcigzen dziatajgcych na ciato sztywne jest w rownowad:ze statycznej, jesli redukuje sie

do zera.

Tarcza — jest to zbidr punktédw materialnych, ktérych wzajemne odlegtosci s ustalone.

Punkt swobodny na pfaszczyznie ma dwa stopnie swobody - potrzebne sg dwie informacje
geometryczne do okreslenia zmiany potozenia punktu.

Tarcza swobodna na ptaszczyznie ma trzy stopnie swobody - potrzebne s3 trzy informacje
geometryczne do okreslenia zmiany pofozenia tarczy.

Ostoja (fundament, podfoze) jest z definicji nieruchomg tarcza.
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W statyce przyjmuje sie szereg zatozen, najwazniejsze z nich:

Zatozenia dotyczgce konstrukcji

Kazda konstrukcja wykonana jest z konkretnego materiatu charakteryzujgcego sie pewnymi

wiasnosciami fizycznymi, co do ktérych czynimy zatozenia:

!

ciggtos¢ materiatu
materiat ciata wypetnia w sposéb ciaggty catg jego objetos¢, czyli stanowi tzw kontinuum

materialne,

- jednorodnos¢ materiatu

materiat jest jednorodny, czyli rowne objetosci majg réwne masy,

— izotropowosc¢ materiatu

materiat jest izotropowy, czyli majgcy te same wtasciwosci we wszystkich kierunkach.

Zatozenia dotyczace obcigzen

I , obcigzenia dziataja w sposdb statyczny, tzn. wzrastajg od zera do swojej wartosci
korncowej w sposéb powolny,

I , skutki dziatania poszczegélnych sit sg niezalezne. Skutek dziatania uktadu sit jest
réwny sumie wektorowej skutkow sit sktadowych (zasada superpozycji)

_ konstrukcje rzeczywiste pod wpltywem obcigzen doznajg odksztatcen (podlegaja
procesom deformacji). Zaktadamy, ze te deformacje s pomijalnie mate, a wiec
konfiguracja geometryczna obcigzen w procesie obcigzania jest niezmienna (zasada

zesztywnienia).

W odniesieniu do pretdw obowigzujg nastepujace definicje:

Przekroj poprzeczny jest figurg ptaska, ktorej przyporzadkowany jest srodek
masy. Przekroje poprzeczne sg prostopadte do osi preta.

Os preta jest miejscem geometrycznym sSrodkdéw masy przekrojow
poprzecznych.

Pret pryzmatyczny ma o$ prostoliniowg, staty przekrdj i tworzgce réwnolegte do

osi preta.

Monika Podwoérna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 85

2. SitY CZYNNE

Obcigzenia obiektéw budowlanych lub ich cze$ci mozna — ze wzgledu na czas ich trwania i
sposob dziatania — podzieli¢ na
stafe
np. ciezar wiasny statych elementéw i konstrukcji, w tym elementdéw nosnych i ostonowych;
ciezar wtasny gruntu w stanie rodzimym, nasypow i zasypow, i parcie z niego wynikajgce;
sity sprezajgce konstrukcje.
zmienne
technologiczne (zalezne od funkcji obiektu i sposobu jego uzytkowania)
srodowiskowe (zalezne od srodowiska, w ktérym obiekt sie znajduje).
Mogg one by¢
w catosci dtugotrwate (np. parcie wody o statym poziomie jej zwierciadta),
w czesci dtugotrwate (np. obcigzenia stropédw w pomieszczeniach)
w catosci krétkotrwate (np. obcigzenia $niegiem lub wiatrem).
wyjgtkowe
np. uderzenia pojazdami, obcigzenia sejsmiczne, obcigzenia spowodowane huraganowym

wiatrem itp.

Obcigzenia czynne s3g obcigzeniami przytozonymi do uktadu, np. sity skupione, momenty

skupione, obcigzenie roztozone.

Obcigzenia dzielimy tez na
bezposrednie
np.:
> state lub zmienne w czasie
> skupione lub ciagte
2 statyczne lub dynamiczne
posrednie

(przemieszczenia wywotane jakims czynnikiem, np. temperaturg, skurczem itp.)

Przyktady sit, jakie mozna analizowaé badajac ustroje konstrukcyjne:

+ ciezar wiasny elementéw konstrukcyjnych
+ obcigzenie zmienne technologiczne (np. obcigzenie stropu zaleine od przeznaczenia
obiektu oraz sposobu uzytkowania pomieszczen)

+ obcigzenie zmienne $rodowiskowe (np. $nieg, wiatr)
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3. SiLY BIERNE

W wyniku dziatania obcigzenia czynnego w wieziach/wiezach elementarnych taczacych tarcze z
ostojg powstajg oddziatywania (reakcje), ktére nazywamy sitami biernymi (reakcjami). Zalezg

one od obcigzen czynnych oraz konfiguracji ustroju. Liczba sit biernych jest réowna liczbie

Q

zastosowanych wiezi elementarnych

Tabela. Zestawienie podpor.

Nazwa podpory Oznaczenie

Podpora przegubowo-
przesuwna

Podpora przegubowa : ;
AN
N ~
~N — [~
Podpora sztywna Ny ~
~

Podpora sztywno- ~
~N|

przesuwna J
(,tyzwa pionowa”) J

Podpora sztywno-
przesuwna

(,tyzwa pozioma”)

Monika Podwoérna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 87

4. SitY PRZEKROJOWE

4.1. INFORMACIE OGOLNE

Obcigzenie przytozone do elementu konstrukcyjnego powoduje powstanie w nim pewnych sif,
ktore mozna nazwac sitami wewnetrznymi. Sity te wywotujg w materiale stan wytezenia, ktéry
moze doprowadzi¢ do zniszczenia elementu.
Dana jest unieruchomiona tarcza sztywna obcigzona uktadem sit czynnych (obcigzenie) i
biernych (reakcje).

Jezeli tarcza jest unieruchomiona, to uktad

\ / sit dziatajgcych na nig jest rownowazny uktadowi
\ / zerowemu (uktfad jest w rownowadze).

1A

Jezeli ciato, bedace w réwnowadze podzielimy na czesci, to kazda z tych czesci rowniez bedzie

pozostawaé w rGwnowadze.

Z| + Z|| =0 \
Zi+W=0 Zr /
Z,+W; =0 \ o~
— In

1 R

Zi= W,

Uktad sit zewnetrznych przytozonych do czesci pierwszej jest rownowaziny ukifadowi sit
wewnetrznych przytozonych do czesci drugiej.

Zi=W,

Uktad sit zewnetrznych przytozonych do czesci drugiej jest rownowainy ukfadowi sit

wewnetrznych przytozonych do czesci pierwsze;j.

Dwa uktady sit s rdwnowazne, jezeli majg rowne sumy i rdwne momenty liczone wzglede

tego samego punktu.
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Redukujgc zatem w dowolnym punkcie przekroju uktad sit zewnetrznych przytozonych do
jednej czesci ciata, dostaniemy ukfad ztozony z sity i momentu, ktéry bedzie réwnowazny

uktadowi sit wewnetrznych przytozonemu do drugiej czesci.

Dla uktadéw pretowych, bedziemy przyjmowac, ze biegunem redukcji bedg punkty nalezace do
osi preta. Zredukowany w kazdym przekroju uktad sit nazywamy sitami przekrojowymi. Site
tego ukfadu rozktada sie na dwie sktadowe: wzdtuz osi preta i prostopadle do niej. Sktadowa
rownolegtg do osi preta nazywamy sitg podtuing (osiowg) i oznaczamy najczesciej przez N,
natomiast site prostopadtg do osi preta nazywamy sitg poprzeczng (tnqcq) i oznaczamy przez T.
Moment bedacy wynikiem redukgji, z racji efektu dziatania na pret, nazywany jest momentem

zginajacym - oznaczamy przez

Q

Momentem zginajgcym (gngcym) w danym przekroju nazywamy sume momentéow wzgledem
srodka masy przekroju uktadu obcigzen dziatajgcych na myslowo odcietg czes¢ ustroju.

Moment zginajgcy jest dodatni, jezeli wywotuje rozcigganie widkien uprzywilejowanych.
T Y

Sitq tngcg (poprzeczng) w danym przekroju nazywamy sume rzutdw na kierunek prostopadty
do osi preta uktadu sit dziatajgcych na myslowo odcietg czes¢ ustroju.

Sita tnaca jest dodatnia, jezeli z lewej strony przekroju jest skierowana do goéry, a z prawej do
dotu.

N @

Sitg osiowg w danym przekroju nazywamy sume rzutdow na kierunek styczny do osi preta
uktadu sit dziatajgcych na myslowo odcietg czes$é ustroju.

Sita osiowa jest dodatnia, jezeli wywotuje rozcigganie preta.
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4.2. ZWIAZKI MIEDZY SItAMI PRZEKROJOWYMI DLA PRETA PROSTEGO

I
|
|
|
|
|
|
|
H
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
x

‘ dN
4N(x) | % NGO+ g dx

x

dT
T == T(X)+ X dx
o

y* 909dX m (x)dx

h()px |

Réwnania rownowagi wycinka preta

m(x)dx

h(x)dx q(x)dx

— 0  _ an _ N _
Y X =0: N +N +==dx + hdx = 0 :[dx = h(x)]

dT (x)

dT
ZYz : —T+T+adx+qu:0 =>[ Ix =—q(x)]

§F4—o- M=+ iy + 0+ L aydx + qax 2+ max = 0
o =0: ( dxx)( dxx)x qdx—-+ mdx =

.,
’

aM .
— =+ T+~
dx IR

-’

+0-4+m=0 :[%?=T@}HM@]
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Cechy charakterystyczne wykresow sit przekrojowych

Dla podstawowych przypadkdéw obcigzen preta prostoliniowego:

P
I
l

L)
— e ——

ONC

__._.O (o= —
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ga

‘@

®@ ha

) e
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4.3. ZWIAZKI MIEDZY SItAMI PRZEKROJOWYMI DLA PRETA ZAKRZYWIONEGO

T+dT

Yy
r — promien lokalnej krzywizny preta
d¢ - rézniczkowy przyrost kata

cos(dep) =1
sin(d¢) = do
ds=r sind¢ =r do¢
Réwnania réwnowagi wycinka preta

Y=o

dN dT
—-N + [(N + Eds)cosdq.’)] — [(T + gds)sindqb] + hrsind¢ = 0

~N+N+dN—T do + +hds=0 >dN—T dp+hds=0/ds
dN T _
ds r
ZY =0:
dT dN
T+ |(T + ﬁds) cosdcl)] + [(N + gds)sindqb] + grsind¢ =0
—T+T +dT + N d¢ + +qds=0-dT+N dp+q ds =0/ds
dT N _
ds r 1
ZMO = 0:
, , dM
M + Trsindg — N(r — rcosdp) — M — Eds + mrsind¢ =0
Trdp—N@~<r)—dM+mds=0/ds
am =T+
ds m
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5. SCHEMAT STATYCZNY

Niektdre konstrukcje mozna odwzorowac za pomocg ptaskich modeli fizycznych.
Wszystkie elementy modelu ptaskiego sg w jednej ptaszczyZnie, zwanej ptaszczyzng modelu.
Przemieszczenia elementéw modelu moga wystepowac tylko w ptaszczyznie modelu.
Ptaskie modele fizyczne, zapisuje sie w postaci schematow statycznych konstrukgcji.
Schematy statyczne konstrukcji, zawierajg nastepujgce informacje:
e geometria i potozenie tarcz,
e potaczenia tarcz z ostojg i ze sobg,

e rodzaj, potozenie i wartos$¢ obcigzen czynnych.

Dla ufatwienia obliczen tworzy sie rézne schematy obliczeniowe (mogq byc rézne na réznym

etapie obliczen).

Do wyznaczenia sit biernych (reakcji):

Schematy obliczeniowe, zawierajg nastepujace informacje:
e geometria i potozenie tarcz,
e potgczenia tarcz z ostojg i ze sobg, przy czym potaczenia z ostojg zastagpione reakcjami
o znanych kierunkach i przyjetych zwrotach,

e rodzaj, potozenie i warto$é obcigzen czynnych.

Do wyznaczenia sit przekrojowych:

Schematy obliczeniowe, zawierajg nastepujace informacje:
e geometria i potozenie tarcz,
e potgczenia tarcz z ostojg i ze sobg, przy czym potaczenia z ostojg zastagpione reakcjami
o znanych kierunkach, wartosciach i zwrotach,

e rodzaj, potozenie i warto$¢ obcigzen czynnych, przytozonych do osi preta.
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6. OGOLNE ZASADY WYZNACZANIA SIt PRZEKROJOWYCH

Rozwigzanie mozna otrzymac na drodze analitycznej lub graficznej (wykresinej).

W wersji graficznej sity przekrojowe (wewnetrzne MTN) wyznacza sie na podstawie znajomosci

wszystkich sit zewnetrznych (czynnych i biernych). Wykorzystuje sie wielobok sit (do

wyznaczenia sit T i N) oraz wielobok sznurowy wraz z zamykajgcymi (do wyznaczenia M).

W wersji analitycznej sity przekrojowe (wewnetrzne MTN) wyznacza sie stosujac:

- sposob (metode) przepisow funkcyjnych SPF
SPF jest petnym rozwigzaniem analitycznym. Belke dzieli sie na przedziaty, w ktérych MTN s3
okreslone pojedynczymi funkcjami zmiennej geometrycznej x. Na podstawie tych wzoréw
wyznacza sie rzedne charakterystyczne i wartosci ekstremalne. Liczba przedziatéw wynika z
obcigzenia zewnetrznego przekazywanego na belke (pret gtéwny belki).

- sposob (metode) rzednych charakterystycznych SRC
SRC jest skréconym rozwigzaniem analitycznym. Oblicza sie tylko rzedne charakterystyczne
wykreséw sit przekrojowych MTN. Potozenie rzednych wynika z cech charakterystycznych

wykresow sit przekrojowych (np. miejsce przytozenia sity).

Algorytm analitycznego wyznaczania sit przekrojowych w uktadach ptaskich GN, SW

1. Narysowac schemat statyczny ukfadu. O

2.  Przeprowadzi¢ analize kinematyczng uktadu (warunek ilosciowy i jakosciowy) =

3. Narysowac schemat obliczeniowy uktadu do wyznaczenia reakcji, tzn. pofgczenia zastqgpic
reakcjami.

4. Napisa¢ réwnania rownowagi statycznej i rozwigzaé je, tzn. wyznaczy¢ niewiadome
reakcje.

5.  Sprawdzi¢ poprawnos$é wyznaczonych sit biernych.

6. Narysowa¢ schemat obliczeniowy uktadu do wyznaczenia sit czynnych, tzn. narysowac
reakcje jako znane sity (znane kierunki, zwroty i wartosci) oraz sity czynne przytozone
bezposrednio do osi preta.

7.  Wyznaczy¢ wartosci sit przekrojowych (momenty, sity tngce, sity osiowe) w miejscach
charakterystycznych lub dla przedziatéw za pomoca przepiséw funkcyjnych.

8. Narysowac w skali wykresy sit przekrojowych (momenty, sity tnqgce, sity osiowe).

9.  Sprawdzi¢ cechy charakterystyczne wykreséw sit przekrojowych.
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7. SitY PRZEKROJOWE W PtASKICH UKtADACH PRETOWYCH SW

Belke nazywamy pret prosty przeznaczony do przenoszenia gtéwnie obcigzen poprzecznych do
jego osi. Oddziatywania i sity wewnetrzne (przekrojowe) obliczamy wedtug ogdlnych zasad. Sity
zewnetrzne (czynne i bierne) mogg byc¢ przekazywane na belke bezposrednio lub posrednio. W

tym drugim przypadku moéwimy o precie gtéwnym belki.

7.1. BELKI PROSTE

Belki proste to belki, dla ktérych oddziatywania wyznaczamy z trzech warunkéw réwnowagi
statycznej (3RRS), np.:

XX=0,XY=0,YMz=0
W celu niezaleznego wyznaczenia oddziatywan czesto korzystamy z innych wariantéw
réwnowagi, np..> My, =0 , Y Mz =0 , Y M- = 0; pod warunkiem, ze punkty A, B, C nie leza
na jednej prostej. (zob. punkt 5.2. czes¢ 1)

Przyktady belek prostych:

- belka swobodnie podparta

/\

7777
- wspornik (belka wspornikowa)
~
N
~
N
~

- belka wspornikowa jednostronnie przewieszona

ZANJRAS

- belka z mozliwoscig przesuwu poprzecznego

- belka z mozliwoscig przesuwu podtuznego
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Przyktadowe rozwiazania:

Strona 96

1. Belka swobodnie podparta obcigzona pionowg sitg skupiong w potowie rozpietosci

Znane: P [kN], L [m]

Wyznaczono reakcje:

Hb

Va

L/2 |

L/2

Wykresy MT (N=0):

4‘ > Vva=Vb=P/2
Hb=0

Vb

P/2

)

(zzob. punkt 4.2. czesc 3)

P/2
L/2 L/2
L
PL/4
© P/2
@ © P/2
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2. Belka swobodnie podparta obcigzona momentem skupionym w potowie rozpietosci
Znane: M [kNm], L [m]

Wyznaczono reakcje:

MD w

) 4‘ Va=Vb= M/L
—— Hb=0
Va Vb
\
L/2 | L/2
|
L
Wykresy MT (N=0):
L/2 L/2
L

@ M/2
M/2
@

® M/L

(i=zob. punkt 4.2. czesc¢ 3)
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3. Belka swobodnie podparta obcigzona obcigzeniem roztozonym réwnomiernie
Znane: q [kN/m], L [m]

/ Wyznaczono reakcje:

"4
X v v ) 4 YH o va=Vb=qL/2
T /4‘77 Hb=0
" Vb

Wykresy MT (N=0):

Y Y v Vv ¥

qL/2 qL/2
L/2 L/2
L
@ ql’/8
ql/2
®
@ © | qu/2

(i=zob. punkt 4.2. czesc¢ 3)
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4. Belka swobodnie podparta obcigzona obcigzeniem ciggtym zmiennym liniowo
Znane: q [kN/m], L [m]

Q=qL/2|

L

Va

q
Hb
>
4‘ Va=qL/6
ve Vb =qL/3
Hb=0

2L/3 | L/3

Wykresy MT (N=0) dla q=12kN/m, L=6m:

il

—— M| kNm]
TTkN]

AN A

300

20+

10+

30

20

o = 2]~ 12

X
2L

ak _ q
M(x) ==x ——x°

T(x) =D =3,

dx 6 6L

Moment ekstremalny:

2
Mgysr = qL/9\/§ dla x = L//3

Wyznaczono reakcje:

y by
AN s
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Wykresy MT (N=0) dla q=6kN/m, L=6m:

M(x) =%Lx—gx2

T(x) =

Monika Podwoérna

S S S | o
4 5 6
-10+}

M(x) = [%L]x — [qx]%x

2

dM(x) _qL 2q

2 2

2
Mese = /g dia x = 1/2



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 100

5. Belka wspornikowa obcigzona sitg skupiong nachylong pod katem a do osi preta
Znane: P [kN], L [m], a

v P
Wyznaczono reakcje:
/5 o\ V J
<

N'Y
V=Psina
Y ) H=Pcos a
i M=PLsina
LP P .
y P,=Psina

O
x

P,=Pcoso

LP,

@ 0
®
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Metodg graficzng wyznaczyc¢ sity przekrojowe

P,=12kN

Strona 101

(e
[ )

Tworzymy plan sit (PS) i wielobok sit (WS) w skalach optymalnych do danych, np.

PS:1cm—-1m; WS: 1cm—2 kN

Na WS przyjeto biegun i roztozono kazdg z sit na promienie (sktadowe)

zobacz przyktad str. 47 (= zob. czesc 3)

P1x=6
< -
AN
A \P1y=6
AN
\' 0
Pz=12
vy
P,=12kN
P1=6V2 kN
45°
-~ -
2m 2m 2m

Monika Podwoérna

Sity analizowane sg w osi preta belki.
Na PS narysowano promien pierwszy
do przecigcia z prostg dziatania
pionowej skfadowe] sity Fl),
nastepnie w tym miejscu
narysowano promien drugi;
nastepnie  promiedn  drugi jest
,wazny” pomiedzy prostg dziatania
sity E) a 1—9;, wiec w miejscu
przeciecia promienia drugiego z
prostg dziatania sity E narysowano
promien  trzeci. Tak  powstat

wielobok sznurowy.
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PS

P,=6V2 kN

45°

P,=12kN

2m

5
¢

sita F{ pomiedzy promieniami numer 1i 2

sita ﬁ; pomiedzy promieniami numer 2i 3
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Teraz mozna przejs¢ do wyznaczenia sit
biernych.

Na PS: jeden punkt to miejsce przeciecia
pierwszego promienia z kierunkiem lewej
pionowej wiezi; drugi punkt — ostatniego
promienia i prawej pionowej wiezi.

Przez te dwa punkty prowadzimy zamykajgca
uktadu.

Kierunek zamykajgcej przenosimy na WS i w

ten sposéb mozemy odczytaé wartosci sit

sita E pomiedzy promieniami numer 3 iz
sita EZ pomiedzy promieniami numer zi 1
Ry=Vj; Rp=Vp+Hy

Z WS odczytano:

V, = 10 kN
VB = 8 kN
HB = 6 kN
P,=12kN
P,=6Vv2 kN
A 1501 2
-~ A
2m 2m 2m
z  _ -
™)
N2

biernych.
P1,=6 WS
. N\
N \P1y=6
AN
Va N
g 0
A -
P2=12
\
- \
Hg H

Na PS praktycznie jest juz wykres momentéw —
nalezy go tylko ,wyprostowaé¢”. W tym celu
rysujemy zamykajgcg poziomag i w miejscach
charakterystycznych odktadamy wyznaczone

wielkosci w skali.

Odczytane wielkosci momentéw to:
M, =1,-H=27m-6KN = 16 KkNm
M, =7n,-H=3,4m-6 kN = 20 kNm
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Nastepnie rysujemy sity tngce i osiowe odktadajgc kolejno sity z WS.

P,=12kN
P,=6V2 kN
2N oA
S 2m 2m 2m
8 P,,=6
>
AN
N\ P,.=6
Py, \\1y
Va @ 2 N
i Va=8 g 0

P,=12
P2 | () | Vs V=10
1B v
10 Ha=6
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Monika Podwoérna

PS skala WS
P2=12kN
P,=6V2 kN
A s 1 2 B
Y A
T 2m 2m 2m
z //////
P1x=6
\\P1y=6
AN
8 A
A
P2=12
v | @ Vo
@ < y
Hg
P () | Ve
10
Y
6
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7.2. BELKI WIELOPRZEStOWE

Belki wieloprzestowe mozna realizowaé w postaci zbioru belek swobodnie podpartych
potaczonych przegubowo. Lepsze rezultaty ekonomiczne mozna uzyskaé przesuwajgc przeguby
na pewne odlegtosci od podpdr — utworza sie wsporniki odcigzajgce. W ten sposéb powstaje
belka wieloprzestowa przegubowa Gerbera (Heinrich Gerber - ur.18-11-1832 w Hof, zm. 03-
01-1912 w Monachium)

Systemy belek:

- system belek zawieszonych (SZ)

VE 7 VEa VR
/ / N /

_ _ 17777 - [

57 oy N

s~ 5z vz==>

- system belek dzwigniowy (SD)

- rrrrzi - _

r7rri —_—

7
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W praktyce mozna spotkac system mieszany, ktory jest kombinacjg powyzszych schematow. W
kazdym z systemdédw mozna dokonaé rozbicia na belki proste (elementarne). Moze to jednak
nastrecza¢ trudnosci zwigzane z lokalizacjg tzw. belki podstawowej, samej w sobie
geometrycznie niezmiennej.

Rozwigzanie mozna otrzymadé na drodze analitycznej lub graficznej (wykresinej).

Rozwigzanie graficzne przeprowadza sie na ogot dla schematu globalnego, przy czym istotna

jest tutaj technika prowadzenia zamykajgcych — zgodna z warunkami podparcia oraz

warunkami narzuconymi przez wezty posrednie.

Rozwigzywanie analityczne belek

- sposob posredni
Nalezy oddzielnie rozpatrywaé wptyw obcigzen stycznych sprowadzonych do osi belki (jako
uktad kolinearny obcigzajgcy schemat globalny) i oddzielnie wptyw obcigzen poprzecznych do
belki. Tu najwygodniej jest analizowa¢ poszczegdlne belki elementarne w kolejnosci
umozliwiajgcej sukcesywne rozwigzanie.
Rozbicie na belki proste dla uktadu sit poprzecznych belki.

- sposob bezposredni
Sposdb polega na globalnym rozwigzywaniu schematu przy wykorzystaniu warunkéw
rownowagi oraz dodatkowych warunkéw narzuconych przez wezty posrednie (na ogédt
przeguby — kazdy dodatkowy przegub umozliwia napisanie dodatkowego rownania rownowagi
dotyczacej jednostronnych momentéw). Nie istnieje tu potrzeba sprowadzania uktadu sit na

kolinearny i ukfad sit réwnolegtych (poprzecznych do belki).
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7.3. RAMY

Ramami (lub ramownicami) nazywamy uktady pretowe ztozone z pretdw prostych lub
zakrzywionych, charakteryzujacych sie budowg komorowga. Mogg to by¢ konstrukcje statycznie
wyznaczalne (izostatyczne) lub statycznie niewyznaczalne (hiperstatyczne).
Ramy statycznie wyznaczalne rozwigzuje sie na ogdét metoda analityczng wedtug ogdlnych
zasad:

- ustalenie schematu statycznego i obcigzenia czynnego

- obliczenia oddziatywan (= sit biernych = reakcji)

- obliczenia sit wewnetrznych (= sit przekrojowych = sit MTN)

- sporzadzenie wykreséw.
Sity przekrojowe wyznacza sie metodq rzednych charakterystycznych lub metodq przepisow
funkcyjnych (metoda ,,0d przekroju do przekroju” czyli droga kolejnych redukcji obcigzenia do

poczatku przedziatu).

7.3.1. RAMY PROSTE

Ramy proste sg zbudowane z jednej tarczy tworzgcej graf otwarty, podpartej trzeba wieziami

podporowymi (elementarnymi).

TN /
= Z

7.3.2. USTROJE TROJPRZEGUBOWE

Ustrojem tréjprzegubowym nazywamy ustréj ztozony z dwdch tarcz potgczonych miedzy sobg i
z uktadem odniesienia za pomocg weztdw przegubowych. Ustréj jest geometrycznie

niezmienny, jezeli te trzy przeguby nie lezg na jednej prostej. (zob. tw. o trzech tarczach).

Jako konstrukcje inzynierskie wykorzystywane sg najczesciej w postaci tuku tréjprzegubowego

(zob. czesc 5).

N AN
N AAN

ﬂ
5
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7.3.3. RAMY ZtOZONE

Cechg charakterystyczng ram ztozonych jest ich budowa, w ktdrej mozna wyrdznié uktad (lub
uktady) podstawowy (zasadniczy) oraz uktad (lub uktady) podporzagdkowany (poduktad, uktad
podrzedny, drugorzedny). Ramy te majg budowe hierarchiczng. Uktadami mogg by¢ belki,
tréjprzeguby, ramy proste.

Mozna je rozwigzywac przez rozbicie na uktady prostsze (wersja posrednia) lub w sposdb

globalny (wersja bezposrednia)

AN \ A\ \

7.3.4. RAMY Z KOMORAMI ZAMKNIETYMI

Ramy te charakteryzujg sie ztozong budowg, w ktérych wystepuje komora lub komory
zamkniete (uktad tarcz tworzg graf zamkniety) a sity wewnetrzne dla tej komory nie da sie
wyznaczy¢ nawet przy znajomosci reakc;ji dla catego uktadu.
W zaleznosci od budowy ramy, w pierwszej kolejnosci mozna wyznaczy¢ reakcje, a nastepnie
,otworzy¢ komore” (przyktady 1-5), albo nie ma mozliwosci wyznaczenia reakcji bez
rownoczesnego ,,otwarcia komory” (przyktady 6-8),
,Otwieramy komore” w dowolnym miejscu, ale najwygodniejsze miejsca to

e nieobcigzony pret przegubowo-przegubowy, bo w nim wystepuje tylko sita osiowa;

e potaczenie ,tyzwg”, bo nie wystepuje tam sita na kierunku przesuwu;

e potgczenie przegubowe, bo nie wystepuje tam moment.
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7.4. KRATOWNICE

Kratownica — geometrycznie niezmienny ustrdj pretowy, w ktérym konce pretéow sg potgczone
miedzy sobg za pomocg weztdw przegubowych. Ustrdj przenosi obcigzenia w postaci sit
skupionych przytozonych w weztach. Prety kratownicy sg proste i w zaleznosci od

umiejscowienia w siatce strukturalnej kratownicy moga naleze¢ do tzw. pasa dolnego lub pasa

gornego, moga to byc¢ krzyzulce,

Y ()

Kratownice budowane sg jako uktady przestrzenne lub ptaskie. Mogg by¢ schematami
statycznie wyznaczalnymi lub niewyznaczalnymi. Zatozenia o przegubowym charakterze
weztéw w praktyce na ogédt nie sg spetnione. Réznice sg pomijalne, jezeli wezty nie sq zbyt
rozlegte, a prety dostatecznie smukfe.

Modelem kratownicy pfaskiej moze by¢ tarcza lub zbidr tarcz potgczonych miedzy sobg
i zostojg za pomocg wiezi elementarnych tworzgc uktad geometrycznie niezmienny (=zob.

punkt 4.2. czesc¢ 2).

W pretach obcigzonej kratownicy wystepujg wyfgcznie sity osiowe

rozciggajqce:

O—» = —p» <4+—0

sciskajgce:

Oea— > < —»-0O

W kazdym wezle nalezgcym do kratownicy sity te tworzg uktad zbieiny i muszg spetniaé

2 rownania réwnowagi:

/% Y Py =0, ZPiyZO
P, Y P,
taczna liczba niewiadomych r+p
P2 taczna liczba rownan 2w
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7.4.1. PRETY ZEROWE

W niektdrych okolicznosciach mozna zidentyfikowa¢ a priori ,prety zerowe” (prety, w ktorych
sity sg rédwne zero, co nie oznacza, ze s3 to prety zbedne).
1. Jezeli w weZle nieobcigzonym schodzg sie dwa prety nie lezgce na jednej prostej, to oba s3

zerowe.

oo =S;sina=0 = §;=0

Sicosa+S,=0 = S5,=0

2. Jezeli w wezle nieobcigzonym schodzg sie trzy prety, z ktérych dwa lezg na jednej prostej,

to trzeci jest zerowy.

She-

S;sina=0 = S§3;=0

zpin=0—53605a+52—51=0 = Sl=SZ

3. Jezeli w wezle obcigzonym schodzg sie dwa prety i jeden z nich lezy na kierunku obcigzenia
to drugi jest zerowy.
XPy,=0
Sysina=0 = S5,=0
2 Pi=0
S +S,cosa+P=0 = S5 =-P

4 Jezeli w wezle nieobcigzonym schodzg sie trzy dowolne prety to albo wszystkie sg zerowe

albo zaden z nich.
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7.4.2. METODA ROWNOWAZENIE WEZLOW

WERSJA ANALITYCZNA
Rozwigzanie kratownicy polega na wyznaczeniu sit biernych (reakcji) w punktach podparcia
kratownicy oraz sit wewnetrznych Sciskajgcych lub rozciggajacych poszczegdlne prety.
»Wycinamy” niezaleznie wezty kratownicy. Przyjmujemy niewiadome sity rozciggajgce jako
dodatnie. Piszemy warunki rdwnowagi rzutow sit w dowolnym uktadzie odniesienia. Mozna
zapisac¢ rownania macierzowo. Gdy ukfad jest GN SW macierz jest kwadratowa i jej wyznacznik
jest rézny od zera.
W tatwiejszych” kratownicach mozna zapisac algorytm postepowania:

1. Sprawdzamy, czy kratownica jest statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna.

2. Wyznaczamy sity bierne (reakcje) z réwnan rownowagi.

3. ,,Wycinamy” wezet kratownicy zdwoma niewiadomymi pretami.
4. Przyjmujemy niewiadome sity rozciggajace jako dodatnie.
5

Piszemy warunki réwnowagi rzutéw sit w dowolnym ukfadzie odniesienia.

WERSJA GRAFICZNA (sposéb Bowa — Cremony)
Rozwigzanie kratownicy polega na wyznaczeniu sit biernych (reakcji) w punktach podparcia
kratownicy oraz sit wewnetrznych S$ciskajgcych lub rozciggajacych poszczegdlne prety. Kazdy
wezet kratownicy mozemy traktowaé jako punkt zbieznosci pewnej liczby sit zewnetrznych
i wewnetrznych. Dla ptaskiego ukfadu sit zbieznych mamy dwa warunki; analityczny tzn. suma
rzutow wszystkich sit na o$ x i y musi by¢ réowna zero oraz warunek wykreslny tzn. wielobok
wszystkich sit wystepujacych w ukfadzie musi by¢ zamkniety.

1. Sprawdzamy, czy kratownica jest statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna.
Wyznaczamy sity bierne (reakcje).
Opisujemy poszczegdlne pola kratownicy np. literami alfabetu.

Rysujemy wielobok sit zewnetrznych korzystajgc z odpowiedniej skali.

a kD

Rysujemy plan Bowe’a - Cremony na wieloboku sit zewnetrznych obchodzac po kolei
wszystkie wezty kratownicy.

Ustalamy ktére prety sg rozciggane a ktore $ciskane.

Dokonujemy powtdérnego obejscia wszystkich weztéw zaznaczajgc przy wezle w ktérg
strone poruszalismy sie po planie Cremony.

8. Woyniki podajemy np. w tabeli.
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7.4.3. METODA PRZECIEC

WERSJA ANALITYCZNA - METODA RITTERA
Rozwigzanie kratownicy polega na wyznaczeniu sit biernych (reakcji) w punktach podparcia
kratownicy oraz sit wewnetrznych s$ciskajgcych Iub rozciggajacych poszczegdlne prety.
Przecinamy kratownice na dwie czesci, aby przekréj przechodzit przez 3 niezbiezne prety.
1. Sprawdzamy, czy kratownica jest statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna.
2. Wyznaczamy sity bierne (reakcje) z réwnan réwnowagi.
3. Przecinamy kratownice na dwie czesci, aby przekrdj przechodzit przez 3 niezbiezne prety.
4. Dla odcietej czesci piszemy niesprzezone rownania rownowagi.
Przekrdoj moze byé dokonany przez wiekszg ilos¢ pretéw pod warunkiem, ze istnieje punkt
Rittera dla danego preta (punkt, w ktdrym przecinajg sie osie nieznanych pretéw) lub gdy

znamy wartosci sit w niektdrych ,przecietych pretach” — zaliczamy je wtedy do grupy sit

WERSJA GRAFICZNA - SPOSOB CULMANA
Rozwigzanie kratownicy polega na wyznaczeniu sit biernych (reakcji) w punktach podparcia
kratownicy oraz sit wewnetrznych $ciskajgcych lub rozciggajacych poszczegdlne prety.
Przecinamy kratownice na dwie czesci, aby przekréj przechodzit przez 3 niezbiezne prety.
1. Sprawdzamy, czy kratownica jest statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna.
2. Wyznaczamy sity bierne (reakcje).
3. Przecinamy kratownice na dwie czesci, aby przekréj przechodzit przez 3 niezbiezne prety.
4. Dla odcietej czesci rozwigzujemy zadanie rownowagi wykreslnie (sposéb Culmana)

(i=zob. punkt 5.2. czes¢ 1)

7.4.4. METODA DOJSCIA POSREDNIEGO

Jezeli sita, ktérg chcemy wyznaczy¢ nie moze byé bezposrednio wyznaczona np. metoda

przecie¢ to nalezy jg wyznaczy¢ posrednio — wyznaczajgc najpierw sity w pretach posrednich.

7.4.5. METODA WYMIANY PRETOW (METODA HENNEBERGA)

Dana jest kratownica GN i SW (p + r = 2w) ,trudna do rozwigzania”. Jedynym ogdélnym
sposobem analitycznym jest rozwigzanie — utozenie 2w sprzezonych réwnan réwnowagi
weztéw.

Sposdb Henneberga polega na tym, ze przecinamy jeden z pretdw i wprowadzamy go w inne
miejsce w kratownicy, tak aby przeksztatcona kratownica nadal byta GN i SW ale fatwa do
rozwigzania. (Zabieg tan ma na celu wytapania wezta, od ktérego mozna by byto rozpoczgé
obliczenia analityczne - maksymalnie 2 niewiadome). Rozwigzanie uzyskujemy metodq

superpozycji (=" zob. punkt 1 czesc 3)
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Algorytm postepowania:

Etap |
obliczamy catg ,,zmieniong” kratownice od obcigzen zewnetrznych P dowolng ,tatwg” metoda

(pomijajac site x powstatg w wyniku usuniecia preta),
Etap Il
obliczamy ,,zmieniong” kratownice tylko od sity x = 1
(W przyjetym precie (x) kratownicy wyjsciowej wystepuje nieznana sita, przyjmujemy jg réwna
1 i obliczamy ,drugg” kratownice - bez obcigzenia zewnetrznego, ale z obcigzeniem
jednostkowym zamiast usunietego preta),
Etap Il
Obliczamy sity w catej kratownicy metodg superpozycji
S;=SP+5;-X
W ,,nowym” precie dotagczonym sita musi by¢ réwna 0 (przeciez jego nie bylo w wyjsciowej
kratownicy)
- VAS

Z=7Z"+7Z-X=0 = X=——
Warunkiem rozwigzania jest Z + 0.
Jest to rownoczesnie warunek GN pierwotnej kratownicy.
UWAGI:
1. Jezeli chcemy udowodni¢é GN metoda Henneberga wystarczy wykonaé |l etap
i udowodni¢, ze Z # 0.

2. Wymiana moze dotyczy¢ preta podporowego (wiezi podporowej).

7.4.6. METODA KINEMATYCZNA

Metoda kinematyczna (metoda prac przygotowanych) polega na wyznaczeniu sity w precie
kratownicy po przeksztatceniu kratownicy GN SW w mechanizm, a nastepnie wykorzystaniu
ZPP. Jest to metoda bardzo przydatna w analizie ztozonych kratownic. (= zob. czesc 4)

Etap |

Tworzymy odpowiedni mechanizm do wyznaczenia nieznanej sity (,usuwamy” pret
i ,wstawiamy” nieznang site).

Etap Il

Poszukujemy przemieszczen obréconych dla mechanizmu.

Etap IlI

Zapisujemy réwnanie pracy przygotowanej. Praca jest rowna zeru, stad mozemy wyznaczy¢ nieznang

site.
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7.4.7 PRZYKtAD P ——
[
Wyznaczy¢ sity w pretach kratownicy — G, S, K
Dane: P1=10kN, P2=8kN, a=4m, b=3m e o0 o0
P1 «h b ab

1. Sprawdzamy, czy kratownica jest statycznie wyznaczalna i geometrycznie niezmienna.
1.1.  Warunek ilosciowy
r+p=2w
liczba reakcji r=3
liczba pretéw: 3 w pasie gornym, 3 w pasie dolnym, 5 stupkdéw, 6 krzyzulcéw; p =17
liczba weztéw w =10
1.2.  Warunek jakosciowy

Budowa tréjkatna — budujac kolejno tréjkaty od lewej strony

Odpowiedz — uktad jest GN, SW

2. Wyznaczamy sity bierne (reakcje) — zobacz przyktad str. 45 (i=zob. czesc 3)

10
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3. Przecinamy kratownice na dwie czesci, aby przekrdj przechodzit przez 3 niezbiezne prety.

3.1. Do wyznaczenia preta G:

Y. M, = 0; (C - punkt przedciecia pozostatych dwdch przecietych pretéw)
Y ME =—8-6—G -6 = 0;(z prawej strony cigcia)
lub
YML=-6-8—G-6=0; albo YM: =-6-16+8-6—-G-6=0

= G = —8 kN (zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku;

zatozono site rozciggajaca, czyli sita w precie G jest sitg $ciskajaca)

3.2. Do wyznaczenia preta K:

Pozostate dwa przeciete prety sg rownolegte, wiec obieram o$ prostopadtg do nich:
YY=0

Yyl=6+ K, = 0; (z lewej strony ciecia)

lub ¥ Y? = -K, —12+6=0;

= K, = —6 kN (zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku);

= K = —10 kN (zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku);

K,=6kN
m
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3.3. Do wyznaczenia preta S:
warto poszukac pretow zerowych: (izzob. punkt 4.7.1)

wezet nr 2 —p.2, czyli pret 2-5 jest pretem zerowym

wezet nr 7 —p.2, czyli pret 6-7 jest pretem zerowym

wezet nr 4 — p.3, czyli pret C-4 jest pretem zerowym
wtedy wezet nr C —p.3, czyli pret C-7 jest pretem zerowym
(pod warunkiem, ze sita w precie C-4 wynosi zero)
dalej wezet nr 7 - pret B-7 jest pretem zerowym

wezet nr A—p.3, czyli pret A-1 jest pretem zerowym
wtedy wezet nr 1 —p.3, czyli pret 1-2 jest pretem zerowym
(pod warunkiem, ze sita w precie A-1 wynosi zero)

dalej wezet nr 2 - pret 2-3 jest pretem zerowym
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Site S mozna wyznaczy¢ z dowolnego ciecia lub z réwnowagi wezta korzystajgc z wczesniej
wyznaczone;j sity G lub K (metoda dojscia posredniego)

Réwnowaga wezta nr 3:

YP,=0: K;,,—8=0> K,,=8

X

= Kly:6
Zpy=0: K1y+5=0$ S=—K1y=_6
=85 =—-6kN

lub
Réwnowaga wezta nr B:

>P.=0: K,,+8=0 = K,,=-8
= K, =—6
XP=0: —K,,—-§—-12=0
—(—6)—S5—-12=0= S=-6
= 8§ =—6kN
(zwrot przeciwny do zaznaczonego na rysunku;

czyli sita w precie S jest sitg Sciskajgca)
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8. ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Zadanie nr 1
Narysowac wykresy MTN dla preta gtdwnego belki elementarne;.

Dane: P=9KkN, ¢q=6kN/m, tga =%

0
\
P
a
Y \
PN 5
NI e

o

Im

Zadanie nr 2

Narysowac wykresy MTN dla preta gtdwnego belki elementarnej.

Dane: ¢ =vV2N/m, P=4N

P

2m /// q /\ \
I [TAF A 7
¥

AR
Qb

| 4m | 8m |
[ [ [

7adanie nr 3

Narysowac wykresy MTN dla preta gtéwnego belki dwuprzestowej.
Dane: ¢ = 10kN/m , P1 = 20v/2kN, P2 = 40kN
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7adanie nr 4

Udowodni¢ GN SW uktadu. Narysowac wykresy MTN dla preta gtéwnego belki.
Dane:q = 12, P, = 4V2 kN, P, = 4 kN,

k
m
”’/

7adanie nr 5
Narysowac wykresy MTN dla preta gtéwnego belki dwuprzestowej.

6 kN/m
18 kN/m

14
NRIRY

7adanie nr 6

Narysowac wykresy MTN dla preta gtéwnego belki dwuprzestowej.

545 kN
5\2 kN/m 45°

e

Jany
/
/

=

7adanie nr 7

Narysowac wykresy MTN dla preta gtéwnego belki trzyprzestowe;.

10kN

10 kN/m ﬁv lzom 459 5/2 kN/m
3 N AN e d/ﬁr

3
P2
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7adanie nr 8

Narysowac wykresy MTN dla ramy proste;.

5kN/m

41 kNm

-

7adanie nr 9

Narysowac wykresy MTN dla ramy proste;.

5 kN/m

104 kNm

/N

TYVvy

7adanie nr 10

Narysowac wykresy MTN dla ramy prostej.

35 kNm

10 kN/m

Q‘

3

7adanie nr 11

Narysowac wykresy MTN dla ramy proste;j.

41 kNm T
10 kN/m q

«—
/\l 30kN
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7adanie nr 12

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.

10 kN

7adanie nr 13

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.

<«
<« o
<«
<«
Yo

7adanie nr 14

Narysowa¢ wykresy MTN dla uktadu ramowego.

10 kN
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7adanie nr 15

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.

q
YV VY VV VY VY Vy

A
M
4 M = 30 kNm
g =3 kN/m
pay

7adanie nr 16
Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.

2 kN/m

YY VYV YYYYYYYVYYYOYY

7adanie nr 17

Narysowa¢ wykresy MTN dla uktadu ramowego.

5kN/m

EEEEEER) J =
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podpowiedZ — przy wyznaczaniu reakcji, wykorzysta¢ warunek konstrukcyjny (prawy przegub)
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7adanie nr 18

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.

25 kN
5 kN/m I

3 3 4
| | |

podpowiedz — przy wyznaczaniu reakcji rozcigé komore

7adanie nr 19

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.
Dane: P=6V2 kN, g =4 kN/m.

P
q 4
vV ¥ v v v ¥ B
\\ )
AN VAN

| 4 | 4 | 4m 4 4
\ ! ! \ \ !
podpowiedz — rozcigc¢ obydwa prety przegubowe

7adanie nr 20

Narysowac wykresy MTN dla uktadu ramowego.
Dane: M =24 kNm, g1 =3 kN/m, q2=6kN/m.

M

. = £

podpowiedz — roztozy¢ uktad na uktady elementarne (,,czesci pierwsze”)
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7Zadanie nr 21

Wyznaczy¢ sity w zaznaczonych pretach kratownicy.

2

2

4
Q 1
—

7adanie nr 22

Wyznaczy¢ sity w zaznaczonych pretach kratownicy.

podpowiedz — najpierw poszukac pretow zerowych

7adanie nr 23
Wyznaczy¢ sity w pretach kratownicy.

60 kN

w

| »

11’/

| Aam 1 3 | 4 |

podpowiedz — znalez¢ prety zerowe kratownicy, a dopiero potem wyznaczyc reakcje lub

zastosowac metode Henneberga
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7adanie nr 24

Wyznaczy¢ sity w zaznaczonym precie kratownicy.

5 kN}
3
10 kN
e N SO SO S N SN R S
[ [ [ [ [ [ [
podpowiedz: analiza kinematyczna uktadu
7adanie nr 25
Wyznaczy¢ sity w zaznaczonych pretach kratownicy.
Dane: P = 10 kN.
p G p
e — —_—
2
2
S \
2m 2 2 4 ‘ 4 ‘ 2 ‘ 2 | 2 |

podpowiedz — zastosowac metode Henneberga

7adanie nr 26

Wyznaczy¢ site w zaznaczonym precie kratownicy.

leN

6kN

podpowiedz — zastosowac zasade prac przygotowanych
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CZESC CZWARTA
ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

Metode kinematycznqg (metoda prac przygotowanych, ZPP) mozna stosowac¢ do wyznaczania
pojedynczej sity zewnetrznej lub wewnetrznej w geometrycznie niezmiennych, statycznie

wyznaczalnych ustrojach pretowych. Algorytm postepowania = zob. punkt 7.4.6 czesc 3.

1. ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH DLA CIALA SZTYWNEGO

Ciato nieodksztatcalne — ciato materialne doskonale sztywne — ciato materialne, ktdrego

odlegtosci miedzy punktami nie moga ulec zmianie.

Rozwazmy tarcze ptaska doskonale sztywng bedgcg w rownowadze pod wptywem dziatania sit
Py, P,,..., B, (czynnych i biernych) lezacych w jej ptaszczyznie. Tarcza jest w rGwnowadze, gdy
w réwnowadze znajduje sie kazdy z punktéw materialnych (tarcza = zbiér punktéw

materialnych). Na taki punkt, oprdcz sit wewnetrznych Wi (pochodzacych od pozostatych

punktéw materialnych), mogg dziataé sity zewnetrzne Z.

Z; - wypadkowa sit zewnetrznych dziatajgcych na punkt materialny ,,i”

—

i - wypadkowa sit wewnetrznych dziatajgcych na punkt materialny ,,/”

-
l

Dla punktu materialnego ,,i” warunkiem réwnowagi jest

m adajmy tarczy przemieszczenie wirtualne (przygotowane), \
ktdre charakteryzuje sie tym, ze jest:

- nieskonczenie mate,

- niezalezne od sit obcigzajgcych tarcze,

- dowolne, ale zgodne z ograniczeniami kinematycznymi (mozliwe),

wiezaleine od czasu. J
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Praca wszystkich sit dziatajacych na punkt materialny ,,/”, wynosi:
(Z;+W)e8,=0 (2)
gdzie: 51- - przemieszczenie punktu ,i” (rotacyjne, translacyjne lub taczne).
Z;o8;+W.058,=0 (3)
Zi . gi =27Z;-6;- cos(Zi, 5‘1)
W, e 6, = W; -6, - cos(W,, &) (4)
Wyrazenia (4) nazywamy

- — g
pracq wirtualng sit Z; i W; na przemieszczeniu wirtualnym §;.

Dla wszystkich punktéw materialnych wchodzgcych w skfad tarczy otrzymujemy:

Yi(Z; o gl) + (W, o 51) =0 (5)

Sity wewnetrzne jako wynik wzajemnego oddziatywania punktéw materialnych sg sobie réwne,
lecz przeciwnie skierowane, zatem ich praca wirtualna bedzie réwna zeru.

Stad otrzymujemy:
Zi(zi . gi) =0 (6)

Dla uktadu sit bedgcego w rownowadze suma prac wirtualnych sit zewnetrznych na

wirtualnych przemieszczeniach jest rowna zeru.

Przyimujac przemieszczenie przygotowane — translacje (przesuniecie) §:

Wektor przesuniecia §; = 5

§%i(P) =0 (8)
YiP=0 (9)
>5=0
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Przyimujac przemieszczenie przygotowane — rotacje (kat obrotu) ¢:

Mate ruchy tarcz interpretujemy jako obroty wokot srodkow obrotu, a przesuniecia punktow

tarczy przyjmujemy stycznie do kotowych trajektorii ruchu, tj. prostopadle do promienia.
Jezeligp = Ototge = ¢.
Wektor przesuniecia &; = 7:¢

i (ﬁi : (ﬁ'@b)) =0 (10)
¢ (P -7) =0 (11)
Majac na uwadze, ze ql- = ﬁir + 13}5
Zi(ﬁir Ty ) + Zi(ﬁw 7i5) =0 (13)
0+ (P (¢ 7)) =0 (14)
iPisri =0 (15)
>M,=0
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2. MECHANIZM

Jezeli w ukfadzie SW i GN usuniemy jedng wiez elementarng, otrzymamy mechanizm, ktory
moze wykonywac ruchy, przy czym ruch jednej tarczy jednoznacznie determinuje ruch

pozostatych tarcz.

3. SRODKI WZAJEMNEGO OBROTU TARCZ

Przyktad poszukiwania srodkéw obrotéw tarcz wzgledem ostoi.

taczymy linig punkty (1,2) i (2,3)

szukamy przeciecia dwdch prostych

taczymy linig punkty (1,2) i (1,0)
taczymy linig punkty (2,3) i (3,0)

szukamy przeciecia dwdch prostych

(izzob. punkt 4.5 czesc¢ 2)
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4. PRZEMIESZCZENIA RZECZYWISTE | OBROCONE

¢ - kat obrotu tarczy

przesuniecie punktu A: 64 = 1,0

przesuniecie punktu B: 65 = 15¢

Kqgt obrotu promieni wodzqcych punktéw nalezgcych do

jednej tarczy jest jednakowy dla wszystkich promieni.

Przemieszczenia rzeczywiste s3g proporcjonalne do

promieni wodzgcych i sg do nich prostopadte (przy bardzo

matych ruchach)

(16)

(17)

(18)
Z twierdzenia Talesa A"B" I AB .
AA" — wektor przesuniecia rzeczywistego punktu A

AA" — wektor przesuniecia obréconego punktu A

74 - — promien wodzacy punktu A

Monika Podwoérna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 132

Whioski:

1. Przemieszczenia obrécone punktdw nalezgcych do jednej tarczy sg zbiezne w srodku tej
tarczy (punkt O)

2. Figura zbudowana na koncach wektordw przemieszczen obrdconych punktéw
nalezacych do jednej tarczy jest rdwnolegta i podobna do figury utworzonej przez te
punkty w pierwotnym potozeniu (ABC, A”B”C”)

3. ,Figura obrécona” dla ukfadu tarcz jest rownolegta do ,figury pierwotnej”, ale nie jest
figurg podobng, poniewaz kazda tarcza ma swoj wspoétczynnik odwzorowania:

_A"B" 04" 1y —1pd

k AB  0A 1,

=1—¢ = const

Przemieszczenia rzeczywiste wystepujgce w mechanizmie uktadéw tarcz pozwalajg narysowad
przemieszczony uktad i tworza tzw. plan przemieszczen rzeczywistych (PPR — punkty ), a
obrécone — plan przemieszczen obréconych (PPO - punkty A” B”).

Czasami wygodnie jest skorzysta¢ z biegunowego planu przemieszczern obréconych (BPPO),
ktory pokazuje wzgledne przesuniecia punktéw mechanizmu. Wielko$¢ przesunieé tatwo

okresli¢ proporcjonalnie do siebie, jesli jedno z przesuniec obierzemy w podziatce rysunku.

1.5. ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH W USTROJACH PRETOWYCH

1. wyznaczanie oddziatywan oraz sit wewnetrznych (=zob. przyktady w suplemencie)

W tym celu nalezy przecigé¢ wiez odpowiadajgcy poszukiwanej wielkosci i zastgpié jg nieznang
sitg czynng, ktdéra wraz z faktycznym obcigzeniem czynnym da prace przygotowana.
Réwnoczesne przeciecie wiezi przeksztatca geometrycznie niezmienny uktad w mechanizm,
ktédremu mozna nadac przemieszczenie przygotowane.

Réwnanie prac mozna zapisa¢ zaréwno dla przemieszczen rzeczywistych, jak i obréconych.

L=P-6=P6& cosa=P & cosa=Pa

All

2. badanie geometrycznej niezmiennosci uktadu (I zob. punkt 4.5 czesc¢ 2)
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4. ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Wyznaczy¢ sity w zaznaczonym przekroju a-a:
(por. przyktady punkt 8 z czesci 3)

6 kN/m
18 kN/m
I | -
o—0o

1 2

‘ | ‘ 4m | 3 1
[

|
[ I [ [
10kN
10 kN/m lzokN 452‘; 5V2 kN/m
o /

oy =

h 0
| 5 3 |2 3 2
I | I | I I

2 kN/m

EEEEEEEEEREEEREERE

a—a
4
12 kN
- N

14 13 }l} 4m | 4 ‘
| I
p
q 4
v v v ¥ ¥ 3
= / .
AN AN

SkN{
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CZESC PIATA
LUKI

tuk — element konstrukcyjny o osi opisanej pewng krzywg ptaskg w ptaszczyZnie pionowej o
krzywiznie statego znaku.

(zob. Gustaw Rakowski, Roman Solecki, Prety zakrzywione. Obliczenia statyczne, Arkady
Warszawa 1965)

W niniejszym materiale, ,fukiem” bedziemy nazywaé pret zakrzywiony w ptaszczyznie dziatania
sit i podparty na kofcach w sposéb zapewniajgcy jego geometryczng niezmiennos$é. Dziatanie
sit czynnych powoduje powstanie reakcji podporowych o dowolnym kierunku. Sktadowa
pozioma reakcji zwana sitg rozporu moze by¢ przeniesiona przez odpowiednio uksztattowane

fundamenty lub podpory badz tez przez zastosowanie Sciggu.

W zaleznosci od tego, czy o$ tuku jest krzywa kotowa, eliptyczng, paraboliczng czy koszowa, tuki

dzielimy na kotowe, eliptyczne...

Strzatka tuku (f) - wysokos$¢ punktu osi o najwiekszej wysokosci fuku.
Rozpietosc podporowa (L) — odlegtos¢ miedzy podporami.
Podstawowg charakterystykga tuku jest jego wyniosfos¢ - stosunek f do L.

1 . . .
f =5 + 1 czasami 2 = tuki strzeliste

= tuki sptaszczone, matowynioste

Charakterystyczng cechg tuku jest jego poziome oddziatywanie na podpory nazywane
rozporem, ktdry jest tym wiekszy im mniejsza jest wyniostos¢ fuku. Wymaga to zastosowania
odpowiedniego uksztattowanych podpdr. tuki o wtasciwie dobranych ksztattach osi mogg
pracowac na czyste Sciskanie. tuki dwuprzegubowe powinny mieé ksztatt zgodny z linig cisnien.
(zob. Stefan Bryta, Bolestaw Mayzel, Statyka budowli, PWN Warszawa 1955)

tuki ceglane swojg popularnos¢ zawdzieczajg faktowi, iz w poczatkach budownictwa nie znano
materiatdw o zdolnosci przenoszenia naprezen rozciggajacych. Stad konieczne byto
rozwigzanie, ktére umozliwi zbudowanie konstrukcji co przenosi¢ bedzie tylko naprezenia

Sciskajace.
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tuki najczesciej sie pojawiaty sie w:

nadprozach drzwiowych,

nadprozach okiennych,

bramach wjazdowych,

sklepieniach,

w mostach i wiaduktach,

w stropach.
Konstrukcje te zawdzieczajg swojg wysoka trwatos¢ odpowiednio dobranym ksztattom tak aby
linia cisnien, bedaca w funkcji obcigzenia dziatajagcego na konstrukcje, znajdowata sie w

rdzeniu fuku wyznaczonego przez przyjeta jego geometrie.

Obcigzajac wiotkie ciegno dowolnym uktadem sit, uzyskamy odksztatcenie ciegna, na skutek
ktdrego bedzie ono wytgcznie rozciggane. Analogicznie, odpowiednie uksztattowanie tuku
pozwala na catkowite wyeliminowanie momentu zginajgcego i sity tngcej. Prety tuku beda

wtedy $ciskane osiowo (co wymaga ich okreslonej sztywnosci).

o
Mozna to uzasadni¢ korzystajgc z zalezno$ci momentu zginajgcego od sity osiowej N,,
ktérg wyraza réwnanie:
M,=N, 'n

gdzie n jest mimosrodem sity N, , okreslajagcym punkt N zaczepienia wypadkowej I//,.
Krzywa, bedaca zbiorem punktédw N, nazywamy liniqg cisnien.

tuk jest sciskany osiowo tylko wtedy, gdy jego os pokrywa sie z linig cisnienri!

(Oddzia’fywanie jednej czesci fuku na druga mozemy zastgpi¢ wypadkowa W,. wszystkich si’r\
dziatajgcych z jednej strony przekroju. Jezeli podzielimy tuk przekrojami poprzecznymi na
szereg matych odcinkéw i w kazdym przekroju okreslimy mimosrdd n, nastepnie odtozymy

jego wartos¢ dodatnig nad osig, a ujemng pod osig tuku i potgczymy konce tych odcinkdw,

\to taczaca je linia przedstawi przebieg wypadkowych W — jest to tzw. linia cisnien. )
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tuki tréojprzegubowe stosowane sg jako dZzwigary nosne juz od czaséw starozytnego Rzymu, w
budownictwie mostowym i ogélnym. Poczagtkowo wykonywane z kamienia, drewna, nastepnie
zeliwa, stali, betonu zbrojonego i sprezonego, stanowig w mechanice teoretycznej jedynie
przyktady zastosowan réwnan rownowagi. Koncepcja fuku tréjprzegubowego powstata w
wyniku obserwacji potawinowych gtazéw skalnych, klinujgcych sie wzajemnie na zboczach.
(zob. Wactaw Szczesniak, Zbidr zadar z mechaniki teoretycznej. Statyka. OWPW, Warszawa
1999).

Rys. Wactaw Szczesniak, Zbior zadan z mechaniki teoretycznej. Statyka. OWPW, Warszawa 1999; strona 152
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Przyktad nr 1.
Wyznaczy¢ graficznie linie cisnien dla tuku tréjprzegubowego

P

/2 | I/4 | \/4

| | ] |

Linia cisnien dla sit obcigzajacych jest wielobokiem sznurowym, ktérego boki musza
przechodzi¢ przez wszystkie potgczenia przegubowe tuku (moment zginajacy w przegubie jest
rowny zeru). Reakcje podporowe odpowiadaja skrajnym promieniom wieloboku
sznurowego, przechodzacym przez przeguby podporowe.

Zadane obcigzenie sitg P jest réwnowazone reakcjami Ra i Rs., ktére wyznaczymy wykorzystujgc
twierdzenie o trzech sitach. Wynika z niego, ze trzy nieréwnolegte sity sq w réwnowadze wtedy,
gdy ich proste dziatania przecinajq sie w jednym punkcie.

Kierunek reakcji Ra znajdujemy prowadzac prostg przechodzgcg przez punkt A (punkt
przytozenia reakcji) oraz przez przegub C (moment zginajgcy w przegubie C musi by¢ rowny
zeru). Przeciecie prostych dziatania sity P oraz reakcji podporowej Ra wyznacza punkt zbieznosci

uktadu. Prostg dziatania reakcji Rs okresla punkt B oraz punkt zbieznosci.

Ra

Re

Wartosci liczbowe i zwroty szukanych reakcji podporowych wyznaczymy, na podstawie
znanych juz kierunkéw, budujac wielobok sit.

Przeciecie prostych dziatania reakcji Ra i Rs. na wieloboku sit okresla potozenie bieguna 0,
zatem promienie 1 i 2, poprowadzone do poczatku i korica sity P, pokrywajg sie z kierunkami

reakcji podporowych.
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Wielobok sznurowy takiego ukfadu, zbudowany jest wiec z dwdch skrajnych bokéw: 1’ i 2’

odpowiadajgcych linii cisnien dla zadanego obcigzenia

Rs

/2 | /4 | /4
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Przyktad nr 2.
Wyznaczy¢ graficznie linie cisnien dla tuku tréjprzegubowego

g
YY Y'Y Y Y Y YY

A\ AN A\ AN

/2 | /4 | /4

Zadane obcigzenie réwnomiernie roztozone zastgpimy wypadkowa Q=q-/ przytozong w srodku

ciezkosci tego obcigzenia. Wstepnie postepujemy jak w przyktadzie nr 1.

qlQ
VY VYN I VY
I
C
f
A B
AN\ \\WM\a T
. S
1/2 | /4 | /4
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Linie cisnien wyznaczamy, korygujgc wielobok sznurowy w strefie oddziatywania obcigzenia
rownomiernie roztozonego q. W tym celu prowadzimy pomocniczg prostag AC oraz pionowy
odcinek, taczacy te prostg z punktem zbieznosci uktadu sit. Srodek tak wyznaczonego odcinka
okresla wierzchotek paraboli, zawierajgcej punkty A i C. Odcinek AC paraboli oraz odcinek CB

prostej 2’ stanowi linie cisnien dla zadanego obcigzenia.

Q
! q
N 2 2

<

Y_Y Y v

/2 | /4 | /4
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Przyktad nr 3.
(=zob. przyktad nr 6 Suplementu)

Wyznaczy¢ graficznie linie cisnien tuku tréjprzegubowego
q
Y YNV Y VY VY P

/2 | /4 | /4

Jesli mamy do czynienia z obcigzeniem wystepujgcym po obu stronach przegubu, wyznaczenie

reakcji podporowych przebiega w dwdch etapach.

W pierwszym, okreslamy reakcje podporowe Ry i Rsi, wynikajgce z oddziatywania obcigzenia po
prawej stronie przegubu C sitg P (odrzucamy myslowo obcigzenie dziatajgce na prawo od

przegubu). Postepujemy jak w przyktadzie nr 1.

Nastepnie, w ten sam sposob, wyznaczamy reakcje Rap i Rsp dla fuku obcigzonego tylko

obcigzeniem réwnomiernie roztozonym q. Postepujemy jak w przykfadzie nr 2.
Wartosci liczcbowe oraz zwroty tak okreslonych reakcji odczytujemy z wieloboku sit, na ktérym

nastepnie sktadamy reakcje Ra/ i Rap oraz Ra i Rep, otrzymujac w ten sposéb reakcje podporowe
Rai Rs.
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/4 |
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qlQ
YY VY Y vov v oy o2 p

RRAEEREEE 5
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SUPLEMENT
ROZWIAZANE PRZYKtLADY

BELKA PROSTA

4m

P=8kN
q=2V2 kN/n

,,‘}%7\\\\\\\\\\\\
A

d
2
B™

..I' 8m

il

4m ﬂl,

8 kN
N2KN/m
(\\\\\\\\ \\\\
\C

k 8m

il

4m }
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Schemat statyczny
uktadu

Sprawdzenie GN,
SW

t=1

e=3

e=3t

Na podstawie
twierdzenia o
dwoch tarczach
uktad GN SW

Wyznaczenie
reakcji

ZMonA+2\/§-12-\/§+8-4=0 & M, = 80 kNm

8
ZPUZ_RA‘FE:

8
ZP§=—RB—2\/§-12+—=

2v2 kN/m

V2

0 - R,=4V2kN

18 kN

b T L L O L T, T Y

80kNm /’S,SGKN

28,28kN
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2 kN/m kN Schemat

N W obliczeniow
4kN‘ -— . - w a w a a a— a—  a— c 32kNm
80kNm\, ™~ A 2 kN/m Bl=2(§N y
20kN
kN
|, 8m | 4m |
1 1 1
| | | Wykresy
I | | sit
\80 | | wewnetrzny
™ ch
I I
I I
I I
[ I
' @[kNm] Momenty
,,I‘ 7,16m ,,l' 16! gnqce
I I
I | I
I | I
| log I
| I
. | (DN tgee

Sity osiowe
el

[ 8!

X X
MAB(x)=—80+4-x+2-x-E MCA(x):8—8-x+2-x-§
T ()—dM—4+2 Tea(x) = dM—8 2
ABx_dx_ X ca\X) = dx X
NAB(x) == _4 + 2 "X NCA(x) - _2 "X
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2. BELKA WIELOPRZESELOWA

l13kN
4R 2kNm  / 130 kN
I FEEEEEEEEEYEEEN!
A ’97 1 D~ B A 2
—A
ql. 4m ﬂl, 6m ql, 4m qL 2m qI. 2m ql, 2m ql. 4m j, 2m ql,
113 kN
4N 2kNm [/
A 1 D
] 130 kN
5 :
17777
113 kN
A 2 kN/m
&l##&&#&#&#/&#&&ﬁ H
IVA v 30 kN
ve Ve
|Vb
Sposdb bezposredni
13 kN
N 2kNm [/ 130 kN
I EEEEEEEEEEY/ EREEN
FWAN 1 D~ B . 2
B
Va Vs CA
4|. 4m ‘!. 6m qI, 4m ﬂl. 2m ‘!. 2m “I, 2m J, 4m ﬂl. 2mﬂI:/c

ZM,gzo - V, =20kN

ZMB:O _)VC=7kN
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Schemat
uktadu

statyczny

Sprawdzenie GN, SW
t=2

e=6

e=3t

Wykorzystujac dwa
razy twierdzenie o

dwoch tarczach uklad
GN SW

Sposob posredni
(globalnie Y, X = 0)

3 rébwnania rownowagi

dla belki lewej
Vy=20kN
V =25kN
H=0

3 rébwnania rOwnowagi
dla belki prawej

Vg = 48 kN
VC=7kN
Hy =0

3 réwnania rOwnowagi
oraz
warunek konstrukcyjny

Zm,g:Zzwg:o

Zyzo - Vy = 48 kN
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104 kNm

13 kN
2 kKN/m

EEEEERITEERER)

Schemat

14 kNm

130 kN
|
|
]
|
|
|
|
|
|
|

obliczeniowy

l48 kN

| o2m |

25kN| |

4 kN

20 kN

'EER
]

4m

4m

6m

4m

Wykresy
przekrojowych
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e — — — — T Ny
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D
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Wyznaczenie sity tngcej w punkcie B z prawej strony TZ metodg kinematyczng, z

wykorzystaniem przemieszczen rzecgywistych:

113 kN
by 2kNm 130 kN
EEEEEERENRV/EREY, o
AN AN W migjscu
A poszukiwanej sity
77777 . .
wstawiamy ,,tyzwe

[ 4m L 6m ]l 4m J2m | 2m [ 2m | 4m |l 2m | ) "

. ” * o T pionowa”, ze wzgledu
na to, ze poszukiwana
jest sita pionowa

9 | Tﬂ
(K) @ APy g 3 30  Powstaly 3 tarcze z
(12) H i
AN o i zaznaczonymi
T8 D srodkami obrotu
Plan  przemieszczen
——= o | rzeczywistych
g — - sy
V4 e e £
o Laill
=~ mAw Obciazenie roztozone
9 '
. (obcigzajace jedna
tarcze) zostato

l - zastgpione dwiema
sitami skupionymi (na

4KkN

L 30kN brzegach)

ML ——= yaY ” Sita przytozona do

77777 // '

As A tarczy 1 zostala na
s/ . .
P 77 SWojej prostej
" v : dzialania, ale

" przemieszczenie na

‘ &~ kierunku sity jest

tarczy 1.
Rownanie pracy przygotowanej: —(4+14) -4, +14-4, +13-4, —T-A;+30-4; =0
Przyjmujac oznaczenia katdw obrotu tarcz odpowiednio ¢,, @,, ¢,. Wiedzac, ze ¢, = ¢, =
¢ oraz pamigtajac, ze dla katow bardzo matych tan o ~¢, czyli 10¢, = 2¢ = 4,, réwnanie
mozna zapisac:

—(4+14)-4-f—0<p+14-2<p+13-14-110<p—T-10<p+30-6go=0 - T =23kN
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3. RAMA PROSTA

lBOkN

40kN
‘—

80kN
C
40kN
H
AnlA | B
Va Vg
k2m [2m |, 4m L

Sprawdzenie reakcji
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Schemat statyczny uktadu

Sprawdzenie GN, SW

t=1

e=3

e=3t

Na podstawie twierdzenia o dwoch
tarczach uktad GN SW

Wyznaczenie reakcji
ZMA=8O-2—40-2— Vg-8=0
- Vg =10 kN
ZX=HA—4O=O
— H, =40 kN

ZY=80—VA—VB=0
> V, =70 kN

ZMC=7O-4— 10:4-40-4-80-2+40-2=0

0=0

Reakcje sg wyznaczone poprawnie.
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Schemat obliczeniowy

Wykresy sit
przekrojowych

Sprawdzenie rownowagi

wezta sztywnego C.
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Wyznaczenie momentu gnacego w punkcie C z prawej strony ML = M, metodg

kinematyczng, 7 wykorzystaniem przemieszczen obroconych:

»(20)

Fd

A Y
- - - -

W miejscu poszukiwanej sity wstawiamy przegub, ze wzgledu na to, Ze poszukiwany jest
moment. Powstaty 2 tarcze z zaznaczonymi S$rodkami obrotu ($rodek obrotu tarczy 2
wzgledem ostoi znaleziono za pomoca tarczy 1 1 wigzi elementarnej jako tarczy a).

Plan przemieszczen obrdconych:

,(2-0) Plan przemieszczen rzeczywistych:

P i

Rownanie pracy przygotowanej

Me
4O-A—2-T-A—20-A—20-2A=0

M, = —40
B _20kN Przyjeto moment rozciggajacy widkna dolne,

znak minus $wiadczy o tym, Zze moment

rozcigga wiokna gome — CO potwierdza

20kN rozwigzanie analityczne.
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4. RAMA ZLOZONA

5 Schemat statyczny uktadu
1

¥ 88KNm Sprawdzenie GN, SW
B c 1) t=2
N 4 e=3t
Ha Wykorzystujac dwa razy
UA Va twierdzenie o dwoch tarczach

udowadniamy, ze uktad jest
GN SW

Wyznaczenie reakcji:
Wykorzystujac 3 rownania
robwnowagi oraz jeden
warunek konstrukcyjny
wyznaczamy sity bierne.

ZMé’:—VB-S—SS:O
> Vg =—11kN

ZX=HA+1-12=O

’ ZY=—VA—VB=O

= (M) [kNm] -V, =11kN
—Hy-8—-1-12-2=0

138

- M, = 138 kN
98 32 'B 1
(T) [kN]
16,2
2.4% :

= ) [kN]

11

1.6
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5. RAMA Z KOMORA

3o°b/1° kN
=

"] 5kN/m il
> ARRRRRANNNY
Schemat statyczny
—> <
- uktadu
— -
—
— |
—
L E Av

t=3

e=9

e=3t
Wykorzystujac
twierdzenie o
trzech, a nastepnie
o dwoch tarczach
udowadniamy, ze

uktad jest
GN SW

[(1+2+3)357—0],7 =0

Wyznaczenie reakcji

5V3 kN
5 kN/m ® L 5kN

of "
ZM2=—5-8-4+H1-8=0
_)H1=20
® © T ZX=5-8—H1—H2=0
_’
5kN/m < - H, =20
. Zyz5x/§—V2=o
_>V2:5\/§
| 3 |, 2 L 3 L 2 l
1 1 7 7 7
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,»Otwieramy komore¢” w dowolnym miejscu, ale najwygodniejsze miejsca to
e nieobcigzony pret przegubowo-przegubowy, bo wystepuje tam tylko sita osiowa (tutaj
brak)
e polaczenie ,tyzwa”, bo nie wystgpuje tam sita na kierunku przesuwu (tutaj brak)

e polaczenie przegubowe, bo nie wystepuje tam moment.

Wybrano punkt C:
5 kN/m ) _20kN "
@ i ZM§=—5-4-2+20-4+V-8
g =0->V=-5
ViLH
® g o T ZM£=H-4—V-5=0
N - - H =-625
—-
20 kN R
@ <

Analizujac sity wewnetrzne w precie ukosnym, przyjeto zmienng S wzdtuz osi preta
s €(0,5):

—c.3 Ao _pltll2._go 82
M(s)=5 55+6,25 cS 5 cS s =8s cS

sina =§ 5 5
cosa=3
. dM 8 5
5 kN/m 13,75 T(S)=E=8—ng=0—)5=zm
> czyli ekstremalny moment M, G) = 10kNm jest w
L . potowie analizowanego przedziatu.
Po roztozeniu sit na sktadowe réwnolegte 1 prostopadte do osi
il . preta, otrzymuje sig:
Ph% 625 -
: ! 4
5 N(s)=6,25-cosa—5-sina—S-gs-cosa=
3 4 4 3 12 1
=625-'=——5——5-=s'—==—s5—~—

5 5 5 5 5 4
T(s) = 6,25-sina+5-cosa—5-§s-sina:
3 4 4 16

4
=6,25'§+5'§—5'§S'§=—?S+8
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Wykresy sit wewnetrznych:

WYKRES MOMENTOW
25 0
'\? \ S
\
el ~
25 25
10
JV
|
= | :
L 7]
T |
20 kN A
L 3 L 2 L 3 L 2 I
1 1 1 1 1
WYKRES SIL TNACYCH
5
[TTTTTRTITITITI 0
Ay 8 [
D) 8,25
8 ]
Il gl ll]lle
5 5
20
WYKRES SIE OSIOWYCH
20
13,75
12,25 S
S
D 5
8,25 =
oo LLLLTTTTTITE I
0
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Wyznaczenie momentu metodg kinematyczng, z wykorzystaniem przemieszczen obroconych:

¥(1.3)

2\ (34
L0 . (2?37)“3 . ?’(\ : (4,0) . . , ,
P 0% ® N\ Poszukiwanie  srodkow
‘ obrotu tarcz
/(3.0)
1.4)
1
EI

M I M 10 kN
(29) D" 10 kN [; f E" (4.0)
E \ A

10kN' J\B O

S

D'

10 kN
—_— °
A" A (1 10)

10.24-10.24+Y.54+30.% +30.Y=480+27M+6M+15M= 0
48M = 480
M = 10 kNm
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6. TROJPRZEGUB Z PRETEM PARABOLICZNYM

[+ v v ¢ ¢ ¥ ¢ ]9

Schemat statyczny uktadu

l

N
N
N
NI
<

Sprawdzenie GN, SW
t=2

e=6

e=3t

Twierdzenie o trzech
tarczach uktad jest GN SW
Wyznaczenie reakcji

Rownanie preta zakrzywionego (poczatek uktadu wspotrzednych — 0si xy — w lewej
podporze):

y=x=7

f1 2x_t
y = L—.9§0

Wykorzystujgc symetri¢ oraz warunek konstrukcyjny otrzymuje si¢ reakcje — wszystkie o
wartosci qz—L.

T =
i T\
/,/ ‘% % \\\
Moment :
L L L L 2
M(x)=q7-x—q7-y—q-x-’2—c=q7-x—q7-(x—xT)—q-xE:0,

czyli sita tnagca rowniez na catej dtugos$ci preta jest zerowa, tzn , Ze tuk przenosi tylko sity

$ciskajace o warto$ci

N(x) = —(Z—L—qx)-sin<p—qz—L-cos<p.
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Whiosek: dla tréjprzegubu z lukiem parabolicznym z wyniostosci % = 2 - 0§ luku pokrywa si¢
z linig ci$nien. (ZFzob. czesé 5)

(T) [kN]

%
ZDQ (N) [kN]
K a2
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7. KRATOWNICA

Strona 159

(11,0

Monika Podworna

Usuwamy pret, ktorego
site chcemy wyznaczy¢.
W weztach pojawia si¢
nieznana sita na kierunku
usunigtego preta —
przyjeto sit¢ rozciagajaca.

,Dzielimy” kratownice na
tarcze.

| — V klasyczna budowa
trojkatna.

I + (11 — 111) na podstawie
twierdzenia o dwoch
tarczach tworzy jedna
tarcze.

Otrzymujemy 3 tarcze.

Srodki obrotu tarcz:

I, 0 — lewa podpora
przegubowa

111, 0 — prawa podpora
przegubowa

I, Il — punkt C — przegub
laczacy dwie tarcze

i, —-w
nieskonczono$ci — dwie
wigzi rownolegle

I1, 0 — wykorzystujac
(1,10 i (111,0) oraz (1,11) i



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 160

(1,0) — czyli w punkcie B

2m

2m

|‘ 2m "I. 2m qL am } 3m } im qL 2m ’Il im "L 3m '!.

Narzucamy przemieszczenie obrocone punkt A na kierunku promienia wodzacego. Nastepnie
punkty B i C nalezace do tej samej tarczy (tarcza I)— czyli odzwierciedlenie rzeczywistego
potaczenia punktow A i B oraz A i C wraz z przecinajacymi je promieniami wodzacymi.
Jezeli przemieszczenie pierwszego punktu przyjeliSmy az do $rodka obrotu tarczy, to punkty
obrocone B i C znajda si¢ na planie przemieszczen obroconych w tym samym miejscu co
punkt A — tez w miejscu $rodka obrotu (I,0).

Analogicznie post¢gpujemy z punktem D (D i C naleza do jednej tarczy II).

Jezeli mamy znalezione przemieszczenia obrocone dla wszystkich obcigzonych weziow,
mozemy zapisa¢ rownanie pracy przygotowane;j:

P-24+P-124+P-4+K, -4+K, 8=0
18P = 43K 4 g ZX
29 29

\/; V29
K=—EV29

2. Wyznaczenie reakcji w kratownicy:

2m

2m
2m 1m

2m
1m

L 2m | 2m | 4m L 3m lim] 2m [im| 3m it

YM,=P-2+P-12—P-14—V;-18=0,-> V3 =0

SME=—P-6-Vp-10+Hz-4=0,>Hy=>P
SX=Hy—Hg=0>Hy=2P
YY=P+P—-P—V,—Vy=0,-V,=P
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3. Wyznaczenie sil w pretach N, G, K metodq analityczng:

2m

2m

2m

qL 2m qL 2m ql. 4m ql, 3m 4L1mq|, 2m qI.1qu 3m ql.

Na schemacie obliczeniowym zaznaczono prety zerowe kratownicy. (Pret 6-7 z wezta 6 oraz
pret 8-9 z wezta 9. Nastepnie wezet 8: prety 8-6 i 8-B, jezeli zauwazylisSmy pret zerowy 8-9.
Potem wezet 6 — czyli pret 6-C.).

A—
E
N
B £
£ -
N
| E
o™
E
p £
b

J2m | 2m | 4m k 3m [im] 2m |im] 3m 1

Jest kilka mozliwych rozwigzan.
1. Jedno z nich to wyznaczenie sit N 1 G bez znajomosci reakcji:
wyznaczenie sity N —rownowaga wezta 4, potem 3, a nastepnie 2,
wyznaczenie sity G —-rownowaga wezta 1,
2. Sile w precie K, po wyznaczeniu reakcji 1 pretow zerowych mozna obliczy¢ z
rownowagi wezta przy prawej podporze lub z dowolnego cigcia prawej tarczy.
3. Wyznaczenie sily w precie 1-2 (cigeie a—at), a nastgpnie z rtOwnowagi wezka 1 — site
G, 2 —site N:

cigeie o—o: Y ME =—15P-4+P-8—P-6+5,,:2V2=0,- S, = PV2

wezel 1: ZP1§=51A+%—512=0,—>51A=PT‘/Ezc;
wezel 2: ZP2n=523y—%1=0,—>5‘23y= P,

Y P =Sy —Sp3x+G=2P—P+G=0,-G= —P

Monika Podworna



Wprowadzenie do statyki budowli Strona 162

DODATKOWA LITERATURA KSIAZKOWA

© © N o g » w DB

e
I S

M. Klasztorny, Mechanika techniczna. Wydanie Ill poprawione, DWE, Wroctaw 2017.

J. Leyko, Mechanika ogdlina. Statyka i kinematyka. PWN, Warszawa 2001.

W. Szczesniak, Zbidr zadarn z mechaniki teoretycznej. Statyka. OWPW, Warszawa 1999.
R. Chrobok zbidr zadar z podstaw statyki. DWE, Wroctaw 1999.

T. Niezgodzinski, Mechanika ogdlna. PWN, Warszawa 1999.

Z. Osinski, Mechanika ogdina. PWN, Warszawa 1994.

Z. Cywinski, Mechanika budowli w zadaniach, t.1. PWN, Warszawa 1983.

W. Nowacki, Mechanika budowli. PWN, Warszawa 1975.

Z. Dylag, E. Krzeminska-Niemiec, F. Filip, Mechanika budowli, t. 1. PWN, Warszawa 1974.
A. Cybulski, Statyka ustrojow pretowych, t.1. (Statyka ciata sztywnego) PWr, Wroctaw 1973.
A. Chudzikiewicz, Statyka budowli, cz.1. PWN, Warszawa 1973.

F. Janik, Mechanika ogdlna. PWN Warszawa 1970.

Monika Podworna



