Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 4
WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W PLASKICH SPREZYSTYCH USTROJACH

PRETOWYCH (Cz.2)

Przyktad 1.
Nalezy wyznaczy¢ przesuw wezta (A;7=?) znajdujacego sie w potowie rozpietosci belki o schemacie

statycznym jak na rysunku 1.
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Rys.1. |

1) Stan rzeczywisty
Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia.
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Momenty zginajace:
qx qx
Mx)=Vyx ———=—x*(L—x)
2 2 )
M(0) =0, M(L) =0, M(L/2) = %

Sity tngce:

T(x) =Va—aqX=q(L/2~x)
qL

T) =211 =-L

Sity osiowe:
N(x)=0
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2) Stan wirtualnych obcigzen
Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia.

Reakcje:
SMy=0 =Vg=—kN, S*=— kN

o
JaN c 1
Zz:o =V, ==kN
f 2
1/2 1/24 ZX=0=>HA=0

Momenty zginajgce:
e 0<x<:

L/2 T L/2

1
M(x) =Vyx = EkN * X
M(0) =0, M(L/2) = ZkN

<x<L

]
N |~

_ Ly 1
M(x)—VAx—l(x—E>—sz*(L—x)

ML/2)=5, ML)=0

| o~

-1/2 Sity tnace:
¢ 0=<x<:

\é 1
ST f-!—_. T(.X') = VA = E kN
_ 1

+1/2

&

Sity osiowe:
N(x)=0

3) Il sformutowania ZPP
Zastosowanie Il sformutowania ZPP do wyznaczenia wartosci szukanego przemieszczenia

Ap= Zf dx+Zf dx-i—ZfN —dx+z e

{3:p —oznacza sumowanie po wszystkich przedziatach catkowania funkcji}
*Uwaga: Przedziat catkowania funkcji jest do momentu gdy funkcja jest

ciggta i gtadka , ma ciggta pochodng i sztywnos¢ preta jest stata.
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Pominiecie wptywu sit tngcych i sit osiowych na warto$é przemieszczenia

— —1 MF —1 Sk
1iAiF=ZfM ﬁdx +Zsmk—
P m m

SF
1kN A; p= fM —dx+ S, o™/ 1kN
" km
m
; 1 L
2 —1\ /—
Bip= o [ 52 LE@ - x)dx +— 1(L—x)ﬂ(L—x)abH—(T)( : )—
FUEL) 27 2 EI) 2 2 JEL T
0 L 13
2
L
1q§ 1qL gk
- ZL_ 3 __f L — 2 4 —
El4f(x x)dx+EI4 x(L — x) dx+—ﬂ
0 L L3
2
L
1 : L4
L O PO TR __f 2, _ 3 - _
—El4j(xL x)dx+EI4 (L?x — 2Lx? +x)dx+8 =
0 —

3
qg 5L* g 5L* qL* 53qL*
4El 192 4FEI 192 8EI 384EI]

Whptyw sit thacych na wartos¢ przemieszczenia

_1kTF
1, ALF(T)—ZJ.T rdx
_1kTF
1kN A; 5 (T) =2jT dx [ 1kN
p

L

71 gl 11 gl
_jf"(qT—qx)d +f§"(q7—qx)d _
= GA x GA =
0 L
2

L 1
’ ﬁqL
GA\ 2

2 L

L
2 qx
2

Kql?

_qx?|
L] 8GA
2

2

1
_2%[4qL
T GA\ 2

{Przyjmujac przyktadowo belke (1300,STAL): EI = 20090 kNm?, GA = 544016,7kN,k = 5/6,
kqLl?

_ _ . _ 53qL4 _ -6 __ KkqL”
L =1m, g = 1kN/m uzyskujemy, A; r (M,S) = ryri 6,87 *107°m, A;p(T) = oA =
1,9 * 10~ 71m, stad wniosek, ze wptyw sit tnacych jest pomijalnie maty w stosunku do wptywu

momentow zginajacych i sit tngcych}
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

UPROSZCZONE SPOSOBY OBLICZANIA CAtKI Z ILOCZYNU DWOCH FUNKCJI

(WZORY SKROCONEGO CAEKOWANIA)

1) Wzor Wereszczagina: [F(x) * f(x)dx = Qp * f(x)

Qp —pole ograniczone funkcja dowlng F(x), funkcja
wyzszego stopnia

f(xo) — warto$¢ funkcji liniowej f(x) pod $rodkiem
ciezkosci funkcji dowlnej F(x)

Zatozenie umozliwiajgce stosowanie wzoru:

e  F(x)-dowolna funkcja o statym znaku na danym przedziale catkowania
e  f(x)-funkcja maksymalnie prostoliniowa w catym przedziale
catkowania

[ F(x)dx = Q - pole ograniczone funkcja wyzszego

stopnia F(x) w przedziale catkowania
[ F(x)xdx = Qp x, — moment statyczny pola
Qr wzgledem osi y

L

fF(x)*f(x)dx=f F(x)(ax + b)dx =
0

L L
=af F(x)xdx+bf F(x)dx =
0 0
=aQFx0+bQF =

= Qp (axo + b) = Qf f(x0)

Def. Catka z iloczynu dwdch funkcji z ktérych jedna jest
dowolna ze statym znakiem, a druga jest prostoliniowa
rowna sie iloczynowi pola funkcji dowolnej i wartosci
funkcji prostoliniowej pod srodkiem ciezkosci funkcji

dowolnej.
Pola wybranych figur
q;h - - = - L >
T . a &
\ L2 \ 5L |3/8LJ oL s
I 1
a=2aL Q=Zal 0=zal
= 3 a = 3 a - 3 a
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Zastosowanie wzoru Wereszczagina
Wyznaczy¢ przesuw wezta w potowie rozpietosci belki o schemacie statycznym jak na rys. 1 (przykfad 1)

1) Stan rzeczywisty

@I VA AAAAAAAAAAAA Y g

5/8 *1/2 L8

1 KN
@ 5/8 *L/2 i 5/8 *L/2 2)

5/8(1./4) 5/8(L/4)
L/4

Stan wirtualnego obcigzenia

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP
i d —1 SE
f x + Sm k
SF
1kN A; = fM —dx + S mi /:1kN
m

3 8 284

1 (2 qL* L 5 L>+ 1 (2 qL* L 5 L>+(—q7L)(_71)_53qL4

A p= 2" 582 =
PR EI\3 8 284 22 384E1
L3

Wynik zgodny z rozwigzaniem podanym w Przykfadzie 1.

2) Wzor Simpsona: [F(x)  f(x)dx = %[prp +4F o fo + Fifi)

E, f, — iloczyn warto$ci funkcji z poczatku przedziatu catkowania
Fg fe — iloczyn wartosci funkcji w srodku przedziatu catkowania
F, f — iloczyn wartosci funkcji z korica przedziatu catkowania

L- przedziat catkowania

Zatozenie umozliwiajgce stosowanie wzoru:
e  F(x)-funkcja maksymalnie drugiego stopnia (funkcja paraboliczna)
e  f(x)-funkcja maksymalnie prostoliniowa w catym przedziale catkowania

*Uwaga:

Jedli F(x)if(x) safunkcjami wyzszego rzedu niz w powyzszym zatozeniu i sg ciggte i gtadkie, woéwczas
podany wzor Simpsona bedzie wzorem przyblizonym (nie doktadnym) catkowania iloczynu tych funkcji, a
o doktadnosci przyblizenia bedzie decydowata gestos¢ podziatu przedziatu catkowania.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

L Funkcje F(x)-rozktada sie na sume dwdch
- . tréjkatéw oraz parabole, a nastepnie korzysta
X X . .
o1 02 sie ze wzoru Wereszczagina.
T
-~
L E, F
Fp - P - . Fk FST + 7" + a
-
P (F, + F)
// FérL a=Fér—7p2 i
. -
- Bt i)
for ==

IF(X) * f(x0)dx = Q perejratr) * f(Xo1)

+ Q perojratz) * [ (Xo2)
+ QF(parabola) * f(an) =

1 2 1 1 1 2
=25k (3h +34) + 3Rk (35 +3)

2
+ §a Lfs’r =
L
% [prp + 4Fg for + Fieficl

Zastosowanie wzoru Simpsona
Wyznaczy¢ przesuw wezta w potowie rozpietosci belki o schemacie statycznym jak na rys.1 (przyktad 1)

1) Stan rzeczywisty

@ VAAAANAAAAAAANANANANYY g

xéiml‘ 0 B =
LH
2) Stan wirtualnego obcigzenia
@l
=

L/4
Zastosowanle Il sformu’rowama ZPP

1, A p= fM —dx +z Sm

1kNAiF=2fM de +zsmk_ /1kN
m
m

L L LN /—1
UL B PPl S L DL N O L L O L +(_q7)(7)
p= — | = % —_ = — - = & 7 ~& 7
ORI 6( 32 8 8 4 El 6( 32 8 8 4 22
L3
_ 53qL*
 384EI
Wynik zgodny z rozwigzaniem podanym w Przyktadzie 1
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3) WzOr trapezow: [ F(x) « f(x)dx = Z[2(Fpfp + Fif i) + Fpfic + Ficf]

Zatozenie umozliwiajgce stosowanie wzoru:
e F(x)-funkcja liniowa w przedziale catkowania

e  f(x)-funkcja liniowa w przedziale catkowania

*Uwaga: wzoru nie mozna stosowac gdy jedna badz obie funkcje sg state

Przyjmujgc wartosci funkcji w srodku przedziatu
catkowania jako srednig z wartosci koncowej i
poczatkowej funkcji, a nastepnie stosujgc wzér

_ (E, +Fy) | Simpsona otrzymuje sie podany wyzej wzér
T2 trapezow.

JF@) = f()dx = Z[Epfy + 4Fefir + Fiefi]=

L E, +F +
L =By +4 (( 5 o) o fk)) t Fefil =
htf) | _L
>x  fo= ka = E[prp + By fy + Fefi + Bofic + Fefy + Fufi] =
S O L
e = Z[25of + Fifi) + Fofi + Fify]
™ f(x)

Zastosowanie wzoru trapezow
Wyznaczy¢ przesuw konca wspornika obcigzonego jak na rysunku ponizej.

1. Stanrzeczywisty

m
m
1L pI3
LkN A p= = [2(PLL*1kN+O)+0+0]=3E1*1kN /:1kN
A _PI?
P 3R]
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad podsumowujgcy umiejetnos¢ wyznaczania przemieszczen w uktadach STATYCZNIE
WYZNACZALNYCH od dowolnych wptywdw obcigzen.

1) Obcigzenie czynne ,F”
Wyznaczy¢ wartos$¢ przemieszczenia A;p=? E

Dane: GA - oo, EA - o

2m

3m

LAY ] q=1kN/m
k=4ET/m3
1E1
A= M=6kNm
A -
2EI | &

L

4m

1. Stanrzeczywisty
Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego
przyczyne przemieszczenia.

L 4.0000

2E

|

Robot rzutuje
obcigzenie na
pret stad
graficzna
réznica w
stosunku do
danych.

3.0000

El

180000 |

3.0000

|

-47 600000

—34,6

—15,6

FX=-5,200000

-0.000000 2

FZ=16,000000

2. Stan wirtualnego obcigzenia

Rozwigzanie od obcigzenia jednostkowego
stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia.

- 2
FZ=-1.000000

2E

2El

4.0000

St=—08kN

i}

&

|

| 20000 | 30000

3.0000

|

—4,4

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

fM — dx +ZfT dx+2f dx+251 Sm

. ~1NF
gdy: llm prT dx—O lanooprN 7dx=0

— —1 ¢F
wowczas: 1; A;p= prM —dx +YmSm Sm

*uwaga: nalezy uwzglednic¢ 3 przedziaty catkowania i nalezy uwzglednia¢ znak momentéw zginajacych
(wartosci odtozone po stronie wtdkien wyrdznionych sg dodatnie, po przeciwnej ujemne)

1 5m
e (0 + 4(—3,2kNm)(—15,8kNm) + (—6,4kNm)(—47,6kNm)
1 5m
T [(—6,4kNm)(—47 6kNm) +4(—4 4kNm)( 34,6kNm)

1
+ (—2,4kNm)(-21 6kNm)]+——3m( 24kNm) (—15,6kNm)

2EI 2
(—0,8kN)(=5,2kN)

2..,3
W

1kN A; p=

/:1kN

= 844,426

kNm3 kNm3 kNm3

A; p= 844,42 =
ip= 844,426 = TR 4
m2™m

2) Obcigzenie osiadaniem podpor ,A,.” k4EI-’m3/ E
Wyznaczy¢ warto$¢ przemieszczenia Ajy =? - }»\
: - E
A, =2em ! B ™
2EI
&

L 4m ‘
T ™ A, S3em
\J

2. Stan wirtualnego obcigzenia
Rozwigzanie od obcigzenia jednostkowego
stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia.
utu zu - 4,u ou o @

-6.400000

1. Stanrzeczywisty
Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego

przyczyne przemieszczenia

UX=-0.0200

2EI

FX=0,800000
[ ¥

-2.400000

o~
-0.000000

=) o
~
-0.000000

uzZ=-0.0300

FX=-0,800000
FZ=1,000000
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP

1; 05, = —Zﬁrm A,

m
1kN A; 5, = —(0.8kN % (—0,02m) + 1kN(—0,03m)) = 0,046kNm /: 1kN
A;p,= 0,046m

Wezet przesunie sie w doét zgodnie z
przyjetem zwrotem sity jednostkowej w
stanie wirtualnego obcigzenia.

3) Obcigzenie wptywem temperatury ,A;”

Wyznaczy¢ wartos¢ przemieszczenia Ajp, =7

Dane: AT; = 10°C
AT, = —14°C

a =12%1075;

h=02m

A
k=4ELm3 -~ E
) ¥y
) A
2EI |/
L7 &
Yy
) A
ATI ( ATE
1 E
K o
Yét i A

1. Stanrzeczywisty
Rozwigzanie uktfadu od obcigzenia
stanowigcego przyczyne
przemieszczenia

2E|

2FE|

2. Stan wirtualnego obcigzenia
Rozwigzanie od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i
na kierunku szukanego przemieszczenia.

FX=0,800000

4U oy

o
@ 1000003 -

0.040000 | | 0043000
ol

2E1

2E|

1002000

w
&

2EI

FX=-0,800000
FZ=1,000000

‘_

(Nalezy przyja¢ odwrotene znaki ze
wzgledu, ze Robot oznacza sity
$ciskajgce +, a rozciggajace jako -)
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3. Zastosowanie Il sformutowania ZPP
T, Aa,= Z(atATO N'dx), + Z(

(—14°C — 10°C) 1

1 1
1kN Ajp,= 1,2 % 107> — Sm( 64kNm)+12*105C*

C 0,2m
10°C - -14°0) 1 4kNm) + 1,2 + 105~
* - - * — %
0,2m m (—4kNm) +1, 5C
10°C 4 (—14°C 1
* ( ; ) 5m (—0,04kN) + 1,2 10-5% *
(10°C + (—14°0)) s
* > 5m (—1kN) = 8,764« 10 3kNm  /: 1kN

A;a,=8764%1073m
Wezet przesunie sie w dét zgodnie z
przyjetem zwrotem sity jednostkowej w
stanie wirtualnego obcigzenia.

4) Obcigzenie btedami montazu ,A,,
Wyznaczy¢ wartos¢ przemieszczenia Ay, =?

Dane: Appq = 0,04rad
Appp = 6°
Ahp, =2 cm
Ahp, = 3cm
ALpy = —4cm E

1) Stan rzeczywisty

Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne
przemieszczenia ©

2EI

]

o~

str. 11




Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2) Stan wirtualnego obcigzenia
Rozwigzanie od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia.

vy zu 4,u ou )

|

3.0000

2EI
| 20000 |

3.0000

2E|

|

L 4.0000

FX=-0,800000
FZ=1,000000

w
~
-0.000000

@

-1.280000

@ Covooco | GGG

0.040000

2E|
2El

o.auoooog_
1.000000 . -
_ gl —
w
&
-

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP
_ —1 —1 —1
138i0,,=2k M Dpprc+ Xn T Ahpy + XN ALy
*Uwaga: nalezy przyjmowac odpowiednie znakowanie podanych wartosci btedow (zgodnie z wyktadem 3)
1kN A;4,= ((—3,2kNm)(=0,04rad) + (—2,4kNm) <22 rad + (~1,28kN) 0,02m +
0,8kN(—0,03m) + (—1,0kN)(—0,04m) = —0,1329kNm  /: 1kN

Aia,= —0,1329m Wezet przesunie sie w gore, przeciwnie do
przyjetego zwrotu sity jednostkowej w stanie
wirtualnego obcigzenia.
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