Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 7

WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W PLASKICH UKLADACH SPREZYSTYCH
STATYCZNIE NIEWYZNACZALNYCH (SN)

Zanim przejdziemy do tematu wyktadu w pierwszej kolejnosci przedstawione zostanie zastosowanie
Metody Sit do rozwigzywania ptaskich uktadéw pretowych statycznie niewyznaczalnych SN obcigzonych
wptywami niemechanicznymi (wptywem temperatury, przemieszczeniami podpér, btedami montazu).

Metoda sit — wptywy niemechaniczne

e Rodzaj obcigzenia (mechaniczne, niemechaniczne) nie ma wptywu na istote idei
metody sit. Jedyna rdznica miedzy obcigzeniem mechanicznym a nie mechanicznym
w zagadnieniu metody sit pojawia sie przy wyznaczeniu wyrazéw wolnych uktadu
rownan metody sit.

Przyktad 1.

Rame statycznie niewyznaczalng obcigzong wptywami niemechanicznymi jak na rysunku 1. nalezy
rozwigzac w zakresie sit przekrojowych.

AT Al
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‘ 4m 3m

a) Wplywy temperatury (At)

Rys.1.

_0,000012

Np.: ATy = 10°C, AT, = —12°C,ar = 2=

,h = 0,2m, przekréj symetryczny

b) Wptywy btedéw montazu (Am)

Np.: AL = =3cm, Ah = 4cm, Ap =5°
c¢) Wplyw osiadania podpor (Ar)

Np.: Ary = 5¢m, Ar, = 3cm
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Metoda sit:
1. Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci uktadu (ny)

np=e—3t=5—3%x1=2

2. Przyjecie uktadu podstawowego metody sit

A;Ci\l

Ah,,
Nk
VoL \
AN ALA].

AT

= 7 X, X;
3{:1_;‘ S(\.X;i _>Sé—§ —»
a : NNNANN AA[Z
i AJI[

3. Uktfad réwnan metody sit

a) Wplywy temperatury
011X1 + 812X + Ay =0
821X1 + 822X5 + B2 0= 0
b) Wptyw btedéw montazu
611X1 + 812X5 + Ay p=0
821X1 + 622X + Do pm=0
c¢) Wptlyw osiadania podpor
011X1 + 812X; + A1, =0
821X1 + 822X5 + Ay =10

*Uwaga: Mozna potraktowad, ze wszystkie te wptywy obcigzen dziatajg jednoczesnie i wowczas uktad
réwnan metody sit bedzie miat nastepujaca postaé:

011X1 + 812X, + @1 At T §1 am T §1 ar) =0
821 X1 + 622X, + (Bpae + Do am +8247) =0
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

4. Wspotczynniki uktadu rownan metody sit

Wspotczynniki macierzy podatnosci 6;; wyznacza sie analogicznie jak w przypadku obcigzen
mechanicznych korzystajac z Il sformutowania zasady prac przygotowanych przy czym aby moc zastosowacd
te zasade nalezy uprzednio rozwigzac uktad podstawowy metody sit od stanéw jednostkowych

Xl = Tl" Xz = Tl

1EI 5 o - .
J \‘ L J b_ai.s_sil_'f\ ‘;\ T/I Xi=1 4000000 : 1 l-;. . M Xe=1
1.000000 | |>_ A o ":‘v:‘/\- . .I‘ ‘T‘mﬂlm p “ /\\)\
h \\\/ [WL “.‘ # N\
A — i\> N " />\
— X f SN
] . , O
N\ — o
= , <
— ‘)X | \/\)\
—_ ‘E‘ - .‘" \ \

— \ . N
e - kNm \ T  kNm N\
MY=1.000000 | / _ AN
; FX= I.Doouoﬂ_‘ >

Wykres momentdw zginajgcych od stanéw jednostkowych.

Wzér do wyznaczania przemieszczer’r
GJ

— KTJ S

811 = 6,3027kNm3/EI, 812 = 621 = 20,8571Nm3/EI, 852 = 98,666Nm3/EI

Wyrazy wolne uktadu réwnan metody sit A; , sa to przemieszczenia w ukfadzie podstawowym
(SW) w miejscu i na kierunku i-tych sit hiperstatycznych wywotane wptywami obcigzen niemechanicznych.
Wzory wynikajace z Il sformutowania prac przygotowanych na przemieszczenia w ukfadzie statycznie
wyznaczalnym (SW), ktéry jest obcigzony wptywami niemiechnicznymi wyprowadzone sg w tresci wyktadu
nr 3. Aby méc wyliczy¢ wyrazy wolne uktadu rownan metody sit nalezy wyznaczy¢ oprécz wykresow
momentéw zginajgcych od standw jednostkowych réwniez sity osiowe i sity tngce od stanow
jednostkowych.

a) Wptywy temperatury:
at (AT ) —1l
T, As = Z(cxtATo f N dx), +Z(— f dx),

1kNm Ay = Z(atATO f Z(“f (AT Ty) f M ),
14

0,000012 (—12°C + 10°C 0,000012 (—12°C —10°C
°C 2 °C 0,2m
= —0,00528kNm

) 1kNm x 4m

) 0,1428kN * 4m +

Aq 4= —0,00528 rad
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x- &, (AT, — AT,) [ —x,=
1kN Ay o, = Z(atATO f N dx), +Z(w f M dx),
p

14
~0,000012 (—12°c +10°C
T oC 2
= —0,01056kNm

0,000012 (—12°C - 10°C> 1

)0kN*4m+ 5 0.2m §4kNm*4m

Az 5,=—0,01056m
b) Wptywy btedéw montazu:

_ —1i —1i —1i
185, =2k M DAppx+ 20T Dhpy+ XN ALpg

X1 1 1

=1 —X1=1 —X1=1
Appk + X0 T Ahpn + XN ALps =

158:; 0.71428kNm + 0,04m(—0,1428kN) + (—0,03m)(—0,11428kN) = —0,06462kNm

1kNm Ay 5 =Y M

Ara, = —0,06462 rad

2 X2 2

=1 —X,=1
AhAn + ZSN ALAS =

—X-=1 —
1kN A3 0, =2k M~ Apax+ X0 T

o

5°m
180°

4kNm + 0,04m(0kN) + (—0,03m)0.6kN — 0,3671kNm

Azn,=—0,3671m

c) Wptywy osiadania podpdr:
Ii AiAT= - Z Em 1i Arm
m
1kNm Aqp = —Z EmX1=1 A, = —(0,1428kN = 0,05m + OkN * 0,03m) = —7,14 * 1073kNm
m

A1p,=-7,14%10"3rad

1kN Ay y = — ZETHXz:l A, = —(0kN % 0,05m + 1kN * 0,03m) = —0.03kNm
m

Az AT —0, 03m

5. Rozwigzanie ukfadu réwnan metody sit

a) Wplywy temperatury
611X1 + 812X + A1 =0
821X1 + 022X2 + 82 0=0

{X; - 0,00161 EI/kNm?, X, —» —0.000233 EI/kNm?}
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

b) Wplyw btedéw montazu
611X1 + 612X + A1 p=0
821X1 + 622X2 + Dy pm= 0

{X; » —0,006855 EI/kNm?, X, —» 0.005169EI/kNm?}

c¢) Wplyw osiadania podpor
811X1 + 612X, + A =10
021X1 + 022X2 + 830, =0
{X; > 0,000423 EI/kNm?, X, — 0,000215EI/kNm?}

*Uwaga: Przy zatozeniu, ze powyzsze obcigzenia dziatajg jednoczesnie na uktad zadany mozna z sumowac
powyzsze wyniki rozwigzan z podpunktu 5 (gdyz zagadnienie jest liniowe) lub bezposrednio rozwigzac
ponizszy uktad réwnan

611X1 + 812X, + @1 At t+ @1 Am T §1 ar) =0
021 X1 + 622X, + (Boae + Do am +8247) =0

(X, > —0.0048231EI/kNm?, X, — 0.00515129EI/kNm?}

6. Wyznaczenie wykresow sit przekrojowych w uktadzie rzeczywistym SN.

| Sposéb

Obcigzenie niemechaniczne nie wywotuje sit wewnetrznych w uktadach statycznie wyznaczalnych
dlatego wystarczy rozwigzac uktad SW od wyznaczonych wartosci sit hiperstatycznych i uzyskane
rozwigzanie bedzie rozwigzaniem uktadu zadanego statycznie niewyznaczalnego SN.

a) Wplywy temperatury

El
A X =0,00161——= 1kNm =
1 kNm?
El
_ =0,00161—
£ AT, m
b
AT
: El
_ X X, X, = —0.000233—— - 1kN =
v AN rﬁ\; - ) 2 kNm2
T g x)ds —> EI
il = —0.000233 —
T m
4m 3m | - o
- > - Obcigzenie temperaturg jest nieistotne przy

wyznaczaniu reakgcji i sit przekrojowych,
poniewaz ukfad na tym etapie jest SW
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

0.000677 1E ; ( M T .".

_

1El

Wykreg_momentéw zginajgcych

1El

(VT) I
i
S ETTT|
F : El L
g m? , .
Wykres sit tnacych Wykres sit osiowych (rozcigganie znak ,-,)

*UWAGA po przemnozeniu wartosci na wykresach przez okreslong sztywnos¢ El [kNmA2] uzyska sie
wartosci momentéw zginajgcych w [kNm] ,a sit osiowych i thgcych w [kN].

b) Wptywy btedéw montazu

. El
A A1 X1 = —0,006855 W 1kNm =

- k
[ \ A El
AL, — —0,006855 —
S m

X, = 0.005169 El
2= kNm?

= .’7’ 2 2 El
%‘S\ %S@OE v = 0.005169—

~~ Obcigzenie btedami montazu jest
4m 3m nieistotne przy wyznaczaniu reakgcji i sit
przekrojowych, poniewaz uktad na tym
etapie jest SW.

4'm

-1kN =

str. 6



0.000979

0.013821

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

w

[ THT

18!

Wykres sit tngcych w uktadzie zadanym SN

1] BRSO

-0.003885 |

- [ooocema) ¢
/o ‘ El ‘ ‘

/ m?

Wykres sit osiowych (rozcigganie znak ,-,) w uktadzie
zadanym SN

*UWAGA po przemnozeniu wartosci na wykresach przez okreslong sztywnos¢ El [kNmA2] uzyska sie
wartosci momentoéw zginajacych w [kNm] ,a sit osiowych i tngcych w [kN].

c) Wplywy osiadania podpor

‘ 4m 3m

4m

X% Ay
AN\

X1 = 0,000423 —— - 1kNm ==
kKNm
0,000423 =
m

X, =0,000215 -1kN =

kNm?2
El
= 0,000215 —
m

Obcigzenie osiadaniem podpor jest
nieistotne przy wyznaczaniu reakcji i sit
przekrojowych, poniewaz uktad na tym

etapie jest SW.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

- 1EI 5 , '

L

0.000423

Wykres momentow zginajgcych w uktadzie zadanym SN

1El

Wykres sit tngcych w uktadzie zadanym SN

1EI 3

N
] f | N |

1E|

oo ]

-0.000080

\/,}'b

El

_F | s

Wykres sit osiowych (rozcigganie znak ,,-,)w uktadzie
zadanym SN

*UWAGA po przemnozeniu wartosci na wykresach przez okreslong sztywnos¢ El [kNmA2] uzyska sie
wartosci momentéw zginajgcych w [kNm] ,a sit osiowych i thgcych w [kN].

Il Sposdb : Superpozycja poszczegdlnych rozwigzan.

Momenty zginajace :
Sity osiowe:
Sity tnace:

Reakcje:

NA=N

= 1\71251=1 * Xy + M;(z:l * X, + M5
_0};1:1 * X, + Njfz:l * X, + N
TA =TX L x, + T ax, + T2
RE=RXV«x, + R« X, + R

W uktadach statycznie wyznaczalnych sity wewnetrze od wptywdéw niemechanicznych sg zerowe stad:

ML =RN2 =TS =FRb=0

*Przyktadowo wyliczone zostang wartosci momentdéw zginajgcych w uktadzie zadanym w punkcie A
(punkt A znajduje sie przy podporze sztywnej) od wszystkich wptywow obcigzen niemiechanicznych.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

MAt =M T e Xy + MY R X,
M2t = 1kNm + 0,00161 —— + OKN Bl _ 0001612
= m* U, =0, -
4 kNm? m2 m
ME™ = MO s X + M2 X,
MA™ = 1kNm * (—0,006855 —— o) T OkNm x 0.005169—— El —0,006855 — El
= * * R
4 m kN m kNm?
MET = MO X+ M X,

MAT = 1kN 0,000423 El £l 0,000423 El
= * — -
4 mxs kNm? m2 ’ m

WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W UKtADACH

STATYCZNIE NIEWYZNACZALNYCH (SN)

Nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie A;r w ukfadzie statycznie niewyznaczalnym o schemacie statycznym
jak na rysunku 2.

. 4_
T

794
o

Rys. 2.

Aby wyznaczy¢ przemieszczenie niezaleznie czy jest to uktad statycznie wyznaczalny czy statycznie
niewyznaczalny nalezy:

1. Wyznaczyc rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenie.

2. Wyznaczy¢ rozwigzanie ukfadu od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku
szukanego przemieszczenia.

3. Zastosowac Il sformutowanie Zasady Prac Przygotowanych.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

| sposdb wyznaczenia wartosci szukanego przemieszczenia w uktadzie SN

1. Rozwiazanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

(Stan rzeczywistych sit i przemieszczen)
F

\
¥ E

*Uktad jest SN stad aby go rozwigzac zastosowano metode sit.

Metoda sit:

e Stopien statycznej np=e—3t=6—-3%x1=3
niewyznaczalnosci:
e Uktad podstawowy metody sit

F
X, X
§ Y =5
EI . WA x,
\Ulr fﬁ\- X,
X, M '
‘ L
e Uktad réwnar metody sit 811X, + 612X, + 813X5 + A =0

821X1 + 832X5 + 823X3 4+, p= 0
831 X1 + 63X5 + 633X3+A3 =0
e Rozwigzanie uktadu réwnan

metody sit Xp =, Xy =0, X3 = or
e Wykresy sit wewnetrznych w L*F /3 N
uktadzie SN l F
@ ¥ E R
L*F /8
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia
(Stan wirtualnego obcigzenia)
l 1 kN

R 7P
&

E
\

*Uktad jest SN stad aby go rozwigzac zastosowano metode sit.

Metoda sit

Stopien statycznej np=e—3t=6—3x1=3
niewyznaczalnosci:
Ukfad podstawowy metody sit

Uktad réwnan metody sit

Rozwigzanie ukfadu réwnan

metody sit Xy =, Xp=0, X3 ="
Wykresy sit wewnetrznych w L*1 KN /8 L*1 KNS
uktadzie SN

IkN
X, X,
% y %89-%
A
EI A x
X, \_,lf‘\ h{:}; N
X, “ ‘
: |
- L

811Xy + 812Xp + 813X5 + A1 ;=0
821X1 + 622X5 + 623X3+A51=1=0
831X1 + 832X + 633X3+A31;,= 0

GEL LMAE

: |
|

A
Y

Zastosowanie Il sformutowania Zasady Prac Przygotowanych.

- MF S
1L-AL-F:ZIM“de +ZS},{k—m
m

m

14
L
1kN A 17( N E e CEEy 4w 00+ RN E FL) 2 =kN L
= —= — — % *x () * —x— )% 2 =
FTEl6 8 (8) 8 8 192EI
FL3
Aip= ——
F=192E1
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Il sposob wyznaczenia wartosci szukanego przemieszczenia w uktadzie SN

*UWAGA:

Mozna dokonac uproszczenia obliczen, redukcji obliczen. Redukcja tych obliczen polega na tym, ze stan
jednostkowy analizuje sie w uktadzie statycznie wyznaczalnym SW, a nie w ukfadzie zadanym SN jak to
miato miejsce wczesniej. Jest to tzw. | twierdzenie redukcyjne. Dowdd zostanie podany w dalszej czesci

wyktadu.

1. Rozwiazanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

(Stan rzeczywistych sit i przemieszczen)
F

ti
¥ E
L

‘4 >

*Uktad jest SN stad aby go rozwigzaé zastosowano metode sit.

Metoda sit:

Stopien statycznej np=e—3t=6—3x1=3
niewyznaczalnosci:
Uktad podstawowy metody sit

| F
X, X,
i y <5
EI NA x,
RN .
X, L W
‘ L
Uktad réwnan metody sit 611X + 612X5 + 613X3 +_E1 =0

821X1 + 822X5 + 623X3+A, =0
631X1 + 632X2 + 633X3+A3 F— O

Rozwigzanie ukfadu réwnan
metody sit Xy =Xy =0, Xz =+
Wykresy sit wewnetrznych w L*F /8

uktadzie SN E
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2. Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia
(Stan wirtualnego obcigzenia)

*Uktad przyjmuje sie jako SW , moze by¢ to ten sam uktad podstawowy jak w podpunkcie 1 ale nie jest to
wymogiem, nastepnie obcigza sie go sitg jednostkowgq stojgcg w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia stad nie trzeba stosowaé metody sit aby rozwigzaé ten uktad. Do rozwigzania tego
uktadu wystarczg jedynie rownania réwnowagi sit.

*Uktad jest SW
[ 1 kN
 / 1 kN *L/2
= ro 4 e
\J
\ L ' Y m i}
779777

3. Zastosowanie Il sformutowania Zasady Prac Przygotowanych.

—11 1LSF
lF_Zf dx +ZS —

L
1kN A _12 1kNL FL 4 1kNL 0+0 FL = kN FL7
= gre(T1N g (— )+ 4 NG04 0 ) = N g
FL3
Nip= ——
F192E1

Il sposdb wyznaczenia wartosci szukanego przemieszczenia w ukfadzie SN

*UWAGA:

Mozna dokonaé innego rodzaju uproszczenia obliczen, redukcji obliczen. Redukcja tych obliczen polega na
tym, ze stan rzeczywistych obcigzen analizuje sie w uktadzie statycznie wyznaczalnym SW, a nie w
uktadzie zadanym SN. Jest to tzw. Il twierdzenie redukcyjne.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

1. Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
(Stan rzeczywistych sit i przemieszczen)

*Uktad przyjmuje sie jako SW obcigzany jest on obcigzeniem bedgcym przyczyng szukanego
przemieszczenie. Nie trzeba stosowaé metody sit aby go rozwigzaé. Do rozwigzania tego ukfadu
wystarczg jedynie réwnania rGwnowagi sit.

*Uktad jest SW

F
F *L/2
—— - @

5

EI
| : P
- il 777%

L2 ‘ L2

- - p—

2. Rozwigzanie ukfadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia
(Stan wirtualnego obcigzenia) i 1N

EI E
|

LU L

-t L

*Uktad jest SN stad aby go rozwigzac zastosowano metode sit.

Metoda sit:
e Stopien statycznej n,=e—3t=6—3%x1=3
niewyznaczalnosci:
e Uktad podstawowy metody sit 1KN
N A 4 = < X; OE
- L »‘
L] Uktad réWnah metody sit 611X1 + 612X2 + 613X3 -l__El 1i= O

821X1 + 822X5 + 623X3+A31=1=0
831X1 + 832X5 + 833X3+031;=0
e Rozwigzanie uktadu réwnan

metody sit Xy = Xy= X3 ="
o  Wykresy sit wewnetrznych w L*1 kN /8 L*1 KN /8
uktadzie SN i 1 kN
@ \ /‘ﬁ
¥ E V N
L*1 kN /8

L |
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3. Zastosowanie Il sformutowania Zasady Prac Przygotowanych.

-MF SE
1; Ajp= § jM“de + E S},{k—m
m

m

14
L
1kN A 17( 1kNL ( FL)+4 0 FL+1kNL 0) kN FL?
iF= =\ —*|—— *0x F— — % =
T El6 8 2 4 8 192E1
FL3
Ap=
F~192E1

Dowdd umozliwiajgcy stosowanie sposobu redukcyjnego:

(W celach wiekszej przejrzystosci ponizszej analizy pominiety zostanie wptyw sit osiowych, sit tngcych i
sit sprezystych na wartos$¢ przemieszczenia oraz przyktadowo przyjete zostanie, ze n,, = 2.)

bez redukcji obliczen

1; Ajp= prMliIZ—IFdx = Zpéf(Mm:le + MX2=1x, + MY (MXY=1X, + MX?=1X, +
MF)dx = ngf[(zwﬂﬂ MX1=1x X, + MX©=E1X2=1x X, + MXA=IMEX) +
(MX2=1X=1x, X, + MX2=1[X2=1x, x, + MX2=1[F X,) + (MU MX1=1X, + MU MX2=1X, +
MY MY dx = 811X + 812X, X5 + DypXy + 852XF + 651X, X, + Dyp X, +

Xy B [ e X, 3, [0 e [ W = X, (810X, + 810X, +

Aip) + X5 (821X1 + 822X, + Do) + (8131 X1 + 8152X2 + Aqip) = 8131X1 + 8132X2 + Dqir (%)

z redukcjg obliczen
_l.MF 1 (_.. o _
1; Ajp= ZfM —dx = Z—fM“(MXl‘le + MX2=1x, + MF) dx
El El
p p
=Zi j FURXI=1 dy Xy 4+ — j U= 4y X, +— f MUY= dx
EI LRI 2Kl
p

=81;1X1+ 612Xz + Aqip (3%)

(*)=(**) dowdd spetniony
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Zestawienie wzordw do wyznaczenia przemieszczenia w uktadzie statycznie
niewyznaczalnym SN

Sity podane ponizej z nadkresleniem wyznaczane sg w uktadzie SW.

Sity podane ponizej bez nadkreslenia wyznaczane sg w uktadzie SN.

e Bez twierdzenia redukcyjnego (I sposéb)
(stan rzeczywistego obcigzenia analizuje sie w uktadzie SN oraz stan jednostkowego obcigzenia analizuje
sie w uktadzie SN)

(wzory zostaty wyprowadzone i podane na wyktadzie nr 3)

-Obcigzenie mechaniczne

1, Ap= fM“ dx +ZIT“ dx +Zf1vll dx +Zs,1nlkm

-Obcigzenie niemechaniczne

a) Woplyw osiadania podpoér

1; Ajp,= ZIM“ dx+ZfT1‘ dx+2fN1‘ dx+zsll ZR’”“ -

b) Wplyw temperatury

1iAiAt fMll dx +ZIT11 dx +szll dx +zsrlnlk

+Z(M f MYidx), +Z(atATO f Nlidx),
p

p

c) Wptyw btedéw montazu

1; D, = fM“ dx +ZIT“ " dx +szll dx +ZS},{k
+z MY A@p + Z TYAhp, + Z NYALys
k n s
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

e | Twierdzenie redukcyjne (Il sposéb)
(stan jednostkowego obcigzenia analizuje sie w uktadzie SW, a stan rzeczywisty w uktadzie SN)

-Obcigzenie mechaniczne

—1ik TF —1i SE
LF—ZIM —dx +2f —dx +Zf dx +ZS —

-Obcigzenie niemechaniczne

a) Wplyw osiadania podpoér

iiAL'Ar fMll dx +ZJ-T11 dx +ZJ.N11 dx +2571r{k Zlel Tm

b) Wplyw temperatury

T 0,= fM“ dx+ZfT“ dx+ZfN1‘ dx+ZS,1nlkm

+Z(M}M“d@p +Z(atAT0f1V1‘dx)p
p

p

c¢) Wplyw btedéw montazu

iiAiAt fMll dx +ZJ.T1l dx +ZJ.N11 dx +Zsrlnlk
—1i —1i —1i
+ZM A(pAk-l_ZT AhAn-l_zN ALAS
k n s

o |l Twierdzenie redukcyjne (Ill sposob)
(stan rzeczywistego obcigzenia analizuje sie w uktadzie SW, a stan jednostkowy w uktadzie SN)

-Obcigzenie mechaniczne

1; Ajp= ZIM“—dx +ZIT1‘ dx +ZfN“ dx +ZS“
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

-Obcigzenie niemechaniczne

a) Woplyw osiadania podpor

1, Ay, = ZfMll dx +ZIT“ dx+ZfN“ dx +Zsllm Zlel .

Poniewaz w uktadzie SW sity wewnetrzne od MAT = TAT = NAT = §AT —
wptywow nie mechanicznych sg zerowe :

1; Ajp,=— Z R Ay,
m

stad

b) Wptyw temperatury

A
1; A, = fM“ dx +Zlel dx +Zf1v1l dx +ZS,1,:k
a; (AT,
+Z(¥fMlldx)p +Z(atAT0fN“dx)p

p

t

Poniewaz w uktadzie SW sity wewnetrzne od MAt = TAt = NAt = §At —
wptywow nie mechanicznych sg zerowe :

stad

a, (AT, — AT _ .
1; AMFZ( e ( “;l p)fM“dx)p +Z(atAT0fN1’dx)p
14

p

c) Wptyw btedéw montazu

1, g, = fMll dx +ZfT“ " dx +ZfN1‘—dx +2511 m
+ z MY A@a + z TYAhp, + z NYALp
k n S

Poniewaz w uktadzie SW sity wewnetrzne od MA™ = TAm — NAm — §Am —
wptywow nie mechanicznych sg zerowe :

1; 040, = Z MY A@p + z TY ARy, + Z NYAL g
k n S

stad
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktady podsumowujgce umiejetnos¢ wyznaczania przemieszczenia w

uktadach statycznie niewyznaczalnych SN

Najczesciej do wyliczenia przemieszczenia w uktadzie statycznie niewyznaczalnym stosuje sie | twierdzenie
redukcyjne (Il sposdb).

PRZYKtAD 1. (obcigzenie mechaniczne)

Nalezy wyznaczy¢ wartos¢ przemieszczenia A; =7 w uktadzie o schemacie statycznym jak na rysunku.

5kN

A =2 Y a=2 kN/m
é 2 EI é
<1
<
k=4 El/m’ < £
< <
1 EI j
k=5 El/m |
6

D
L2m |osmo

*Uktad podany na rysunku jest uktadem statycznie niewyznaczalnym jaki analizowany byt na
wyktadzie nr 6.

* Szukane przemieszczenie wybrano w miejscu i na kierunku by od razu byta znana jego wartos¢.
W danym przypadku jest to przemieszczenie na kierunku podpory uniemozliwiajgcej poziomy
przesuw wezta dlatego przemieszczenie to jest niemozliwe i z obliczer powinnismy otrzymacd
wartosé zerowa.

W ten sposéb sprawdza sie czy wyliczone przemieszczenie w uktadzie zadanym jest zgodne z
warunkiem podarcia.

1. Rozwiazanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
(Stan rzeczywistych sit i przemieszczen)

| 5kN
v gq=2 kN/m
% 2 EI <
<
<
E k=4 El'nr <
< S
1 EI =
k =5 EI/ <]
2 m <
<

L 2‘m »L .3 m o
Rozwigzane zostato uzyskane przy zastosowaniu metody sit i przepisane z wyktadu nr 6
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

- kNm

_

Wykres momentdw zginajgcych w uktadzie SN od obcigzenia (F)

2. Rozwigzanie ukfadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia
) 1kN
§” 52 k

(Stan wirtualnego obcigzenia
\f\
k =4 Elm’ i

k=5 EUm .
VAN

‘

*Uktad jest SW

o om
-~ -

3. Zastosowanie Il sformutowania Zasady Prac Przygotowanych.

—11 115
lp—z.f —dx +ZS

1 5m
1kN Ajp= —— (4kNm * (—2,039kNm) + 4 « 2 kNm * 1,264 kNm + 0 * (—3,433kNm))

EI 6
(—4kN)2,039kN 00012 kN?m3
El - El
5_
Aip=0 0012kNm3 0
= EI

UWAGA:
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

*Jezeli wyliczyliby$Smy n;,, przemieszczen i otrzymane wartosci bytyby zgodne z warunkami
ciggtosci i podparcia czyli bytyby kinematycznie dopuszczalne to moglibysSmy stwierdzi¢, ze
rozwigzanie w postaci wykresu momentdéw zginajgcych jakie uzyskano stosujgc metode sit i ktore
wykorzystywano do wyliczenia tych przemieszczen jest ROZWIAZANIEM KINEMATYCZNIE
DOPUSZALNYM.

* Do kontroli kinematycznej dopuszczalnosci uzyskanych rozwigzan ( MF, VF, NF)

najczesciej choc nie koniecznie wybiera sie przemieszczenia okreslajgce prawg strone uktadu
rownan metody sit .

PRZYKLAD 2. (obcigzenie niemechaniczne — osiadanie podpor)
Wyznacz wartos¢ przemieszczenia A; , =7 w uktadzie o schemacie statycznym jak na rysunku ponizej.

1EI 2EI
k=5El/m3 : N\
! A, =? ==
I A, =2cm I A, ,~1.5cm

3m

‘4 Iv}-‘

1. Rozwiazanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
(Stan rzeczywistych sit i przemieszczen)

EI 2FI

1
k=SEl/m3 A E
TR
—'r A, =2cm $ A, =15cm

3m 3m 4m

*Uktfad jest SN stad aby go rozwigzaé zastosuje sie metode sit.
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Metoda sit:

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Stopien statycznej
niewyznaczalnosci:
Uktad podstawowy metody sit

Uktad réwnan metody sit

Rozwigzanie uktadu
podstawowego od obcigzenia
X, = 1kN

Wspdtczynniki uktadu réwnan
metody sit

1 Aqp= _kal Ay,

m
+ 2.5kN % 0.015m)
= —0,0175kNm
Al AT —0, 0175m

Rozwigzanie uktadu rownan
metody sit

Wykresy sit wewnetrznych w
uktadzie SN

n,=e—3t=4-3x1=1

1EI 2EI
1 JaN
X
é k=SELm3 ¢ A —15em
4 A, =2em

611X1 + El Ar= 0

1EI 2FI
X,~1kN _
A 7
¥l k=SE/m3
6 kNm

T R -1KN l R,~2,5kKN

. MX1=1
1kN - 8, = Z ( f px1=t dx)

EIl
SXl 1 SXl 1
+Z
=—= N N
E126m6k m36k m

L kN 26kN
2E[2 T oRAm

(—1kN)(— lkN)_ ZkN2m3
El ST El

p

96 szm
" EI

X, +—0,0175m =0

EI
X;=1,819%107°
1=1,819+10 kNm?

X,=1,819%10* EVKNn? " 1kN
1EI 2EI
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

2. Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia
(Stan wirtualnego obcigzenia)

3 kNm
1 kN

. % 1EI JaN 2F1 E
k=5ELl/'m3 @ TN

? R,=0kN T R,~7/4kN

3m

‘ am
-} -t

3m ‘
-

*Uktad jest SW

3. Zastosowanie Il sformutowania Zasady Prac Przygotowanych.

1ALA_ fMll dx +zs7lnlk szll Tm

1 3m 0,0010914% 0,001091451

i | 0 - +4%(-15 kNm)*T+00010914—

1kN Ay =
(—1kN)(0kN)

s 2T

1
« (—3kNm) +——6m00010914——( 3kNm) +

575 — (0kN *0,02m

7
+ 7 kN % (=0,015m) = 0,0199%kNm

Aj, = 0,0199m
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