Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyktad nr 9

ROZWIAZYWANIE PLASKICH UKEADOW PRETOWYCH STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNYCH METODA PRZEMIESZCZEN cz.2.

Wzory transformacyjne —w teorii I-go rzedu

Wzory transformacyjne — sg to wzory okreslajace zaleznosci migdzy sitami brzegowymi (M;; , M;; , Tj; ,
Tjis Nij
Wi , U , Wj). Wzory wyznaczone sa wedtug teorii I-go rzedu tzn.

N;j;), a przemieszczeniami brzegowymi kofcow preta (¢, , @i, wij ,

rozpatrywany pret jest w stanie nieodksztatconym (obowigzuje zasada
zesztywnienia).

e Zasada znakowania:
Momenty brzegowe (M;; , M;;), obroty weztéw (¢;; , ¢;;), oraz kat obrotu cieciwy preta (y;;) sa
dodatnie jesli sg prawoskretne (tak jak zaznaczono na rysunku).

e Kat obrotu cigciwy preta ;; jest zalezny od wzajemnego przesunigcia poprzecznego koncow
pretay;; = ad niad
ij = Lij

e Przemieszczenia weztowe: obroty weztdw (¢;; , ¢;;) oraz przesunigcia prostopadte do osi pretéw
(wi; , wj;) wywotujg sity brzegowe: momenty brzegowe (M;; , Mj;) i brzegowe sity tnace(T;; , Tj;).

e Przemieszczenia podfuzne (u;; , u;;) wywotujg jedynie na odksztatcenia podfuzne, czyli wptywajg
na wartosci sit osiowych (N; , N;).
Przy statej sile osiowej zwigzek miedzy przemieszczeniami podtuznymi, a sitami osiowymi
przyjmuje postaé:
EA;;
EA # o  Njj = Nj; = T,] (uji — uij)

EA=o Nj=N; =0, gdyz u; = u;
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Wzory transformacyjne:

M;j = EL%’ (aijij + bijwji = cijpiy) + M
M;; = % (@i@ji + bjswij — ciby;) + MJ;
Ty = %’ (=eijoij = Giwji = dijpi) + T
Tj; = % (=cijoij — iy — dijipij) + T

gdzie wspélczynniki aij, aj, biy = bsi, ¢j = aiy + b, ¢ = a5 + by, dij = dji = ¢j + ¢i w teorii I-go rzedu sg
liczbami zaleznymi od typu preta. Oznaczenia i wartosci tych wspoétczynnikéw dla wybranych
typow pretéw o statej sztywnosci zestawiono w tabeli 1 ponizej.
ij, Mﬁ, Tl-';, Y_“Jf— sa to brzegowe momenty i sity tnace w stanie zerowych przemieszczen
brzegowych wywotane przestowym obcigzeniem zadanym (F).

Tabela 1
i j aj aji bij = bji Ci Gi | dij=dj
3 2 4 4 2 6 6 12
N e

Zrédto tabeli: wyktad prof. P. Sniadego

e Powyisze wzory okreslajace momenty brzegowe (M;; , Mj;) i sity tnace (Tj; , Tj;), ktore sg

funkcjami katow obrotéw weztéw (¢;; , ¢;;), kata obrotu cieciwy preta (y;;) oraz obcigzenia

czynnego preta (F) Podane wzory wyznaczy¢é mozna réznymi metodami miedzy innymi :

— wykorzystujac liniowe rdwnanie rézniczkowe opisujgce ugiecie preta pryzmatycznego o

ustalonych warunkach brzegowych,
— stosujgc metode sit.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wyprowadzenie wzordw transformacyjnych (sposéb 1)

e Rdéwnanie rézniczkowe niejednorodne opisujgce ugiecie preta pryzmatycznego:
EIw" (x) = p(x) (¥

Rozwigzanie jest suma catki ogdlnej w, (x) i szczegdlnej wy(x) (Ww(x) = w,(x) + ws(x) ). ws(x)- zalezy
od obcigzenia na precie p(x) i spetnia réwnanie (*).

e Rdéwnanie rézniczkowe jednorodne opisujgce ugiecie preta pryzmatycznego nieobcigzonego:
EIw(x) =0 (**)
Rozwigzaniem réwnania (**) jest catka ogdlna w(x) = w,(x)

Catkujac 4-krotnie rownie (**) otrzymuje sie:

w'"(x)+C3=0 (1)

w'(x)+C3x+C, =0 (2)
2

W (x) + €35+ Cx+ €, =0 (3)

x3 x2
W(x)+C3?+C2?+C1x+C0=0 (4)

Wartosci statych catkowania C3, €5, Cq, €y zalezne sg od warunkdw brzegowych preta.

Przyktad 1:

Rozpatrzmy pret sztywno-sztywny w ktérym wezty doznaty obrotow (¢;; , ¢;;) i przesuwow (w;; , wj;):

) N
7 e

i ElI.L

W(O) = Wij, W(L) = Wj;

zadane warunki brzegowe:

w'(0) = @i, w'(L) = ¢j;
State catkowania C3, C;, Cq, €y dla przyjetych warunkéw brzegowych przyjmuja postaé:

dlax=0

p - . 2
réwnanie (3) : W(0)+C3 >+ C,0+C =0
¢ij =0 =€ =-9y

p . B 3 2
réwnanie (4) : w(0) + C3 =+ C, 5+ €0+ Co =0
Wij+60=0 :>Co=—Wi]'
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

dax =1L
réwnanie (3) : w'(L) + C3 4 CLAC =0
§011+C3 +CZL+( q)u)_o
réwnanie (4) : wi) + C3= 3 + CE+CL+Co=0
Wﬂ+C3 +C2 +( <le)L+( WU)—O
Przyjmujac:
_ Wji - Wji
lpij - L = CZ - (4(pl] + 2(p]l 6¢ij)
Rozwigzanie uktadu réwnan
(3) i (4) ma postac: = (3= I3 (6"’!1 +6¢j; — 121/’1‘1‘)

Wyznaczenie momentéw brzegowych:

Definicja momentu zginajgcego:

dlax=0

M(x) = —EIw"(x) (**¥)

réwnanie (2) :

W”(O) + C30 + CZ =0

w"(0) = —C,
Podstawiajac do réwnania (*** El
1 == M;j = M(0) = —EI(—C,) = T (49 + 209 — 69;;)
dlax =1L
réwnanie (2) : w'(L)+CL+Cy, =0
W”(L) = _C2 - C3L
Podstawiajgc do réwnania (***)
M]-l- =M(L) = EI(—C, — C3L) =
(Ze wzgledu na zatozenie, ze _ EI EIl _
prawoskretne momenty sg A (401 + 2051 — 69y5) + 12 (69 + 69 — 12¢y)L =
dodatnie w rownaniu (***) EI
=— (4@:; + 20:;: — 6W;:;
opuszcza sie znak minus.) L (40 + 294 = 69y)

Whiosek:

Otrzymane wzory na momenty brzegowe M;;, Mj; sa analogiczne do podanych wzoréw transformacyjnych

przy uwzglednieniu wspétczynnikdw z Tab.1 odpowiednich dla preta sztywno-sztywnego.

Przykfad 2:

Rozpatrzmy pret sztywno-sztywny w ktorym jedynie jeden wezet doznat obrotu (¢;)

Zadane warunki brzegowe:

w(0)=0,w(L)=0

w'(0) = ¢, w'(L) =0
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

State catkowania C3, C;, C4, Cy dla przyjetych warunkéw brzegowych przyjmuja postac:

dlax=20
p - . 2
réwnanie (3) : W' (0) + C3 >+ €0+ € =0
pij +C =0 =C1=-9y
P - . 3 2
réwnanie (4) : w(0) + C3 =+ C, 5+ €0+ Co =0
WU+CO=0 ﬁCOZO
dax =1L
p - : 2
rownanie (3) : W/ L)+ C3 5+ CoL+ €, =0
LZ
C35+CL+(—@y) =0
p - : 3 2
rownanie (4) : W(L) + C3=+ C,—+ L+ Co = 0
L3 L?
C3-+ G5+ (@)L =0
Przyjmujac:
_ Wi — Wy 1
lpij - L = CZ = Z 4(pl]
Rozwigzanie uktadu réwnan 1
(3) i (4) ma postac: = (3= 2 6¢;j
Wyznaczenie momentéw brzegowych:
Definicja momentu zginajagcego: M(x) = —EI'w'' (x) (***)
dlax=0
réwnanie (2) : w'(0)+C30+C, =0
W”(O) = _CZ

Podstawiajgc do rdwnania (***)

EI
My = M(0) = —EI(-C3) = i 4@

dlax =1L

réwnanie (2) : w'(L)+CL+Cy, =0
W”(L) = _CZ - C3L

Podstawiajgc do réwnania (***)
Mj; = M(L) = EI(—C; — CG3L) =
(ze wzgledu na zatozenie, ze El 1

prawoskretne momenty s3 =T 4pi; + 12 (6¢i)L = L 29
dodatnie w rdwnaniu (***)
opuszcza sie znak minus.)

Whiosek:

Otrzymane wzory na momenty brzegowe M;;, Mj; s3 analogiczne do podanych wzorow transformacyjnych

ijr
przy uwzglednieniu wspdtczynnikéw z Tab.1 odpowiednich dla preta sztywno-sztywnego i przy zatozeniu, ze:

— @;j # 0 (zadany jest obrot wezta ,,i”),
— @j; = 0 (brak obrotu wezta ‘j”),
wi; = 0, wj; = 0 (brak przesunie¢ weztéw, czyli kat obrotu cieciwy preta 1;; jest zerowy
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

— 1\7[5-:0, 1\7115 = 0 (brak czynnego obcigzenia przestowego preta),

*Uwaga!

Chcac wyznaczy¢ wzory transformacyjne dla innych typdw preta nalezy przyja¢ odpowiednie warunki
brzegowe i wyznaczyé z nich odpowiednie wartosci statych catkowania w sposéb analogiczny jak
przedstawiono powyzej dla preta sztywno-sztywnego.

Przyktadowo: warunki brzegowe dla innych typow pretow:

Pret: sztywno-przegubowy Pret: sztywno-tyzwowy
) = @ i
P Pii ik |
/ T E)
\ \ Y P - .
 Fam— OE% ' BLL
i . J
i W, iw}.l i W Wji:{)
®j; = 0, nie uwzglednia sig tego obrotu jako w;; = 0, nie uwzglednia sie tego przesuwu jako

niewiadomej przy liczeniu n,, , gdyz przy niewiadomej przy liczeniu ng , gdyz przy
wyprowadzaniu wzoréw transformacyjnych dla  wyprowadzaniu wzoréw transformacyjnych dla
preta sztywno-przegubowego uwzgledniony preta sztywno-tyzwowego uwzgledniony jest jako
jest jako niemozliwy . niemozliwy .

Wyprowadzenie wzoréw transformacyjnych (sposéb )

Dla preta sztywno —sztywnego obcigzonego przemieszczeniami weztédw jak na rysunku nalezy wyznaczy¢
momenty brzegowe stosujgc metode sit.

4 by
1 - EIL jg/\‘
i w, iwﬁ

— Stopien statycznej niewyznaczalnosci jest rowny: n, = 3

— Ukfad podstawowy metody sit:

& i

— Uktad réwnan metody sit
811X1 + 612X + 813X3 + A1 =0
021 X1 + 622X, + 63X3 + §2Ar= 0
031X1 + 832X + 633X3 + A3,= 0
—  Wspotczynniki uktadu réwnan metody sit
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Rozwigzania uktadu podstawowego od standéw jednostkowych:

e

831 = 833 = 833 = 613 =833 =0

511:L 512:521:—L 522:L
3EI 6 EI 3EI
Z1 Ar= —Zﬁm (X1=1) Arm = 52 Ar= _Zﬁm (x2=1) Arm = 53 Ar= —Zﬁm (X3=1) Arm =0
=%_(ﬂij=¢ij_(pij =%—§0ﬁ=¢ij—fpji

— Rozwigzanie ukfadu réwnan metody sit

El;;
Xy = L.l_] (49 + 20 — 61;))
ij
X = L_l_] (49ji + 20 — 6Y;5)
ij
Xs=0
Momenty brzegowe:
M;; =X, = L_u (49 + 20j; — 69;))
ij
El:
Mj; = X; = L—l] (49;i + 29 — 69;;)
ij

Gdyby pret dodatkowo byt obcigzony obcigzeniem mechanicznym (F) wéwczas w analogiczny
sposéb jak powyzej stosujgc metode sit nalezatoby wyznaczy¢ niewiadome sity hiperstatyczne
wywotane obcigzeniem zadanym F( X;(F), X,(F), X3(F) ). Wartosci wyznaczonych sit
hiperstatycznych odpowiadaty by momentom brzegowym przy zerowym stanie przemieszczen
WF, iE.

Jesli pret jednoczesnie obcigzony bytyby przesuwami weztow (¢, @i, wij , wj;) i obcigzeniem
mechanicznym (F) wowczas momenty brzegowe przyjetyby postac:

_ El; _

Mij = Xl + Mle = L_ (4(,011 + 2(p]l - 61/JU) + MLF]
13

M, =X, +0iF =00 (4 2 6 ME

i = Xo + ji_L_ij((pji+ @ij — 6i;) + Mj;

Whiosek:

Wynik momentow brzegowych M;;, Mj; jest zgodny z podanymi wzorami transformacyjnymi
uwzgledniajgcymi wspotczynniki odpowiednie dla preta sztywno-sztywnego.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad zastosowanie wzorow transformacyjnych

Momenty brzegowe:
(momenty prawoskretne sg dodatnie-zasada

znakowania)

Stan rotacyjny ¢, = 1rad

— Y o
B B -1IEVm
ser| T =
| m
¢=lrad | L ) _ (4/3)EUm
, 2EL Sy v ¢ ;=1 rad \ETm __
() A A 2)
3EIm W
£ (8/3)EV
4EI jﬁ < ®
2m 3m
- -l
El;; _
M;j = Tl]] (aij@ij + bij@ji — cijhij) + M
EIl;; _
M;; = le (ajiji + bjipyj — cjbij) + Mf;
N _ 3EI = _ 4E]
-1 Mo =%1*1rad 1?? M2 =m3*1rad
r =1rad
B El L EI
& =1— g =3—
= 25
= 3 - M? = —0+x1rad
ﬂvl M= 3—(—1) * 1rad A _EI
galzlréd” =_1ﬂ << )
m
=1 rad _ 2E1 8EI
£a Mﬂ1=%4*1rad=%
-j>  2EL3m g don _ 2EL AL
g . . = —207 % = —
( ] ( 2 21 3m ra 3m
=1 rad _ 1E1
9‘91 Ia M;”ClzﬁO*lrad=0
Lo 4y 12 =20 1rad = 0
(C) A~ g ¢l 2m ra

\ .1 ) (Wspornik jest uktadem statycznie wyznaczalnym, a obcigzenie jest
niemechaniczne stgd zerowe wartosci momentow brzegowych)
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wzory na momenty wyjsciowe (ij, ]Wj’“;)

W tabelach ponizej zestawiono dla réznych typdw pretdéw i roznych zestawdw obcigzen

wzory na wartosci momentdw wyjsciowych MF;, ME , ktére generowane sg przez przestowe

ijr i
obcigzenie czynne (F) w ukfadzie podstawovilym] przy zerowych stanach przemieszczen
uogolnionych i oznaczone sg w tabelach jako M;, M;. Dodatkowo w tabelach zamieszczono
wzory na brzegowe sit tnace T}, T}
typow preta, ktére oznaczono w tabelach jako T;, T;. Podane w tabelach wzory mozna uzyskac

generowane przez przestowe obcigzenie (F) dla réznych

rozwigzujgc schematy statyczne podanych uktaddéw statycznie niewyznaczalnych np. metoda sit.

Zrédto ponizszych rysunkéw: wyktad prof. P. Sniadego

Tabela 2
M:; PRET SZTYWNO-SZTYWNY M;
T; T;
" : g
12 Mli;:ﬁ.HHHHHHHJE\}MJ 12
d \ J EL P ~ gl
2 Ti Ti 1 2
P
Pl Mf 3 l R \-‘ M, Pl
5 NS N
P Ti T lTJ P
2 2
_ Pab’ e Pl R \m Pad
I A= r /
_p?_;{af_ab—f?) T ’ lTJ fP::—;(nb*bQHE]
Mb 3 45 <M N\ Ma . 3a
T | Wi, M TeT
M —ean) | T T X M2 - 6ab)
I ‘ B
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Tabela 3

M; PRET SZTYWNO-PRZEGUBOWY Mi
T T;
2 !
- AT FI TV TPy v vV v vy \m 0
8 Mii -3 - ‘l.‘l 347
\ 12 _2q
Sql <
5 il v
lp
3P WAL Y 0
16 \ 2 EJ, L P sp
E Ti T T 16
16
K ;
= PN ) )
& j’f’ (I +b) i 3 Lo | e 2]
2 \ EJ.L s 27
Ti :
%’f[a(bwjuil} | i l
M 1 1"[)“]2 N i \"‘,MJ 0
. EJ, L N,
2\ 4 3M
n | — (> -1 )
M, 21
3 (b_ _']_)
21 ’
Tabela 4
M; . Mj
PRET SZTYWNY-LYZWA
T, T,
q
N AT T o
3 \ Ei EJL |E P 5
gL T ‘ T ‘ 0
l p
_3PL 7 JlE My _PL
3 M\.\ | Bl L | I~ ;\‘ g
_PL ’ _PL
2 < RE i = \‘-M 2
M.‘.\: j] 1L Ig /I '
P 8 . i 0
|- ~
_Pafy a) 73 JlE\M; L
3 “ 3 MH\ ‘j EJ L 1 5 - 5L
Ti
P [ K l 0
—_
_Mb g3 N M HE\my _Ma
I M"‘..\ = ! - I
0 T T T l 0
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Uwaga 1.

Pret: wspornik i przegubowo-przegubowy sg pretami statycznie wyznaczalnymi SW wiec sity wewnetrzne
powstajgce w tych pretach od obcigzenia czynnego F mozna wyznaczy¢ korzystajgc jedynie z warunkéw
rownowagi sit, dlatego nie zostaty ujete w Tablicach.

Uwaga 2.
Jezeli w analizowanym zadaniu:

— obcigzenie ma zwrot przeciwny niz w tablicach, wéwczas do wzordw nalezy podstawiac jego wartos$¢ z

minusem,

— obcigzenie nie jest prostopadte do osi preta ﬁg:_anz/lz
woweczas nalezy do obliczen przyjmowac sktadowa
prostopadts zadanego obcigzenia, sktadowa q, q
pozioma nie wptywa na momenty, T E

F 2
‘,,/) Mm:an‘/ 12

— podpory sg zamienione miejscami w stosunku do schematu z Tablicy wéwczas nalezy uwazanie

stosowaé wzdér odpowiednie do danego typu podpory z odpowiednim znakiem obcigzenia oraz
uwzgledniajgc odpowiednie wymiary geometryczne,

le:-(-P)azf(?L) M,F=(-P)a’2(2-a/L)

p _ Tablice:
1) % - 2‘ ;- l P
'jf S AN b~ Pa(,_a 43 TN Pa’
_ I BA R _I] M‘-\\ : ELL N YA
b l a Ti TJL 0

— Jezeli na precie wystepuje wieksza liczba obcigzen wéwczas nalezy sumowac rozwigzania od
poszczegdlnych wptywow.

“AF 7P M —
o N Mu _M12+ Mu M, =-3P L/16
f/"\
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