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Praca ninig jsza powsiaza z konspsktu wykiadéw dynamiki budowli
prowadzonych przeze mnle od kilkunastu 1% dla studenténm Uydziaiu Buw
downlotwa Ladowego Politschniksi Wrociewskie], poozgtkowo nag specjala
nodei teoria Konstrukeji, péfnisj dla ogém siuchaczy. Tresciq pracy
Jest systematyosny prueglad podatawewych zagadnied  teowdid liniowych

merytoryczns rogwigzad prayjmuje konsekmeninias ideg bilaneu ensrgetyoz-
nego w ssensie Lagrangs a. Ruch drgajgcy opisuje w atwe] do intarpre.
$acji formie trygonometrycazne], 2 w enalizie ukiaddw zozonych stosule
notacje macierzows, uatwiajges operowanie uporzqdicowenymi zhiorami i

-przydeing w prazypadkn korzystania z elsekirenieznel techniki obliczew

niowe]. .
JWyzez«sny materiaz nawiszuje do wielm Znanych moncgrafii i pode
rocznikdw, wszystikie jednak Zégadnienla - nawe} zupelnis elementarne -
zostaty ped wzgledam ujecia pedporzgdkomane ogélnej koncepeji prasy,
Z tego wzgledu ograniczam sie do pedania na koxcu Pracy literatury poe
mooniczej, nie pedajac w tekscie szezegéiewych odsytaoczy. W wyXozonym
materiale uwzglodniam réwniez szereg oryginalmych ujed oraz wyrikdw
badad wtrasnych i moich wspdipracownikdw, Jak Bpsi pojecie i wykorzys.
tanie msjorenty ruckm, rozwigzanie pzocesu przelécicmegs, problem see
ril impulsdw, maciarzows rozwiszanie problemm drgan bryiy ma podxosum
8pro2ystym, wykorzystanie zasad analizy wymiarowej w rozwigzaniach mti-
merycznych, zastosowanie mefody aprokaymasyjnej w Eagadnieniu oboiazerd
Tachomych, pewns problemy zumerycznego c¢alicowaniz réwna® ruchu, Eige
kiére z tych zagadnies udaie 2iq pruodsfawid w nadex proste) pestaci,
€0 uzasgdnia - meim zdaniem - uwzglgdnienie tej problematyki w pedsta~
wowym lursis dynamilki. )

Szozegdlng uwage podwiecam metodom, kidre umozliwiaje przetwae
rzanie modell ohbigkiéw. rzZeczywistyoh na ulkady dyskreine w gensis fia
Zycsnym lub matematyocznym, Uwzgledniem réwniez 6lementy klasyeznej tee
orii cigglych ustrojéw prgtowych, Jjednakse w ujgelu nawigzujgeym de
teorii ukaddw dyskretnych, Zwracam Przy tym uwage OUzytelnika na %o, 8
wazystkie sagadnienia liniowych drged ustrojéw budowlanych przestrzane
nie ogramiczonych moZna 8prowadzid 4o réuwnania macierzowego

Bq + Cq + g = F(t) .

Speoyfika zagadnied i metod przejawia sie Jedynie w gposobie for-
mitowania 1 intsrpretacji wysigpu jacych w tym rdwnaniu skiadnikéw, Ze
wzgledu na ograniczong obJjetodé¢ pracy nie cmawiam zagadnied dynamiki
przestirzennych ustrojéw Pretowych 1 dZwigaréw powierzchniowych., Mam
Jednak nadzieje, e uwazne przestudiowanie pracy umozliwi Czytelnikewi
tekie zrozumienie celdw i metod dynamiki budowli, iz samodzielns kone

ty;m:c,ja studidw w cmawiane] dziedzinic nle sprawi Ma istotnych 4rude
nodel,

Wrociaw, styczed 1979



1. WSTEP

1.1. Okresienis przedmiotu

Dynamika jest driakem mechaniki zejmijsoym sig ruchem ukadéws
materialnyeh z uwzgladnieniem przyczyn tege ruchu. ¥ cgasie rucke u.
k¥addq materislnych oprdez sik clezkofel pojewiajyq sie nowe siy masowe
i opoxry ruchu. ¥ bilansle snergetyczuym poza eneréiq potencjalng 1 pra-
¢g ail ssunatrznych wystepuje energla kinetyczna 1 energia rozproszona
{2uzy%a za pckenanie opordw ruchu),

Pigrwaze nankowe sformuowanle nlekidrych praw dynamiki-dai Ca-~

$lso Galilel {1546-1642). Fundementalne zasady dynemiki sformuzowaz

Izaac Newionr (16%2-1727). Do dalszego rozwoju dynamiki przycezynili sig
szczegélnie Jean ls Rond ¢’Alembert (1717-1783) oraz Joseph Louis Lee
grangs (1736-18413) « twérca mechaniki enalitycine].

Dynmamiks budowli Jest nauks o dynamice uktaddw, ktdre moga by<é
vatze jami budewlanymi, a wisc ukladdw geometrycznie niszmiennych © 28«
chowawese] postaci réwnowagl. Ruch HLege rodzaju ukaddw ma zwykls cha-
rakier oscyleeyjuy wckd: poiozenia réwnowagl siatyecznej. Stan SUNOTE-
gi statyoznel bedzismy wigs ¥ dynamise uwazali za stan cdniesienia, ¥la
kradajac jednoczednie, %e przemieszczenia dynamiczne sg maie wobec Wy~
miardw konatrukcji. Zalozymy rduniei, Ze rozwaizane ustroje budowlane
sg zbudowane Z materiaidw idealnis linlowo sprgaystych lub charakierye
zujgeyeh sig cechami reologicznymi cpisanymi liniowym szwigzkism kone
stytutywnymn.

1.2, Schemat dynemiczny

Schemaetem dynamicznym usiroju budowlanegc nazywamy jego achemat

statyozny uzupeimiony informacjami istotnymi z punktu widzenia dynami-

ki. Do informacji tych nalesy opis wielkosci i rozkiadu mas, opis cha-
rakteru i rozkladu opordéw ruchu oraz copis Zewnetrznych 8it czynnych
(=il wzbudzajacych) jake funkcji miejsca i ezasu,
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Stan przemicszoszenia punkidw masowyoh nalezgoych do rospatryva-

nego ustroju mozna opisaé ze pompea pewnegs rbioru wielksfei, zwanyeh
wspdirzednymi uogélnionymi. Liczba niezaleinych wspéirzedayehr uogdle
nionych niszbgdnych do okreslenia pakozenii wszystiich punkidw masce

. wych % dane] chwili wzglgdem ataru rdéunowagl statyozne] nasywa sig

lieszby dynamicznych stopnl swobedy d. Swebodny punkd materizlny ma ¥
prosatrzeni trzy‘dymsmicmne atopnie swobody, & na ptasgezyinie dwa atow
pnis. Swebodna ta2rsza materialne ma ma piaszoezyinile ¢rzy dynemieszns
atopnie avwobody, & swebodna bryia materialns ma w prsesirzenl szedd
dynamicznyech atopni awmobedy. .

Punikby masowas, taress i bryly, wohodzgee w skiad ustrejz budea-
lanege, 8g powiazane migdsy sobg 1 & nisrushemym wukiadem odniesienis
(ostols) za pomecy wigsl odksziakoalnych i mieedksztalsalnmych. Wigzie
odksztaiselne nie zmnisjeszajq liczby dynamicznych siopni swobody, uige

' zis nicocdksztaieslne natomisa$ naekiadajq ma ukiad dodatkewe wWarunki

geometryozne ogranicszajgse dymemiczne stopnie svobedy - ukiedu. Liczba

dynamicznych siopni awobedy ukiadu ziolonege jJest réwna sumie lokelw

nych atopni swebedy punkiéw mesowych, tercz i bry2 (tzakiewanysh Jako
ecblekty izolowane}, zmniejszonaj 6 liczbe warunksw neiozomych przez
wigzie nieodksztazealnas. W celu ckrsslenia liczby &ynemicznych atopni
awobody ustroju nalesy natem myslowo usungé 2 nlego  wWiezie odksztaie
calne i w ¥ak przeksztaiconym schemacis ustalid lissbe hiezaleZnych i
niezbednych wspdéirzednych uogdlniorych, W uwstrojech prelowych wieziami
mi@odkmmtazé@lnymi 88 Da ogé: wigzmis podporowe, @ wigslaml ediaziaze
caloymi = predy sprezysis. COzgsic zakledamy, %e presy s§ niewaikis,
nierczoiagliwe i charakterysulg sie Jedynis ocdkszisicalnodcia giabad.
W sckemacie przskasziteiconym nglesy je sasdypié nieromciggliwymi wigs
zismi o praegubowych koricach. Przyklady okredlania licTby dynemicznych
stopnl swobody i doboru wapdirzednych uogélnionych ag praedatasione na
I¥Se 1e1. Praykiady te dotyczg ustrojdw piaskich, w kitérych modelem
mas a3 punkty mesows poszhawlons bezwiadnodci obrotewej, tarcze mazcwa
© niepomijalne] bezwiadnodasi obrotowel, & takie masy roziozons. 2 punke
tu widzenia liczby dynamicaznych stopni awobedy wprowadza asiq podziaz
na:

1) uktady o Jednym stopniu swebedy,

2) ukiady o skoriczons] liczbie stopni swobody (ukZady dyskrete
ne),

3) ukady ¢ hieskorczonej liczbie stopni swobedy (ukady cisge).

Podzial ten Jest umowny, wazystkie bowiem oblekty fizyozne ag
przestrzennaymi tworaml materialaymi gbudewanymi z tworzyw odksztaksale
nych, sg wige ukradami ciagiymi o nieskorszonej.liczbise siopni zwobody.
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Okazuje aiq Jednak, ze w wigkszosei PrEypadkéu moina uzyskad .deataiee
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cznie dokiadne rozwigzanie w bazie ograniezone] liesby wapéirsednych
uogélnionych, Najproatszym sposobam dyskretyzacji ukiadu r38c3ywiatego
Jeat przskaztalcenis osigglege pols masowego respigtege na strukturze
odksztatecalnej do postaci dyskretnego pola mesowego (dysk.ntysae:a fia
zyozna). Spoadb ten, gwany krétke granulacjq mas, jast onéwiony W roz-
dzials drugim i trzecim. Inny speadh polsga na zachowaniu rreozywiste]
struktury pela masowsgo oras na aprokaymacy Jnym opisis stam proenige
azozenla ¥ ograniczons] bazis parameiréw (dyskretyzacja matematycsna),
Sposdéb ten, saatoaowanj % analizie dynemiczne] uktaddéw sizgiych, praede
stawlono w rozdzisle czwartym., W rozdziale tyn cméwiono xdwniez nige
ktére zagadnienia dynemiki ulkcxaddw clagiych asnsu atrieto, & Wwige besz
stosowania dyskretyzacii fizyozne} 1 metematycznej, Mozliwosei L1 F
dziedzinis sg cgranicsons, omawianse 3zagadnienia 23 bowlem opisane
czgstkowynl réwnaniami ré2nicgkowymi w przestrseni 88082y B N0=CE380
we) 1 uszyskanis rozwiazad samknigtych Jest mozliwe Jedynie w Pewnysh
szZozegélnych przypadhch.'

123, Wiemie odkaztaleslne

Sztywnoscls x izolowane] wigzl linicwo spresysie] nasywamy sto-
sunsk uogélnione] sily czynmne] Q do cdpowisdajacege jeJ uogélnienaego
przemieszczania q (rys. 1.2). Stosue '
nek przemieszczenis g do siry-Q na- LQ q
zywa slg podatnodclg & wiszi liniowo
sprg2ystej. Zawsze ks= 1, Zakzadamy,

%@ parameiry wieszi 8pry2ystych nis za=- K q K

le23 od czasu (ukady skleronomiczna). Q
WigZ liniowe spreiysta gromadzi ener=

glg potencjaing odkaztsxcenia o gartc=

el

ks

Hyﬂo 1.2
4 2

B, =3u=3 . | (1:1)

Proste przykiady wyznaczania parametzdw wigzi apreiystych przede
stawionc na rys. 13

Jesli operujemy zbiorem wepSirzodanych uwogdlnienych, to wigsis @

tym zbiorze 84 ne ogdz B8przgzons. Dla przykladu iozpatrxymy balky, Jak

na rys. 1.4, oplsang dwuelementewym zbioram wapdrzgdnych uegéinionysh.



=3
Q q @0
g |
q
q=Q1¥3E3 q=Ql/EA q=Q1¥/48E3
§=1¥3g3 §=\/EA §=1/48E7
k=3E)/13 k=EA/1 k=48E3/3
Rya. 13

101- le

<, q,
i 1 lkn Koy
A4 7 2D L 1 L
Su  dn
11 l kip 1Kz
du b2

Rys. 1.4

- Otrzymjemy tu zaleznodei
B9 % 8942 * 8450 »
G =849 * 855% »

ktére W zapisie macierzowym majg postad

g = DQ:
gdzie
L=iq01s C=1Q (. D=511,V512.
% ® 521, %22

Hacierz D Jest macierza podatmodci w obranym zbiorze wspbirzgde

nych uegdinionych. Relacja odwrotne do (1.2) ma postadé

=
2

QY = Egq9q ¥ Kypdp s
G = 32194 * X529 »
iab krécej w formie maciersowe] ‘

e = K3,

E =1k, o kyp
By o Moo

gdzie

Obis macierze sg kwadratows i symetryczna, @ ponadio
KD = P = 1.,

QOprécz wigsl spre2ysiyoch w ukiadzie mogs wystig-
powaé wigsie, ktérych reakcje opisujq opory ruchu.
Najprostszym przypedkiem tekie] wigzi Jeat tiumik Wiw
skotyezny (rys. 1.5)s Paremeirem ¢ tiumika wiskoty-
cgnego nazywamy stosunek siy ckynnej. Q do odpowige
dajgoced jeJ predkodel priemieazczenia 4.

Zardwno wiezmie sprezyste, Jak - i tlumiki moga
wystopowad w,zestaﬁacn. Zasadniczymi typemi s§ Zestae
9y réwnolege i szeregowe., Na ryé. 1.6 . prgedstawione
przykiady gestawa réwnolegiego (rys. 1.6a} i szerego-
wego (rys. 1.6b) Wigzi aprezystych.

e e e R R e R ”_-—mwwww»!mwm‘

a

i
:

W drugim przypadim
q:Q/k1+Q/k2=(51+52)Q,

(1.2) !
‘ Rys. 1.6
(1.3) , ¥ pierwszym przypadku L )
' RERER AT RCHES 9
ﬂ a wiegce 7 I
(1) E=kpely . 16 =6 ¢ ey
|
e

|
]

{1.5)

(1.6)

jest macierzs sziywncsci w obranym zbicrze wapéirzednych ucgélnionychs:

{(1.7)

c e

$Lg_ro

Bys. 105

(1.8)
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& wige
& = 61 +52 N 1/k = 1/1';1 + ‘l/iga . (1.10)

W réwrnolegiym zestaﬂe-wigai a8proaystych sumowaniu podlegajs szty-
wnosdci, 2 W 8Zeregowym - pedatnodoi wigzi. W przypedkn zestawu tlumie
kéw role sztywnosci k; graja paremetry tiumikéw Cye

1s4, Podstawowe praws dynamilkd

Podstawowa Znaczenis w dynamice me drugie prawo Newiona, ktérs w
¢dniesieniv do punkin meterialnege brazmi: predkosé zmiany pedu punktu
materislnego Jest réwna sile dziatsjgce na punkt. Przyjmujse oznaczae

nis jek na rys. 1.7 mamy zatem

a g P
17 %?(m ) =7, (1.14)
/’m L.‘2 & ¥ przypradku masjniezaleznej od czasu
P ) =
ny = P, (1.492)
Byse 1.7 '

Brergis kinetyczng punkiu materialnego okresla wzér

+ - 4 . .

Ex = fmuu = 5m(n§+n§), (1413)
gdzie t’z1, 1'12 83 ortokartezjafskimi wapélrzednymi predkesei punitu,
¥o2ns wykazad, Zs W ruchu plaskim terczy materialne] energia kinetycze
na

E, = % (m ﬁf +m ﬁg + J%g) R (1e1%)

gdzie m - mase tarczy, % - centzalny‘ blegunowy moment bezwadnodesi »

masy, d1, ﬁz - @spéirzedne predkosci translscyjnej srodka masy, a

predkodd rotacyjna, jak na rys. 1.8. :
Réwnenie (1.12) mozna zepisad

w postaci

3 -

m

m.J F o+ B =8, (1415

gdzie B = o n % jest siza bezwtad-
noscl dziaiajycg na punkt nateriale
ny.

Interpretacjg rdéwnania (1.45) .

Jest zesade d'Alemberta, ktéraw cdw
niesieniu do punktu materialhego
brzmi: W kezde] chwili sily dziaZae
Jace na punkt materialny w czasie

Rys. 1.8

ruchu apélniajq wraz z sixg bezwiednosci werunki réwnowegi. Zasada ta

Jest podstawg stosowania metody kinetostatycznej w dynemice, zgodnie z

 :§

41
ktérg analize dynamiczna ukiadu moie byé prasprowadzona metodami stae
tyki pod warunkiem uwzglgdriznia obecigzerd kinetycznych.

Za¥dézmy, e przemieszczenie U Jest Jednorodnsg funkejq zbiorm
wspéirzednyeh uogélnionysh gy« BHéwnanie (1.11) nie zmieni sensu, jed-
11 zapiszemy Je w posteci

a_ o> 31 38
o (2 u) 5q, = 3q, (1.16)
7 maleznosei 1 = ﬁ(qi) wynikas, Ze
+ a3t 38 _ ou

a 3 8a,9q, 23
Webec tege
%_t.(m'{;)a_u-:%?(mugﬂ_ -m‘ﬁ%-t--al=
- By dqy 3qy
. =%_£(m§__'p_) . -1
aqi aql
R, 3 -
GGt - gadh -
3d; qy
E 3
=§__a:..k . Ek.
ét 84, 3qy

‘Jednoczesnle jest

- v - ‘ S = 3%
Pdn:PZ%a—_‘ldq1=ZPidai: Fi=Fsq -
C i '-'11. . i .

gdzie P1 Jest no’gdl»n‘ibxjg 8ilg Zewnetrzng cdrowiadajacy uspéhsqdnej
‘1'1" héwnanie Newtona mozna zatem’ Zapisaé w postaci

8B, B8E, - o o
%—t—TE -_——15-=P1-, A = 1,2, e o (1a17)
. aql aqi» - .

znanej pod nezwsq réwnar Lagrange’a. _
W przypedku ustrojéw odksztatcalnych o zachowsmczej postaci réue
newagi " o :

3B .
Py =L __2_ 32, (1.18)
8ay Bay 3y
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gdzie L - praca zmewnetrznych sit ogynnych (w sensie precy przygotowaw
ne;), Ep - gnergia potencjelna odkszitazcenia, 2 - funkecja tiumienia
(quasi~potancjax o wymiarze mocy).

Funkeje tiumienia w przypedxu tIumikdw wiskotycznych oblicza sig
analogicznie Jak energie kinetyczng, kisdqce w misjace masy m parametr
tiumika ¢, Przykiadowo dla tiumike przedstamionsgo na rys. 1.5 mamy

e = 2cd”. (1.13)

Béwnania Legrange s dls ustroju budowlanege maja cstatecznie poe
stad

-3E JE 3 9E oL
%‘E k. ko _E- F SR - S N 1= 1,2, oo
a'ql »aqi aii aqi aqi (1.20)

Inb ghiorczo w notacji wekbtorowe]
&5 erad B (D) - grad (@) + gred 2(d) + gred 5,(T) = ered L(T).
(1.21)
Otzzfmaliémy % ten sposdéh ukiad réwned ruchu dJdowolnege ustroju
zioZonego, zapisanych w bazie wapbirzednych unogdélnionych.
¥ pzzﬁpadku maiych drgad weké: poXoienia réwnowegl energia kine-
tyczna na ogé: nie zaleiy od przemieszczerd megélnionych Qe Wtedy

8E,/%q = 0, gra¢ E (3} =0C. (1.22)

1.5, Charakterysiyka rucbnéw oscylacyinyeh

Ruch punktan jest cscylecyjny wsglsdem pewnege poiozenia obojgt-
nego, jeéli wychylenia punktu od tego poxzozenia sg ograniczone i W oke
reélonych (nickoniecznie rdwnych) odstepach czasu purkt przechodzi przez

qlt)

Rys. 1.9

3
potozenie obojetne. Buch oscylacyjny speiniajqey warunek
q(t) = Q.(t"nT) 2 D= 1,2, eeo (1+23)

nazywamy ruchem okresowym (pericdyezanym) o okvesis T (Iys. 1.9).Povwe
tarzajgcy sig fragment ruchu zawarty w okresis T nagywamy cykiem (o).

Fajprostszym prsypadkiem ruchu okzcéowego Jest ruch \harmonic:ny
okredlony relacls

oft) = a sin(au% + @) = a sinfuwt + o) , (1.29)
alt!)
a4—
/\ K

.

Rys. 1.10

asing, '
4

ktérege wykrea jest przeﬁstawicny na rys. 1.10. ¥ opisie takiego ruchm
wystepujs nesteoujace wieslkosci:

@ = am q - amplituds,

T « okres (2),

w=2%/T - czg¢stodé kotowa (rad/s),

wt+ ¢ = faza (rad),

¢ - faza poczgtkowa (rad).
Oprécz czestosci kotowej w prakiyce uiywa sig wielkosci:

£ =1/T - eczestosé fizyczna (¢/s = Ha),
n = 60/T - c¢zestodé techniczna (c¢/min).

"

Wspéiezynniki przeliczeniowe s podane W tabeli 1.1.

Tabela 101
wspdicyynniki przeliczeniowe

D) by n
o= 1 6,283 0,1047
t =] 0,1592 1 0,0167
n=| 9,549 60 1
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Forms uzoru (1.2%) nosi rezwg zZapisu zwWinilgtego. Buch harmonicz-
ny moina réwnies mapisad w formle rozwinigite]

a(t) = qg 3in wt + g cos wt , A (1.23)
gdzie .
9, =2 08 @ , q =asinog . ' (1.26)
Relacja odmrotne ma poatad
a=ang = q_2 + o = areta(q /3 ) . (1.27)
s, ¢’ e’ s

Przez réiniczkcowanis funkeJi (1.24) lub (1.25) podlug czasu otrzy-
mje sig pochodne kinematyszne - predkosd i przyspieszenie,

V -q(t) = awcos(wt+e) = ‘qsmoéw: - qusin ot , (1.28)
- )y . 2 .
q(t) = -awasin(mt+q>) =7—qsw2'ain wt = q 0 coBwt .

Warso zauwaszyé, Ze w ruchm hermonicznym’ § = -w q. W obliczeniach
dynamicznych wygodnie] Jeai na ogdé: atosowad rozwiniety zapis ruckm
hermonicznego, umozliwia te bowiam nie..alezne przeksztazecanie skladni-
ka sixmsoueso i coaimaewego. Ponadto zamiast niewspéimiernymi parsmew
tremt ruchu a8, @, operuje sig ﬂapélmie“nymi wielkoéc.iam qs, Qgo

Bueh opiaany wzorem :

q(t) = a(t)sin(wt+g) = qs(t)sinwt ¥ q;c(t)coswt s (1.29)

gizie &(t) >0, nazywamy ruchem Quasi-harmonicznym z modulacis ampli-
mdyo
Bozwezmy ruch punkiu opisany Punkejg q(t), ktdra Jeat kombina-

¢jq wspézlinionyeh ruchéw harmonicznmych

»q.'l'(t) = a si‘n(m t o+ q)j) . 7 . (1.30).
W przypadku, gdy ruc}:q sk&:adowe aq synchrom.czne, mamy wJ =W =

= const, (pj Q= const. Wtedy : -
q(t) = ( Z .aj>s;in(6t+q§) = a sin(ut+q) o L (1.31)

Buch wypedkowy jest. harmoniczny i synchronidzny z ruchami skia-

dowymi. Amplituda ruchu wypadkowego jest réwna sumie amplitud sktado--

wych e ‘vvt . -V”v .
. e Z 8- - C (1.32)

W przypadku, gdy ruchy skXadowe cgchﬁje Jjednakowa czestosé wy =
= w= const, ale nie 33 one zZgodne w fazie, zapiszemy

qd(t) = aJsln(mt+(pj) = ajcoaqusinuﬂ: + @ simpjcoswt R

d

L
8 zatem

q(%) =<—za"cos¢3) sinut + (Zgjsinqj>cos I (1433)
i NG

WorowadZmy wektory

- T
°=[81’°2',a3""] i

- . T :

c =‘[<:<:»s.¢p,1 » COBR, , COSPy 4 veel T, (1.34)
3= [simp1 s sing, , sinqu s ...]T .

Formuta (1.33) przybierze postad

q(t) = 3Tz singt + 3T cosat = 8 sim(wt+g) , (1435)
gdzie ) w. m ) ‘
® = arctg(¥ 5/3°3) . (1438)
Naiomiast : ’
2 -T_-'l' Teulo =TT 0 Ll L WT L
& =803 8+883a=8(30 +85)a=8aRE,

pTZy czym elementy macierzy B wynosza.

(R)ij = cosQ, cosupj +* aﬁ.mpi:sincpJ = cos]q: - cpj] R

137
(R_)Ji = (R)id » (R)il =1 . ( )

Wynik (1.35) wskazuje na to, 2e ruch wypadkewy jest ruchem har
monicznym 2 czg¢stodcis koiows w. Amplituda tege ruchu

Vil s >0 (1.38)

wyraza sie przez pierwiastek z formy kwadratowei amplitud sktadowych.
Jgdrem formy kwadratowe] Jest $u symetryczne macierz R, ktére] ele=~
mentami sg cosimusy przesunigé razowych miedzy wssystkimi mo2liwymi paw
rami ruchéw skiadowych. W szczegdlnym przypadku dwéch ruchdéw

R = : 1, cos]¢2-¢1[ .
coslq’,’ -‘Pal, : 1
a wigc '
2 2 : - '
k =\/a1 +a, o+ 281'82(:081(91-(92] R : (1.329)
I tak np.
a=a +a,, . Jjedld ¢1-¢2=0,
8 = 83 + a: , Jegly l(p»] - q’a! = ®m/2 , (1.40)
8= la; ~ 52] , Jesdd o, - o] ==,
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Rezwazmy W kodou przypadek sumcwania ruchdéw asynehronicznych, to
zneczy ruchéw o réizmych czgatodciach wye Buch wypadkowy nie Jest +tu
juz rushem harmoniczrym, chod jJeat ruchem okresowym, Jesli astosunki
czqatedcl skkadowych s wymierne. W tym przypadkm czestodol sktadowe
tworza oigg propoxcji

: : S ees : : t ese o
w, o, w3 =n1 l'l2 n3 o » (1.81)

gdzie nd sa liezbami naturalnymi wsglednie pierwszymi (tJ. nle majg-
oymi W swoim zbiorzme wspdlmege dzielnike), Mamy wtedy uuj/nj = const,’

a zatem réwniez .
nJTJ =T = gonst o (1.82)

Ckres T rucku wypadkowege jest najmniejszg wspélng wielokrote - -
acdcia okread® skiadowych. Jesli ny s§ liczbami mazymi, okres T Jest . '

pordéwnywalny z okresami ruchdéw skiadowych. W przeciwnym przypadi ok-
res T mo%e byd wielokrotnie wigkszy od okreséw ruchéw skiadowych i
osigga nieskodezeonodd, jefli w zbiorze czestosci skiadowych pojéwia. sie
elementy o propercjach niewymiernych (np. w, =1, Wy =v2). Przebieg
czasowy ruchu wypadkowego moze mied réznorodne ksztaity, niemniej pod=.

czas interferenc]i ruchéw asynchronicznych absolutnie najwigksze Wy~

chylenie nie moze przekroczyd sumy amplitud skkadowych

max max |q(t)| < Z ay . o (1.43)
J

Dokadnie]szg oceng rozkiadu wychyled uzyskamy przeprowadzajac
nastepu jace rozumowanie, Wprowedimy na chwile do definicji ruchéw skia-
dowych parametr € taki, 2e

q_j(t) = ajsin(u)jt + qJ‘:i‘-s- £) =. C1oua)
= ajcos(mjt + Qj)s;ne+ ajsin(mjt + q;J.)cos €, o
i utwérzmy wektory ‘funkcyjne' ‘
E(t) = [cos(w t+9,) , cos(uwyt+a,) var] T . (1.45)
B8(t) = [six:l(w;]t+<n1) > sin(w,tre,) ees] T .  ’
Wtedy ruch wypadkowy zepiszemy w postaci o '
q(rt)‘ = ETE( t)sin e+ ETE(t)cos €, : (1.46)

Prowedzac delej rachunek pedobnie jak w (1.35) 1 (1.36), otrzy=
many - , ;
a(t) = §(%)-sin [e+ «t)] , (1.47)
gdzie )

o(t) = arctg[a a(s)/5°a(+)] . (1.48)

. 47
Fo dekonaniu przejscia granicznege € —>0 otrzymamy

a(t) = 4(t) sino(t) , (1.49)
przy czym zgodnie z (1.35), (1.36)

a(t) = Vam(s) @8 >0, (1450)
gdzie
[R(t)]ij = CO8 lwit - mjt + Py = ‘le = cos8 I“’i;jt + ¢iji 7 (1.54)
w“=wi-mj, "1;‘:"1""3"

Jgdro R{t) formy kwadratowej wystgpujacej w (1.50) jest syme-
tryczng macierzgq o elementach fukeyjanych zaleZnych od cgasu, & wyjat-
kiem elementdéw diagonelnych zawsze réwnych jednosci. Funkcja 4§(t) ok-
redlona wzorem (1.50) jest obwiednia (inacze] - m2joranta) ruchu wWy-
padkowege q(t), uwzgledniajge bowiem to, ze |sing(t)] <1, istctnie
z (1.49) otrzymamy

la(t)] < &%) . (1.52)

Znak nierdwnodci w powy2szym wzorze Jest siuszny dla prawis wszy-
stkich %, rdéwnoéé nstomiast Jeat prawdziwa w przeliczalnym zbiorze
runktéw stycznosci majoranty do przebiegu ruchu, przy czym 2zbidr ten
moze byé pusty. Jesli ruch wypadkowy Jest ruchem okresowym, to rdéwniez
majoranta jJest funkcjs okresowy, jednak oba te okresy nie nmuszg byéd
soble réwne. Zauwazmy, ze czesé zmienna kwadratu majoréhty Jest kombie
nacja liniowg funkecji (1.51); Jesli zatem dla 1L # j aszystkie mozli=-
we l“’iJ‘ ukzadajg sig w proporcji wzglednie pierwszych liczb naturale
nych nij‘ to zgodnie z (1.42) okres majoranty

T=nTy =2 'n:nij/[u)ijl . (1.53)
W trywialnym przypadku jedmego ruchm
() = a, = am q, = const , (1.54)

&8 wigc majoranta jest linig prostq réwnolegig do osi czasu.
W szczegélnym przypadkn superpezycji dwéch ruchéw esynchronicze
nych otrzymuje sig

(%) ='\/a§ + a.g + 2a1aacoslw12t + o0,
T 2nn, /o, = 2m,/u, , (1.55)

=}
L}

21c/]m1 -m2] = T/ln1-n2|.

Majoranta pulsuje wbtedy w przedziale
lag= a5 | <d(%) < (aq+ a;) : (1.56)
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Pulsacja ta ujawnia sig szczegdlnie wyrainie, gdy a8, ~ 85, dede
czesnis pojawia sig elekt akustyczny, zwany dudnieniem, zZwliaszcza W
przypadiu Wy Wos wtedy bowlem i >T1 = T2 i oykl majoranty Jest
g2sto wyreiniony iokalnymi oscylacjami ruchu wypadkowege (rys. 1.41).

3 alt), gl

o>

4>

Bps. 1.11 .

Wykres ruchu zioionegs jeat na ogsdk funkc-ée. szybkezmisenng © skom-‘
-plikowanym przcbiegn, skiadajacym siq niekiedy 2 wieln réznych 080718~
cji lokalzyeh w_jednym oyklu ruchu. Sporzadzenie wykresu ruchm i jego
enaliza mogy bydé zatem kiopotliwe. Majoranta ruchu ziozonego netomiast
Jezt zamszs funkejs nisujemns © stosunkowe Zsgodnym przeblegn, dlatego
tez sporzadzanis Fykresu majoranty jest mniej pracochonme,

Rozwazmy 41a przykiadn ruch opisany formuzg

a(%) = g, + g, = 2sim@ ™ + cos6m =
= 2zim@nt + sin(ént + n/2) .

Charakterystyki ruchéw skiadowych sg nestepujace:

Wy =2nred/s, 0, = 6 nrad/s,
n,=1, D2=3.,
T1=1s, T2=1/55.

Dla ruchu zXozonego otrzymujemy:
- okres ruchm T =2n*1/2n=2n3/6n=1s,
- okres majoranty T = 1/ |[1-3]| = 1/2 s,

- formue¢ mejoranty §(t) = ~/5 = 4sinint .

Wykres ruchu i majoranty ruchu przedstawiono ne T7Se 1a12.

i
i
|
il

|

S
f
i

| aft), §l1)

o>

Rys. 1,12

19
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2. UKLADY O JEDHYY STOPNIU SWORBODI

2.1, Réwnanie ruchu

Najprostaszy ideowy model ukiadu ¢ jednym stopniu sviobody przed-
stawionc ns rys. 2.1. Masa m Jjest potgczona z nieruchomg ostola 2a
pomocs wigzli aprezystel o sztywnodeli k orasz
tiumika wiskotycznego o parametrze o. Ulkzad
jest obecigzony sils wzbudzajacs F(t), a wy=-

k c
chylenie masy z poiozenia rdéwnowagl statyczne]
opisuje wspéirzedne vuogélniona q(t). Bilans
m energetyczny ukadu daje rezultaty
g, =3m’, Eelkd,
t T2 p 2
gf{t) . (2,1)
F(t) Q:%cé N L=Fq.
B'ys. 201

Po pedstawieniu obliczonych wielkodel do
réwnad Lagrange’a {1.20) otrzymujemy réwnanie ruchu

mi + 0§ + kg = ¥(t) . (2.2)

Réwnenie to, 230&:113 % zesadg d’Alemberta, wyraza warunek dyné-

mioczne) réwnowagi sil dziaiajgcych na rozwazang masg. Sizami tymi s8g:

zewngtrzna sits czynna F, sile bezwtadnosci -m3, reaksja tiumika (o~ -

pér ruchu) =c§ ~oraz reakcla spredysta -kq.

222, Zagadnienie wiasne

Rozwiazaniem zagednienia wiasnego nazywamy w dynamice budowli
ustalenie okolicznodci, W ktérych réwnsnie ruchu pozbawions skiadnikéw
reprezentu jqcych opory ruchu i siig wzbudzajgcsg moze mieé niszerowe
rozwigzanie, Poszukiwsna jest wigo catke réwnania

mi + ka =0, (2.3)

21

KXadge q = e otrzymamy rdéwnenias cha:aktoryltycsno nA.a + k=

= 0, ktérego plerwiastkami sy A, = lw oraz A, = -iv, gdzie 1 av/=%,
we = k/m., Charakter pierwiasikéw wakazuje na to, %s calke ogélna réwe
nania (2.3) ma postaé

A%

q(t) = g sinet + g co08ut , (2.%)

Przy ¢zym qg, 9 34 staiymi dowolanymi. Stacjonsrny, harmoniozny pro=
ces opisany funkcjq (2.4) nazywamy drgeaniami wiasnymi., Wielkodd

w=Vik/m (2.5)

Jeat czgstofoly koXowsg drged wzasnych. Jest ona indywidualng cechg roz-
wazanego oblektu i nie zaleiy od ozynnikdéw zewngirznych. Drgania wia-
sne nie s§ procesenm fizycznym, opisuja one Jedynie pewng dyspozycie
ustroju. '

2+3. Drganila swobodne

Drganiami swobodnymi nazywamy proces fizyczny spowodowany wylje
cznie peczatkowym zaburzeniem astamu réwnowagi, @ i,iqc nazozeniem warune
kéw poczqtkowych q(0) = Qs &(o) = §,+ Jezeli tiumienie jest pomie
Jalnie mate, rozwigzanis mozs byd przyJjete w postaci (2.4), a zatem

w0y = ag =qy > =4,
40) =uway =, —> gy =Y .

COatatecznie rozwigzanie ma pestaé

q(t) = q eosut + § —s-"-’-lmﬂl ’ (2.6)

4(t) = -qwsinut + § cosut .

Drgania swobodne tiumione sg opisane réwnaniem rézniczkewym
mi +c3 + kg =0, (2.7)
At
Kxadqe q = e otrzymamy réwnanie charakierystyozne mAa + cA
+ k=0, ktérego plerwiastkami sa A, = =0w+ iw°, Ay = ~awe=i0’,
przy czym

= c/g\/ﬁ ,‘ o » (2.8)
o =._w\/l_:'—§ 3 (209)

Cherakter pierwiastkéw wskazuje na to, %e caika ogélna réwnania (2.7)
me postad )

mux;(

q(s) = e qz8lnwt + g c08w ) . (2+10)
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Hykorgystujge Jak poprsednic warunki poczgtkowe, otrzymamy
0) = q =q T 4, =g, ,
- . 1 - -2
q(o)"“q:-x"’“”‘lo=”71<>~~')9~s=?‘1c:*"_"'-‘io *
1

Wprowadimy Pomocniczy fazewy parameir tumienia B taki, 3ze

€ = gin B, 1 -¢® = cos B . - (2411)

Catateczny wynik Przybierze pestad

a(t) = g e~w? cos(u’t=8) . -out sinu’y

cos B ¢ wcos B
(2.12)
e _ - 4% inw t . wOUk . .
§(t) = - e w3inwt dge cos(w” +8) .
cos B cos B

Buch opisany funkejami (2,12) jest quasi-harmonicznym ruchem za-
nikajgoym, medulowanym funkeig wykiadniczg e'u“t. Wykres ruchu Jjest

glt)

| f

N/ N7

Tl

RYSQ- 202

rogladowe przedstawiony na rys, 2.2. Quasi-czestosd kotows oraz quasi-
~okres drgan tiumionych okreslajgq wzory

0 = VA - B = Wcos B<!D,
21/’ = T/ N1 - o = T/cosB>T ,

Opisene powysej rozwigzanie o charakterze oscylacyjnym jest siue
szne, gdy okredlony wzorem (2.8) bezwymiarowy paremetr o, zZweny - licz-
bg tiumienia, zawiers 8ig W przedziale 0 < o <1, W przypadlku o« > 1
Tuch zanika w sposéh nisoscylacyjny (aperiodyczny), & tiumienie okres-

-(2.13)
o

23
lcne liczbg & = 19 nezywamy tiumieniem krytycengm., W konatruke jach

' budowlanych liczba tirumienia Jesy na'ogdk uiamkiem zracgnis nniejszym

o4 jednodci, nie bedziemy zatem doktedniej analizewad preypadim tine

" misnia radkrytycznego. Fiekiedy liczbe tiumienia okredla aie procento-

wo W atosunku do ttumienia kzy¥ycsnego na podstawie wzZorn
A Gp = 100 = 50 cAK % . (2418)
Liczbe tiumisnis mosna Wyznaczad dedwiadczalnis, badajae siosue

T4

nek wychylenia q(t) do wychylenia q(t+7") = ¢ ~E q(t). Wislkosd bez-

wymierows
% = 1n q(t)a =0T = 210/\V1-® = 2mig8
q(t+T7) (2+15)

nazywany logaryimicznym dekrementem tIumienia. Dekrement tiumisnia ma
sens Jedynie w przypedim tiumienia podkrytyoznego, jesli zanikanie aMe
plitud ma charak:er ¢kaponencjainy. ¥ Prizypadku bardzo maiege tiumice
nia wygodnie Jest kerzystad = wzoru

¢ =3359(8) : (2.16)

n a( t+nr’) ’

gdzie n Jest lieczbg naturalng wigksza od jednodeil. Z wzoru @.15 wy-
nika, ze
o = 98/ Vs n2s 82 =9f2n , (2.17)

Przy czym relacja przyblizona jest s3uszna, gdy & <2 %,
Do opisa tZumienia uzywa 8ig rdéwniez bezwymiarowege wspdiezynnia
ka tirumienia .
‘y=2x=c¢/Vim, (2.18)

ktSry w przypadim tIumienis podkrytycznego zawiera 8ig W prsedziale.

0 < vY<2, Dla kenstrukejil budowlanych wspSozynnik y gzawiers sig

brzeciginie w'grenicach okreslonych w tab. 2ale
Wszysf:kie cméwione _parametry

Tabela 2.1
tiumienia, a wige «, o:p, By O, v,

83 indywidualnymi cechami obiektu, ——Lspézozymnili tiumienis
wzajemnie uzaleznionymi, ' Konstrukeje Y

W procesie drgan nastqpuje oy- stalowe 0,010-0, 025
kliozna przemiena energii kinetycge drewniane 0,030-0,050
nej w rotencjalng i cdivx-m‘.nie, przy mirowe 0,040«0,080
czym w dane) chwili aeczna energia %2elbetowe 0,050-0,100
drganh

ey 3.2
L(t)-zp+zk 5 kq® +

)

mqa :%k(qa + ﬁa (:)2) s (2019)
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Zaxézmy q, = 8 OFIZ §, = 0. Wtedy zgodnie = {(2.12)

q(t) = le-mmcos(m't-ﬁ)/coa R

§(t) = —awe % iny t/c0s B,

8 zatem

2 matuwt

E(t) =»% kae [coez(m‘t- 8) + sinam't] /c:‘m;2 B.

Uykerzysiujqe toisamedd irygonometryozns

nina,x+ coaa,y = 1 + sin(x+¥) sin(x-y)

i ognaczajse kna_/a = Bos ostateoznie oirzymamy
=20t ,
E(%) = By &z [1 + cain(20t- 8] . (2.20)

10

Wykres funkcji E(1) Jest pogladowo przedsiawiony na rys. 2e30

4

JE()

=~

&,%__\‘

t

Ryse. 243

Energia drgssd tiumiomych zmniejsza sig generalnie wediug funkc;li
wykiadnieze}, jednakie 2 cyklicznymi zaburzeniami., Strata energii nas-
tgpuje kosztem energii kinetyeznej, Zauwaimy, 28

. - 2

B(t) = kog + m4d = (kqa + m3)4 = ~0d <O .
Oznacze to, %ze funkcja E(t) Jest stale malejaca z wyjatkien chwil, w
ktéryoh 4§ = Oy W obwilach tych funkcja E(t) ma punkty preeglecia 1
gradient straty energii Jest réuny zeru., Logarytmiczny dekrement ener-
gii, cxyli logaryim neturalny atosunku pozioméw energetyoznych W od-
stepie Jednego cyklu, Jest oplsany wzorem

1In B . oug =2 5. (2.21)
E(£+7°)

W prrypadim drgad nietiumionych E(t) = E, = const.

i
g

2.4, Warianty modelu itiumienia. Wytezenle konstrukeil

Stan przsmieszczerniea konstrukeji odksztalcalne] stanowi podstawme
40 okreélenia s

zyozne Miedzy tymi stvanami, Reakcje wiaszi odkszitaicelned, wmynikajacs 3
fizykomechanicznych cech materiaim kemstrukeji,zgodnie z zasads 4 Aleme
berta powinna hyé réwna choigeniun kizetycznems zioZonem g

sams wytezenia konmstrukedi, Jssii znane sg zwigshki Ii.

alxy w2

dzajacej, siiy bezwiadncsci i innych a2if o charakierze gseunelirsom ¥
stosunku do %ej wiezi. Inuymi siowy, iy wystepujace uw rdwnaniu (2.2)
powinny byé podzielons ne dwie wzajemnle réwnomazgca sig grupy, z ktdé=
rych jedna reprezentufe chcigienie, & druga reakels hkonsirukeji ne  te
cbcigzenie. Definicja obceigZenia kinetyczinego nile Jest cosywiste, kol
strukcje budowlane bowiem wykazujg wiasnosdcld tiumiace, nie =awiersjige
na ogdtx w sposéb jewny tiumikdw aiuiacych wyzacznie do roaprassania
energii. W tej sytuac]i mozliwe sg rdzne werianty Redeln tiumienis &
derinicji wmwytezenia, odpowisdajgce ogdlnie preyjetemu Zazodeniu ¢ wise
kotyeznym chersktsrze opcrdw ruchu.

Zatdzmy, Ze konstIukcja Jest zbudowena z materiezu idegluniespre -
zystego. W tym przypadkn cbecigzenie kinetyczne wyrasimy formuig

(%) = kg = ¥ = md - o3 , (2.22)

w kidre] opory xuchm zostezy zekwslifikowane deo grupy sii zewngtrznych.
i skojarzone © zilemi bezwzadnosci (2ys. 2.%4a).

VIR IRINIYA

oy o
"m ' = o im (
? | I é,— i
;E’F A ?.r
] e}

b % t Ze
atrony Srodcy 8), & tekze w prryblifeniu  tow.
tIvimierie nonotruneyjns swivsene 2 materialnym uksziulitovenlen  Xolie

Kozng prayjad, ze opory ruchu s proporcjenslne d¢ pedu masy,
¢ =un , (2.22)
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. -

gdzie p  Jest wymiarowym perametrem tiumienia, mierzonym w s . Zg0-
dnie z tym zatozeniem otrzymamy bezwymiarowy wWspéozymnik tiumienia

Y= cAlm = pmAR s 1w/,

28%62my z kolei, 3e opory sruchu majg charakter WyXgcznie WeW=
netrzny (meterisowy). ¥ tym przypedku obcigZenie kinstyczne zdefiniuve
Jemy wzorem

(2.24)

UAE) = kg + cd = ¥ = nf . (2.25)

Nozna tu przyjas, Ze opory ruchu sS§ proporcjonelne do predkosci
reakcji spregzystej, a wiec ze

c= nk , (2026)

gdzle w Jjest wymiarowym peremetrem tiumienis materiatowego, mierzo-
nym W sekundach (czus retardacji), co odpowidda reologicznemu modelowi
ciais Voigta-Kelvins, jak na TYS. 2+4b. W tym przypadku bezwymiarowy
wspéiezynnik tiumienisa

Y= cAMkm =uwkAKE = nw, (2.27)
Mozliwy Jeat rdéwniez wariant kombinowany, W ktérym
Ut) = k(g +ud) = ¥ « m(§ + pd) ,
¢ =Wk + um , (2.28)

Y N+ p/o .

Uwzglednione sg tu zsrdwno wéwhetrzne, Jak 1 zewnetrzne opory ruchu.
Rzeczywista naturs oporéw ruchu w konstrukejech budowlanych nie
Jeat dostatecznie dobrze poznana. Zasadnicze znaczenie przypisuje sig
czgsto oporommmwnqtrznym,o k¥érych istnienin éwiadczy histereza Wyk-
reséy O -6 Badania dosdwiadczalne nle potwierdzaejsg jednak Jjednoznacze
ned - zaleznodci wspéiczynnika Y. od czqstoéc1 w, jaks otrzymelismy dla
modeln Vcista-Kelvina i wsk&zujq na 1o, ze cechq wiasnosci tiumigeyeh
okreslonego roaaaju konbtrukcjl Jest bezwymiarowy wapdiczynnik tiumie
nia na ogdé: stabo zaleiny lub nawet niezelezny od czgstoscl, ‘0a CZQ5=
tosci natomiast nalezy raczea uzeleznié parametr u, pPrzy czym zgodnie
z wzorem (2.27).
=Y/ w, (2.29)
W dalszych rogzwazaniach bedziemj ¥ zasadzie korzystali z relscji

(2.25) z uwzglednieniem (2.26) 1 (2.29). Nie sprawi to trudnofci w ana-
'lizie uktadéw o jednym stopniu swobody. Omawisjyc ukkady dyskretne 1
ciggie rozpatrzymy problem tiumienia ponownie,
Wykresy zalesnosdci wspSiczynniks Y od czgstodel drged wiasnych,
cdpowiadaaave oméwionym wariantom modelu tiumienia wiskotycznego, sg
I-:g1ladowo przedstawione na Iys. 2.5,

i "X =L/ W l"& =X W

i T =W /W 7 =const

. Ays. 2.5

223. Drganis wymuszone harmonicznie

Zaxézmy, ze sike wzbudzajgca w réwnaniu (2.2) jest hermonieczns
Tunkcjg czeasu. Réwnanie ruchn przyblerze postad

mi + eq + kg = Fgsin pt + F cos pt , (2+30)

gdzie p jest czgstoscig kolows wzbudzanisz., Ozneczsjac k/m = wz,

eAKm = ¥, <Trdéwnenie to sprowedzimy do postaci

= . 2
9+ ywg + wg = (Fgsin pt + F €08 Dt) w2/k . (2e31}

W przypadku uktaddw rzeczywistych cetka ogdlna réwnenia jednorod-
nego  jest runkcjg zénikejacg, skupimy zsatem uvagg na caice szczegélae
nej rdéwnania nleJecnoroanego, ktdrej bgdsieny
iunkeji harmoniczne j

poszukiwad W posteci

(%) = ag81n pt + g cos pt . (2.32)

Réwnenie (2,31) po podstawieniu (2.32) powinno byé speinione toZe
semosciowo (w kazdej chwili). W¥ynikajg stgd dwe réwnenie elgebreiczne

2 - -
(%- 1%)q, - voup q, = 7 o?/x

;o2 2
Yo g + (05 pz)qc = Fu/k .
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Oznaczajac p/y = 7, réwnaniaz s aprowedzimy do postaci

2
(# =1 g = Yhq, = Fa/k ,
2 , (2.33)
¥nag * (1 =m dq, =¥ /k
L obliczymy plerwiastki
a, =hF_ =+ n’l-'c R 3, = _h‘ys *hF,, (2.38)
pray czym
2
1 1 =7 o 4 Y
h = s e s e h = e = . (2.35)
K2R 2 K (1-17)2 » ¥

Orgenis ustalons mozne wige opisad wzorami

a(t) = Fq(h sin pt ~ h'coa pt)

-

(2,36}

. v .
- Ec(h ein p% + h ¢co8 pt) = ¥ s8in{pi-0) + % Fooou(pt-d)

a

am g

]
[
N
v
jj
=
o
[
Al
m
H
h

gdzia

v= 1/ M=) 5 v3° 4= aretg [yn/(1-)] . (2.37)

Prasbleg czasowy przemisszozenia jest odwzorowsniem przeblegu gie

¥y wzbudzajgce] z opdZnieniem Tazowym &, Wielxodd Desvynisrowy v née
zywemy wspliozynnikiem dynsmicznym. W praypadia pomijelniz matasgo tiue

mienis s
v=a/|l1ag]. (2.38)

Przypadekx 7 = 1, odpowilsdajacy rdwnoseci P = W, nazyvemy s8tae
nem rezonansosym lub krdtko regonansem. Rezonansovwe opdéinienie fazows
$=n/2, niezaleznis od mocy tzumienia, natomisst rezonansowy wspbie
czyrnik dynamiczny

v, = 1v/¥. (2.39)

Doktadne maksirum wspdlezymnika dynamiczneéa zZnajduje ste W punke
sle N =V1 wyS/2 <1 1 wynest

2 ~ Ei
Voex = VYWV - xT/8 ) >, (2,40)

unkiem, Ze y<+/2. VW przypadicn dostatecznie meisgo tiuwienia

aigdzy wartossisai v, oraz Viex Jest znikeoma i @  praktiycs

2ioansad wabr (2.39). €y v < 0,28, blad wagleduy jest mniejszy

2 pvdy Y = 0,09 bind wegladay J
a a

2
wds na to, Jal istolns znwcige

st rzgdu 1%, Hezonnnzowa

PR
Ly
STy

el

R
e
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Obcigzzniem kinetyczoym ukadu (przy =z2ozeniv modeln Volgtew
-Kelvine z parametrem w= Y/0) jest siis

Yt) = k(g + Loy =

V(Es-ynFc)sin(pt-¢) + v(Fc+YnFs)cos(pt-¢) (2.41)

" © amplitudzie

2 2 22 .
A=V + Q. = Wi+yn *amF=vy omF, (2.,42)
S

c
gdzie . =
LA AV et (2.43)

Pogladowe wykresy funkcji $, v, v’ sa przedstawione na rys. 2,6,

|y
£ - O
o 1
mph wysokie 1-0 niskie
’ strojenie strojenie ‘
0 - 1 1

=0 o

=

Rys. 2.6
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2.6, Wymiszenie bezﬁkadnoéciowe

Rozwazmy ukzad przedstawiony na rys. 2.7, w ktérym masa Oos be-
dgca czgécig masy m, wykonmuje ruch obrotowy na mimosrodzie e z

predkoscig katows p. Podezas takiego ru;
LL chu powstaje sita odérodkowa

2z
k J. . 2 _ 2
LIJ c Fo=mep = o@op s (2.44)
| m

przy czynm ”qo =m.e jest masocwym momentem

niewywszenia ocbrotowego.Rzut wirujacej si-
ty odérodkowej na kierunek drgerd okresla

wzsér
i(t) = ¥ cos pt , (2.43)

a wiegc
em q =

Fo s am § = V' F, .(2.46)

[

;\\fi?j E(t) Opiseny ukiad moze oy¢ modelem ustro-

Jju, ® ktérym Zrédiem wzbudzania Jjest ma-

Ry8. 2.7 szyna wirnikowa. Wzbudzanie tego typu na-

zZywamy wymuszZeniem ezwiadno$ciowym. Sto-

sujac wzery (2.46) nalezy pamigtadé o tym, ze wartosd =ity ¥ zalezy

od czestodci koXowej wzbudzanis, WspSiczynniki dynamiczne V oraz vV’

nie opisujg przeto w peini zjewiska przy czestodciach wzbudzania przyj

mijacych rézne wartodci. Peins odpowiedZ otrzymamy uwzgledniajae (2.44),
a zatem

22
emq=§ﬂ°p2=§d€onm=vﬂ2ﬂo/m,
(2.47)
. 2 . 22 =4 2
amQ =V hp =V AN G =T AP

Jek widaé, amplitudy przemieszczenia i obcigzenia kinetycznego
przy réznych czestosciach wzbudzania sg regulowane nowymi rfunke jami
vn2 oraz v'ﬂa. Poglgdowe wykresy tych funkcji sg przedstawione na
I8¢ Z248. 2

Cechs funk;ji V1 jest to, 2e W strefie niskiegzo strojenie
(n >1) zmierza ona asymptotycznie do jednosci, niezaleznie od mocy
tiumienia., Jefli wige jest p > w, to am g = o@o/m, a stq&

J% X meam q . (2.88)

Zaleznosd te moze oy¢ podstawg doswiadczalnego okreslanis maso-

wego momentu nievywazenia masuyny wirnikowej. Dogoénym ukiadem pomia-
rowym jest np. wehedio Iizyczne w Iormie wiszgcego pomostu, ne ktérym
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0

o
1

70 KR

N =R
N
———

e |
-3

1{77 1 12

Rys. 2.8

P

spoczywa badane urzgdzenie (rys.
2.9). Czestosé poziomych drgad wa-
snych wahedXe wynosi w brzybliZeniu
w=Vg/l i mozna bez trudu dobrad l
tak diugodé wahadxa 1, apy byzo
m<;po Yprowadziwszy masg m, W ruch
obrotewy nelezy zmierzyé amplitude m amg
poziomych drgad wymuszonych 1 sko=
rzystaé z wzoru (2.48). Wielkod¢ m
jeat tu Xsczng masg badanego urzg- Rys. 2.9

dzenia i pomostu,

2.7, Proces przeléciowy

Drgania ustalone spowodowane stacjonarnym wymuszeniem harmonicz-
nym s procesem realizujgeym sie asymptotycznie przy zatoZzeniu, ze
czas obserwacji proceéu jest dostatecznie odlegky od chwili poczgtko-
wej, W ktérej wzoudzenie zostalo zainicjowane. Przebieg zjawiska W po-
czz;tkowym przedzisle czasu lub w przedziale korcowym, W ktérym wzbu-
dzesnie wygasa, nazywamy procesem przejéciowym.

Zatézmy wstgpnie, Ze podczas rozbiegu masy n, czgstodéé wzbudza-
nia Jest proporcjonelna do czasu (ruch obrotowy Jjednoatajnie przyspie-
szony), & wigc

p(t) = nw= pt , (2.49)



n

3
gdzie P = const jest ustalonym przyspieszeniem kgtowym masy L, W Il=
chu osrotewyn (rys. 2.7), inaczej = przyspieszeniem fazy wzbudzania,
08 7 moze b¥S w tym przypadku trakiowana Jjako przeskalowana o$ czasu
(istotnie, 1 = pt/w), a funkeje (2.47), ilustrowene wykresami na Ty S
2.8, mozna interpretowad jako obwiednie chwilowych samplitud podezas
rozbiesgu masy n Przy zZerowych werunkach poczgtkowych, Jest to iluse
zejéclowege, & ® tym takie zjawiska rezonansu Przej~
J bowiem chwili p(t) = o i amplitudy chwilowe osig-
gzonansove, Hozumowanie Jest stuszne, Jjedld rozbieg
jest dostatecanie powolny (§<<w2). Przy znacigcych wartosciach p/md
zagadnienie procesu praejdciowego, & zZwtaszcza rezonansu przejéciowego

z2ja kulminacje r

%]

komplikuje sig, nie mozna bowiem pomingé wpiywa przyspieszenia fazy
wgbudzania ¥ procedurze poszukiwania catki réwnania ruchu,

Rozwazmy rdwnanie (2.2) z warunkemi
a(t) = 0, alt) =0 dle t <0 (2.50)

1 zaidzmy, Ze sila wzbudzajgca jest okreslona pewns Tunkc jg oscylacyj-
ng o formule
F(t) = Fg(t)sina(t) + F(t)cosa(t) . (2.51)

Funke je Fs(t) i Fc(t) dla t >0 33 znenymi Tunke jami czasu,
znene sq réwniez rozkiad predkoSci fazy wzbudzania (czgstosci koxowe])
oraz przyspleszenie fazy

o(t) = 9(t) , B(t) = $(t) , (2.52)

natomiast funkcje

T
o(t) =(0) + {p(t)as , (2.53)
]

zgodnie z fizyczng rzeczywistosciq, nie Jest znana, moze byé bowiem wy -
znaczona jedynie z dokadnoscigq do wartosci statej. W te] sytuacji
funkcja (2.51) nie jest jednoznacznie okreslona, znana jest natomiast

Jed majoranta
- - 2,3 i
H6) = VF(s) + (1) . (2.54)
Rdéwnanie ruchu (2.2) zepiszemy w postaci

. . 2 1 .
e *rywy +wq=gFt). (2.53)
n

Caxicd tego rdwnania bgdziemy poszukiweli w postaci analogiczne}
do (2,51) funkeji oscylacyjnej

g(t) = qs(t)sinq(t) + qc(t)cosm(t) .

o
o
.
1
o3}
N
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_ Pochodne kinematyczne maja postad

a(t) = (qs- ch)Sin<D* (qc+ pqs)cos@ .
~d(¢)

(2.57)

]

. 2 o
(g~ pzqs- 2p4 - Bg_)sino+
+ (-7 3% 2Py + bqs)cow .
Wyrazenia (2.56) 1 (2.57) nalesy podstawidé do réwnania (2,53),
Funkcja (2.36) bedzie caiks tego réwnania, jesii speiniony bgdzie uke-

ad sprzezonych réwnand rézniczkowych o Zmiennych w czasie wspdiczynni-
kach

1, 01" &s +lvyo , .ep_ -ng' +
0, 1 a 20, vo| |q |
- ° (2.58)
2 2 P I 17
PlO P s mvuped  frlqg| = T lEg|,
. 2 02
YopeD , ©T-p | % | e

przy czym nieznene funkcje qa(t) oraz qc(t) ze wzglgdu na (2,50)
powimay spexniad Zerowe warunii poczgtkowe, Réwnanis te mogg byé roZe
wigzane jedynie metodemi numeryczaymi, Formuia ruchu (2.56) nle moze
by¢é jednoznacznie okreslona ze wzgledu na brak peinej informacji o

funkeji @(t), hiemniej rozwiszanie réwnad (2.58) umozliwis wyznacze-

nie majoranty ruchu
1) =Vai(e) + Sty . (2,59)

Cbcilazenie kimetyczne zzodnie z {2.%1) wyrazimy formuze

Ut) = k(g + %) = |
= k(q+ Tgﬁs- xu'?qc)8§n o+ k(q + ?I'ic* %qs)cos_qa, (2.60)
‘a wige
- Y. _ - {» . XD
Ut = Mlagr 4~ T o Q%) = K(q+ Ly e By
. oraz

o) =Vit) + Sre) . (2.61)
W ten sposdh majorancie wzbudzania (2.54) zostaly przyporzadkowane mae
Joranty rozwigzad (2.59) i (2.61).

Zauwazmy, Zze w przedzisle stacjonarnege wzbudzanis Jest p = const,
p=o, Ty = const, ¥, = const. Réwnania (2,58) przeksztacaja sie na
uktad o statych wspSiczynnikach gz ustalony prawg strong, Rozwigzanie
vakiego uktadu asymptotycznie zmierza do rozwigzania znanego ukiadu
‘réwnan algebraicznych (2.33), jak by¢é powinno,

W przypadku wymuszenia bezwiadnosciowego ze zmienng czestodcig

wzbudzania, oprécz siky odsroditowe j r, = mcep2 =y€op2, pojawia aie



réwniez styczna sita bezwiadnosel ¥y = -moe§ =
= -a@oi (rys. 2.10). Azutujgc te sily na kieruw
nek drgad, otrzymamy

r(t) = op sin (t) + &4 p cos (t) ,

(1) = &, Vp M

Poglgdowy ©przykiad rozwigzanla procesu

(2.62)

przejdciowego Jest przedstawiony na rys. 2.11.
Linig cilenks oznaczono txo odpowiadajace ele-
mentarnem rozwigzaniu na podstawie rdéwnad

(2+33). Charakterystyczng cechs zjawiska rezo-
| nansu przejsdciowege Jest opdéinienie kulminecji

Rys. 2.10 |
b pit) . {
100+ {
LE(t)=p sing+eosp |
w _ 'K 30,1 7 [
ol [ |
|
t i
|
0 2 8 10 ):
i :
10 |
ﬂ i
8

6 6,03 f
4,86 |
‘ |

il /]

" M%‘mrv |
. l& t 1

&}
o8]
o
Wy
=

Bys, 2.1
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efektu dynamicznege oraz zmniejszenie wartosci rezonansowe] w stosunku
do wyniku okredlonego wzorem (2.47).

248, Wymuszenie kinematyczne

Aozwazmy uktad, Jjsk na rys. 2.12. Ruch jest tu wymuszony okres-
lonyni drganiami z(t) wykonywanymi przez ostojg. Mesa m wykomje
ruch zozony ze skiadowe] kinematycznej z(t) oraz skiadowej wzgled=-
nej q(t). Réwnanie ruchu ma post&d

&z(t)

m(Z + 3) + cd + kg =0 .

(2.63) .I..
Po uporzgdkowaniu otrzymujenmy rdéwnania k c
ruchu wzglgdnego

mi + ¢§ + kg = = F(t) . (2.64)
m
Sixa wzbudzajgca Jest tu rdéwna
ile bezwiadnosci wynikajace] ze skiaw z(t)+glt)
dowe] kinematycznej. W przypadku wzbu-
dzania harmonicznege z(t) = A sin pt Rys. 2.12
otrzymamy site wzbudzajqeg F(t) =
= map sin pt, a wigc zgodnie z (2.36) i (2.42)
o(t) = am qrsin{pt= ¢) ,
amg =g map® = vnéa , (2.65)
am Q = V'mAp2 = v1Pes
Caikowite przemieszczenie masy wWyraza wzér
(z + ¢) = & sin pt + vn2a sin(pt=- ¢) , (2.66)
a zatem zgodnie 23(1'39) o
Amcmq) A-\/'l .2 n + 2 viPcos ¢ . (2:67)
K Uwzslqdniajqc to, ze '
cos ¢ = 1/\/1 + tg2¢ = (1 =12 (2.68)
1otrzymamw eatatecznle .
_am(z+q) = vV '+ yena A=Vva. (2469)

Zauwszmy, ze przy p > w jest vno v'= 0; wtedy
a(t) = <A 8in pt = ~z(t) oraz (2z+q) = O. Mass pozostaje w spoczynkn,
a8 jej ruch nzglqdn& Jeat odwzoroweniem przebiegu wymuszenia kinematy-
cznego. Zjawisko to jest wykorzystywane przy budowie bezwiadnosciowych

=1, Q):‘K.



36

miernikdw drgad (rys. 2.13). Ma-
sa zawieszona na sprQZynie W obu-

kg dowie miernika cdiwarza za pomow

' 2 | 4z(t) ca rysika na obracajgoym sig wale
_mﬁ . cu picnowe drgania obiektu, na
L ktérym niernik zostal umieszczo-
CL]—1 , ny. biierzons megg byé drgania o

gz(t) czestodciach dostatecznia duzych

Rys. 2.13 w stosunkn do czqstoﬁci drgad

wWiasnych zawieszone] masy.

2.8+ Drganlia wymuszconse apericdycznie

Rozwazmy przypadek siily wzbudzajgoej o statej wartosci P, nagle
przytozone] w chwili ¥ = O, Réwnanie ruchn ukiadu nietiumionego ma
dla t >0 postad

m§ + kq = P , (2.70)
a.Jego catka }
g{t) = agsinuwt + g coswt + B/k . (2.71)

Zaktadajac zerowe warunki poczgtkowe, otrzymamy g = 0 oraz Qe =
= «-P/k, a zmatem ostatecznis

at) = *‘E (1 = cosuwt) . (2.72}

Obéia,Zenie kinetyeczne

Qt) = kg = P(1 - coswt) , maxQ =2 P . (2,73}

Efekt nagiego prayiozenls siiy Jest w poczgtkowej fazie procesu
réwnorzedny ped¥ojonemu statycznemu dzisXanin tej silty. W przypadkm
uktadu ttumionego poczatkowe efekty dynamiczne sg nieco mniejsze, &
rozwigzanie zmierza do wartosci stalel.Przyjmujge >0 przy t—+o,
otrzymamy q-—>P/k, jak w zadaniu statycznym. Przebieg czasowy siiy

t t
ol P/ £\ /
2P/ N i
TF(t) Yalt)
Rys. 2.14
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wzbudzajgce] i przemieszczenia Jest przedstawiony na rys. 2.14, Linig
przerywang zaznaczone charakier odpowiedzi w ukzadzie tiumionym,

Drugim waznym przypadkiem wymuszeniz aperiodycznego jest dziataw-
nie siky narastajgcej liniowo od zera z wydatkiem P1 na jednostike
czasu. Réwnanie ruchu ukiadu nietiumionege ma postad

ng + kq = ¥(t) = Pt , (2.74)

a Jjego rozwiszaniem po uwzglednieniu zerowych  warunkéw poczatkowysh
Jest funkcja
a(t) = (B/k) (t = % sinwt) . (2.75)
Przebieg czasowy 8ity wzbudzajgce)] i przemieszczenia przedsta-
wiono na rys. 2.15. ObcigiZenie kinetyczne

g(t) = kg = Pyt - (P,/w)einut = F - (P{l‘/En)ainwt . (2.76)
| vt l ! t

P N Rk

qlt]

Rys. 2,15

W omawianym zadanin interesujaca jest amplitude dyramicznego

przyrostu obeigdenia

en(Q-F) = P, T/2 ™. (2.77)
Wielkodd ta jest proporcjonalna do przyrostu obeigzenia w okresie drgexr
swobodnych obiektu, Wynika stad wniosek, Ze checge unikngé znacznych
przecijzen dynemiocznych nelezy ukiad obeigzad tym wolniej, im wigkszy
Jjest okres jego drgsd swobodnych.

Rozwazmy 2z kolel przypadek obecigfenis w formie impulsu’ dziazajg~
cego w przedziaie A%, niewspdimiernie maego wobec okresu drgad wiase
nych obisktu. Wartosd siiy nie jest tu znana, wiadomo jednak,zs FAt =
= [I. Impuls -II Jjest popgdem sily, ktéry zostaje przstworzony na nagity
przyrost pegdu mazy. Przy zerowych wWarunkach poczatkowych mamy po oza=-
sie realizacji impulsu q(0+) = 0, §(0+) = /m. Réwnanie ruchu uktadu
nietfumionego ma postad

ni + kg =0, (2.78)

a jego catka ogdélna gq{t) = qQgsinuwt + q.coswt. 7 waerunkéw granicznych
otrzym jemy qg = N/mew q, = 0, a wiec
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I : Tw
q(t) i — BIRUE = e—— sinut
mw k ! (2.79)

Qt) = kq =Twsinut, am Q = Mo,

Efektem wymuszenia impulsowege sg drgania swobodne. Wykres sixy
wzbudzalgce] 1 prremieszezenia jest przedstéwiony na rys. 2.16. Linig
przeryweng Zaznaczoeno charakter odrowiedzi w ukiedzis tiumionym. Zauw
waimy, ze efekt dzlaiania okreslomege impulsu zZwigksza sie ze wzrostem
czqstosci drgedl wiasnych obiektm.

\
t 4 Lot
N -7
\"/
n
Rys. 2.16

Fizyczny przypedek dziaania impulsu wyste-
puje podeczas sprezystego uderzenia (z odskokie.m)

m&sy M pPrzez mase m, =z predkosciy kozrcows v,
h (rys. 2,17)e W tym przypedkn impuls
/‘.\\ 1 ) . ‘ .
{ i 0= _(1+ku)v1mm1/(m+m1) s (2.80)
m - pray czym ku Jest wspélczynnikiem sprgzystoéci '
uderzenia zaleZnym od cech materiakowych ocbu " més
K : i zawartym W przedziale _(0" 1)e W przypadku avo-
K ‘ c bodnego spedania masy “my oz wysokesc:. h Jest Yy =
TTT7777777777 7777 =v2gh, Jesli zaé mesa m1 spade z predkedeis po-
" Rys. 2.‘173 -cza,tkawq Vor to’ v1 =V + 2gh .

Jdednyn 2 waznych zagadmeﬁ Jeat problm dzialania seri:. n 1.m-
pulséw I w odstqpach czasn 6. (rys.. 2.18). Obierajqc nowq ‘zmienng ..
czasowy T = t-(n-1)8, rozwie,zanie uk&acm tiumionego wnika;qce z dzig- -
tania ostatniego (pojedynczago) mpul:m mczna dla T > O zapisaé w,'

postaci

a(T) = ae” sing’ T = ‘a- im e("w"lw )T e

B (2.81) |
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0 8 28 (n-1)86 ot
n M N n
4 =
¥ F(t)
Rys. 2.18
Uwzgledniejac wpiyw poprzednich impulsdw, otrzymemy
ne1
4 (T) = arIm ), el-owrie’)(T+36) (2.82)
. =O '

Wyrazenie ped znakiem sumy Jest postgpem geometrycznym; wWykona-
nie sumowenia daje rezultaet

8 ’ 6 . .
() = a-Im <1 = o{=c0riu)n . e(-uwiw )T>. (2.83)

1 (-ocm+1w )e

Wykorzystujgc zaleznosci

x+1 z 4 2I' -
1 - e 37=1-ec:c>sy-:.eai.ny='\/‘1-2excc7sy-»az-eiq’

3

@ = arctg[e¥sin y/(1ee¥c0s ¥}]
rozwigzanie (2.82) mozna ostatecznie doprowadzic¢ do postaci

-OWT,

an(T) = vyae ™ Tsine’t = o4 0,) , (2.84)

gdzie P 9y dotyczg odpowiednio licznika 1 mianownika we wzorze
(2.83), natomiest

1) -, R

_ 1 -2 ownd cop Wn B, o 2% wn 8

v, = T AR . (2.85)
a 1 = 2e7%0 o540 4 ™AW

Wynik (2.84) ponownie opisuje pewne drganie swobodne uktadu, ikts.
re w stosunku do (2.81) charakteryzuls sig pewnym przesunieciem fazo.
wym, & przede wszystkim wspdiczynnikiem krotnosei v _ wyrazonym DPIZuz
%z6r (2485). & przypsdku nieskoriczenie licznej sernnma.m éla

o

” - wd . 2y 0 = S
Vo= (1 = 28 cosw@-&e“““ﬁ) /2 T
X Ll

. - DA Z VA w1/,
= ({1 «2e" 7" cosznre E%Dx) /2 :



gdzis
o =awT' 2 A= e/T‘ - . . (2.87)

Z wzoru (2.85) wynika, %e w przypadku serii ograniczone]
Vo, = V(M vmA) . h (2.88)

Halezy tu gwrécié uwagg na o, Ze dsiaanie ogia;ziézonej serii impule
séw moie w pewnych przypadkach dawad wyniki bardzie] niekorzystne niz
dzistanie serii nieskerczenis licznej.Pogladowe wykresy funlkcji vy (A)
sg przedstawione na rys. 2.19. Linlg cienks zaznaczono rozwigzanie 2
peminigeiem tiumienia, '

4 V=

05

7

Rys. 2019

Szozegdlnie prosty wynik otrzymje sig whedy, gdy © Jest caz-
iowita wielokrotunodcisg okresu drgerd swobodnych (rezonens uderowyj. W
tym przypadlu cosw © = coa2mA= 1, @ zatem

=1/(1 - efc“”e =101 =N, . (2.89)

przy czym naabardz;.ej niekorzystine rezultaty daje tu zawsze serla nie-
skoriczenie liczna, : :

Jeko kolejny przypadek wymuszania apev'mdycznego rozpatrzymy ude-
rzenie plastyczne (bez odskoku), Przy- ktérym siza wzbudza;jaca skXeda
sig 3 impulsu poczgtkowege II' i fruwale przyiozone] gizy P, Sumujge
wyniki (2.72) 1 (2.79), otrzymamy o

o4 )
q(t) = 'E(P +H_q:sinmt - P.coswt) ,

‘ (2.90)
Q(t) = kg =P + Huwsinuwt -~ P cosut ,

P+\/Enm)'2+ P2 .

Wykres sity wzbudzajacej i przemieszczenia jest pokazany na rys.

i

maxQ

2.20. Linig przerywans zaznaczono charskter odpowledzi W ukladzie tiue
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mionym. ¥ przypadlar uderzenia plas ycznego masy nm nrzez plonowe spae
dejacq masg mq nalezy przyjgé P = me I=mv,, w2 = lg/(mm1). Joba
1i V4 =/2gh , to

mexq = me(1 + V1 + Ewgh/E ) . (2.%81)

N N
n | W \C

Vel | Ta(t)

x|

Ryse 2,20

Rozwazmy W koXicu ¢gdlny priy-
padek sixy wzbudsajqece . ¥ Iformie }
dowolnej cazlkowalne] funkeji czasu, @ q+dr %
Jak na rys. 2.21. SiZg také. mo3emy
myslowo podzielié nes rézniczkowe
impulsy & N= F(T)dT, & stad zgode Flx)
nie z (2.79)

dg = aa sinm(.t-'r) =
. mw )

(2.92)
g:%u-;l sinm(t-‘t)d Te

[ F(t)

’ - Ryses 2421
‘Przyjmujge zerowe warunki po=

czgtkowe, cstatecznle otrzymamy rozwiqzanie v postacx catki Duhemela

a(t) = fF(r) singt=Da 7,
- ' v (2.93)
Q(t) = kq = mf,.‘i(‘c). sinu(t-T)dT »
. ’ ' ‘o . .
W przypadkm ukedun tlumionego o
t
-l b .
gq(t) = ;1;;' fl"('c)e ol T)sinw (t-T)dv ™ (2.94)
)

Moze sie¢ zdarzyd, ze funkcja F(t) Jest okreflona przez pomiar
i nie ma formiy enalitycznej. Rozwigzania typu (2.93) Iub (2.94) moz=
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[

na wowczas uzyskad obliczajic numerycznis wystgpujace tam cazki., Na
ogdd wygodnie] jest Jednak bDezpodrednio calkowad minerycznie réwnanie
Tuchu {2.2).

2,70, Zasedvy projektowenis. Zmeczenie

Prawidtowo zaprojekiowanaz konstrukcja budowlana powinne sig cha-
rakteryzovaé tym, ze JeJ] przemiecszezenie 88 zawarte w granicach uzna=-
nych za dopuszczalne. Ograniczeniom mogs podlegeé bgds tylko przemie-
szczenia stetyczne, vgdZ gczne przemieszezenis statyczno-dynamicane
lub wylqcznie przemieszezenia czysto dynemiczne (np., % blokowych fun-
dementach pod maszyny). Stan przemieszczenia konstrukecji spowodoweny
obcigzeniami dynemicznymi wynika wprost z rozwigzania rdéwnard ruchu,

Drugim kryterium poprawnosci konstruke ji jest okredlony poziom
stanu wytezenisz, Na pelny stan wytezentis konstruke ji skiade sie wytg-
Zenle statyczne wynikejgce z dziaanis cigZzaru wissnego i atatycznych
obcigzed uzytkowych orez wytezenie dynemiczne., Sten dynemicznego wytg-
zenie konstrukcji okresdls sies metodami statyki budowli, przy czym zgo-
dnie z zsasadsg d’Alemberte do obciggen zalicza sig s8ixy wzbudzejace,
sily bezwiadnogecl 1 ewentualne opory ruchu, Jjedli nadaje sie im sens
siz zewngtraznych., Sity te acznie tworzg ovcigzenie kinetyczne (),

‘F(t)

m

A ~8- Ay m$ A
l I

le:J
$G=mg 1

schemat statyczny

schemat dynamiczny

;F(’()-mﬁ-pmd=0(f) iamo
K A X pi
Ie s

schgmot kinetostatyczny  schemat obliczeniowy

Hys, 2.22

pray czym z punk¥u widzenis projektowarnia istotne £d ekstremalne war-
tofel obeilgZania kinetycznego, Idea przetworzznia statycznego 1 dyna-

&) nego schemgtu konstrukeli ne schemat ovliczsniowy, przyastny do
okresle=nia stanu wytgzenie, jest prze¢staviona na rys. 2.22,
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Przy kontroli naprygzed nalesy uwzglgdnic pewns wiascinosd mate

riaiow, zweng zmeczeniem, Liczne bedenia (zepoczgtkowarne przez Wdhlera

W XIX w.) wykezaly, ze w przypadku cyklicznie zZmiennego stanu wytesew

nia podstawowa (statyczna) wytrzymaiosé materisiu Ro zZmniejsza sie w

misrg wzrostu liczby cyklz i Przy pewnej umowne] duzej ich liczoie
oslgga wartosé Rz, zweng wytrzymeXoscia zmeczeniows, Wspbiezynnik

T = R,/R, (2.95

hazywemy podstawowym wspSiczynnikienm Zmgczeniowym dla cyklu symetrycze
nego (rys. 2.23).

R(n)
Ro
Rz
| i )
r R
nU

. Ays. 2.23

W prakiyce wystepuja zwykle zXozone steny napresenis, statycz-
no-dynamiczne, charakteryzujace sig asymetrig cyklu, jek ne TYS. 2424,

oo
S
L 7

\_ /=

Bmin 4 NS T

Rys. 2.24

¥ regularnym cyklu ésymetrycznym mozemy wyrdanid stetyczny silzdnik na-

rrezenia o oraz emplitude symeirycznego skiacdnika dynemicznege o,
s d

o, = o o

s !

. —~ -
mex ¥ mlu’ s g =3 !cmax - Uminl . {2.98)

£

Zmigne wytrzymalodes zZmgezeniowe§ W zsleinosci od udzieiu RADTE~
Zel stetyecznych w meterisle o jednorodnych wredciwodciach ilustruje
linig "a“ na rys. 2+25. Zoleznossé g bedziemy eproksymowali na korzygd
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bezpieczerdstwa odcinkiem prostym "b". Zmisng naprgzenia dopuszczalne=

go ilustruje odcinek ™cf. Punkt szczytowy naprgzenia dopuszczalnego

jest ne wysokodci statycznego naprezenia dopuszczalnego Oos ® tym bo-
wiem przypedku nie me Jjuz miejsca

46 na naprezenia dynemiczne, jako Ze

Ro : Og = Oge Punkt poczgtkewy linii

7 nem jest oparty na rzedne]

e OoRy/Ry = Oo/ ¥ Wwynikajace] % poO=-

a5 stulatu ustalonege wapdiezynnika

// bezpieczedstwa; w tym przyvadkn

2 ag = 0, co odpowiada c¢yklowi sy=-

metrycznemu. Odcinek "c" jest

fragmsntem linii prostej o réwna-
So nia

Ss c;—%ooq-(']-%)cs, (2.97)

& zatem warunek wytrzymezosciowy
ma& postaé

G Re

Ryses 2,25

=g

lolnaz

1 1
8+gd<zc‘°+(1-g)cso (2.98)

Po przeksztaiceniu tej nierdwnosci otrzymuje sig praktycznie przy-

datng relacje

o+ ch < 04 5 (2,99}

gdzie S, jest napreseniem dopuszezalaym W warunikech statycznych, besz
uwzglednienis zmeczenia, W mysl relacji (2.99) uwzglednienie zmegczenis
polege na wprowadzeniu 4o velementarnego warunkn wytrzymalosciowego po=-
zornie zwigkszonych naprezed dynamicznych.

Mnozac relacje (2.99) przez lc]max
jednoczesdnie przez gg * ch, dochodzimy do nieco innego, ale ekwiwa-

lentnego warunku wytrzymalosciowego

= 04 + g4 oOrazs dzielagc Ja

lolpas < 9o/Tr (24100
gdzie
og* £y
=T o s 1<%, < & {2.101)
s 4

jest zredukowenym wspéiczynnikiem zmgczeniowym, uwzgledniajacym asyme-
trie eyklu., Relacje (2.100) mozna dobrze zinterpretowaé fizycznie, wy-
stepujaca tam bowiem po prawej stronie wielkoéé co/gr jest aktualnym
w danych warunkach naprg¢zeniem dopuszczalnym 2 uwzglgdnieniem zmgczenia
przy okreslon metrii cyklu.

45
W praktyce operuje sie czesto mspéiczynnikiem asymetril eoyklu
A= (gg =04)/(og + 04) > -1 <A<, (20102)
‘Wtedy . .
.=5(%+1) =5(T~1)a. (25403)

Zaleznosé zredukowanego Wspbiezynnika zmgozeniowege od WspSICTyne
nika asymetrii cykiu jest przedstawiona na ryse. 2.26.

Bys. 2.26

Podstawowy wspdezynnik zmeczeniowy mozna przedstenid w  posiaci
iloczynu
C=C, % (2.104)

gdzle ;m zalezy od cech samego materiaim, natomiast §k>1 Jest wspii=-
czynnikiem karbu, uwzgledniajacym -sztait elementu, rodzaj obrébki, ro-
dsej poxgczenia itpe

Przedstaewlony zarys teorii wytrzymatodci zmeczeniowej Jest jedyw
nie uproszczonym opisem problemu, bedgcege Jednym z bardziej ziozonych
i trudnych do rozsirzygriegcia zZagadnier wytrzymaodci dynamiczne].
Szczegbiowe sposoby wjznaczania ,Isp&kczynnikéi zmeczeniowych sg okredw
lone przez stosowne przepisy normove.

2:11. Drgania wymuszone sitami losowymi

Analizujgc drgania wymuiszone mielismy na mysli ukiady o zdeves~
minowanych perametrach wiasnych, poddane dzialanin siz wzbudzajgqoych
okresdlonych zZdeterminowanymi funkcjami czasu. Wyniki uzyskane na pod-
stawie tych zalozed sa 6czywiécie.tak2e zdeterminowane, Jesli analizu-
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Jemy konkretny obiekt, to jego parametry mogs byé na ogétr zidentyfi-
kowene, site wzbudzajgce natomiast w niektdrych przypadkech nie moze
by¢é okreslona w formie zdeterminowanej funkeji czasu i nalezy Jja trake
towaé jeko funkeje losowa (proces stochastyczny)s W szczegdlnym Przye-
padku sia ta zgodnie z wzorem (2.64) moze reprezentowad losowe Wymu=-
szenie kinematyczne.

Rozwezmy réwnanie ruchu

mg + ci + kg = ¥(t) , (2.103)
% ktérym siza wzbudzajgca ?(t) Jest procesem stochastycznym - stacjo-
nernym i ergodycznym (rys. 2.27). Oznacza to, Ze charakterystyki pro=-
babilistyczne procesu nie zalezq od poozenia punktu zZerowego na o0si
czast oraz Ze znajomosé pewnej pojedyncze] realizacji procesu w dosta-
teocznie duzym przedziale czasu pozwala wyznacsyé charakterystyki repre-

4 Fit)
M o /\/‘\‘\N\,,m.,\,\h_/\v\ y
WOW TV T
° t
5 o
Bys. 2.27

zentatywne dla danego procesu. Funkoje ?(t) i 3(t) mozemy przedstewid
W postaci :

Ft) = Fo» F(+) , () = a_ + q(t) , (2.106)
gdzie ?
¥o=1m A fFe)as (2.107)
o] 27 T
T ® =

Jest wertodciq przecigtng procesu 'f, natomiast s(t)=1i(t) - Eo jest
Drocesem stochastycznym O zerowe] wartodci rrzecigtnej. Odpowiedzig uke
tadu na ustalone w nieogrsniczonym czasie wymuszenie fo Jest

qo = Fo/k N 2.108)

Jak w praypadim cbeigzenia statycznego. Odpowizdnie obeigZenie kinety-
czne Qo = kqo = FQ. W delszym ciagu moiemy enalizowad rdwnanie
mi + cd + kg = ¥(t) (2.109)

Z Wymuszenliem o zerovel wartodeci bprzeciginej,
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Najwazniejszg charakterystyks probabiliétycznq procesn stochase

tycznego F(t) Jest odpowiadajace mu Tfunkeja korelacyjna
m

Kp(t) = lim E% fF(t) F(t+T)dt . (2.110)
-7

T

Jest to Iunkcje perzysta, bezwzglednie nie wigksza od wartosci w zersze,

a wige

Kt = K(-7) , |x(t)| < k(o) .

W punkcie <t = 0 funkcja korelacyjna przyjmuje wartosd wariancji
procesu F(1t)

(24141)

T
Eg(0) = lin 3% [F(t)at = o3(F) . (2.112)
T—>c -T
Transformate caikows Fouriera funke ji korelacyjnej KF(r)
® @
1 ~iAT 4

SF(;\) = f K(7) e 4T = ¢ f Ke{7) cosrwat

. - ° (2.113)

nazywamy gestoscisy widmows (spektralna) procesu ¥(t). Jest to nieujem~
na funke je parzysta o ogreniczonej caice, a8 wiec
[ v]

f S(A)dA <™, (2.114)
-0

5(a) 20, S(A) = s(=n) ,

Parametr A ma wymiar czestosci kozowej,
TIranstormacja odwrotna do (2.113) me postad

@® @©
A .
(1) = [ S5 e Tdr=2 [S,0) coshtar.  (2.115)
-0 [}

Z (2.113) wynika, ze wariancja procesu F(t)
wyrazona wzorem

@® ®
o%(5) = kg(0) = [ s,(M)an =2 § sg(nan,
-0 [~

mose byé réwniez

(2.116)

Funke je korelecyjne proceséw Tzeczywistych aproksymije sig zwy-
kle pewnymi typowymi formuami analitycznyni, Przykxady formux fnnkcji
korelacyjnych i odpowiadajgeych im ggstosci widmowych podano w tab.2.2
@ niektdre wykresy - na rys. 2.28. Parametry o, B, 9 aq tu dowvolnymi
liczbami dodatnimi, Symbol 6(T) oznacza dystrybucje Diraca, Przy=-
padek 1 odpowiada procesowi calkowicie nieskorelowanerm (tzw%, biatemu
szumowl praktycznie mozliwemu tylko w sensie asymptotycznym),

2

Przypa-
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/-\"C .
TN 2% B
B B '
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8/
.@ A
! T 2n
8
Klz) 4 S(a) :
1
@ . T
! 1
x
Kie) | S(2) |
1 . ) —6(@—7\)
\.

Rys. 2,28

-

gGelk 2 Jest opisem bialage szum 2z odcigciem widma dla IA_I > Bs Przye

padek & odpowieda procesowi harmonicznemu o zdeterminowanej czestodel
kotowe] 8.
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Tabela 2.2

Funkcje korelacji i gestofci widmowe

Nr () s(A)
1 (o 1/2n
2 _BJ;_ cin BT 1/28  aia [Al S B
] ata A > B
1 = 28 dla T £ 29
; Iel/ I+l ¢ (g
0 - dla |t} > 2@ w oA
l o
s I TELR
o oc2 + Ba + 7&.2
5 e-a]'c] cos 8T T w2182 wn2) 1 el
6 cos BT . %5(5_{7\1)

Zgodnie z ‘wzorem (2.94), przy zetoizeniu nieograniczonej rozleg-

¥odci procesu w czasie, moina nepisad

qf{t) =

t

-0

r(tet)= v

lub po podstawieniu t - T
a(t)

Wobec tego

K(z) =
A =1
T ©
]
=un oz [ f
T~ T ©
@ @

c o

=x
x

= f Fltex) r{x) dx .

o]

T
1im 5% fq(t) a{ t+7) dt
— 0 ..

©

1 =~ t=1)
.

§ ¥ (-7 aT,

sinw’ (-1 ,

(2.117)

fF( tex, ) F(t-%,+ 1) r(x1 ) r(xz) dx dx,dt =
o

ffKF(w:+x1-x2) x(x1) r(xa) dx1d12 °

(2.118)
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Z kolei na pedsiamie (2.115)

@
J s ) **Tan,

KQ(T) ) - (2.119)
. ® )
KF(,T+:1-32)' = ;[o SF(A) ei)»('r+x1 zz)dk .

Relacje (2.119) nalezy podstawié do (2.418). Réwnods bedzie speie
niona, Jjeéli réwne sobie beda funkcje pgdcakkowe'wzglqdam A. Po Wy~
=iAT
konsnin obustromnsége mnozenia przes e » otrzymamy

@ ©
sg) = 5300 + Jx(z)) P51 4z, J2tz) 2 ax, -

(2+120)
= Sp(A) B(4A) B(-1d) ,
gdzie ® ©
= - «iA '
R(iA) = f 2{x) eﬂ‘“ ax =47 f @ (w=1)x sinw’x dz =
nw ¢
° = (2.121)
1 - o?
- E(mzoxzaiywk) k( ma-xa-iyum)
1 u)4
B(1A)+B(~i)) = . .
E R L (yar
Webse tego geatodé widmowa mrocesu qa(t)
-2 A 2
sq(x) =k vq(x) 54(3) , (2.122)
gdzie 4 .
A} = 9 (2-123)
Y‘!-( ) 2 2.2 2
@=<27)° + (yor)
natomiast wariancja tego procesu
. [s 3 T .
2(q) = 2k A 2.124
o%(a) = 2x" Bf Vg(A) Sg(A) ar. ( )

¥ teorii procesdw atochastyczaych dowodz;. sie, Ze Jezell pewna

funke Ja losowa Z(t) - jest iiniowym przeksztaiceniem rézniczkowym funk-
eji aq(t), : . S

S E® = Wa/at)eg(t) , |
gdzie 1L Jest wielqmianem operatora d/dt o statych 'wspélczynnikgch,
to geatosd widmowa procesu Z(t) o

" (2.125)

2
Sz(M) = [T ] s (M) o (2.126)
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dezeli interssujacq nas funkcjg jest np. cboigZenie kinetyczne
zdefiniowane wzorem

At) =ka v ei = (k+odpq, (2.127)
to L{in) = kX + 1Xc, a zatem

S = (0 + A3 s4(%) =

(2.128)
= (14 ¥A%/®) T () sy) = TR s5(0)

gdzie " 2

Vo (A) = et (Y0A) (2.129)
Q'( ) @2-2)2 & (vwr )2
Wariancja procesu Q(t)
’ ©

o2 =2 f 7,0 sy aa. (2.150)
o .

Konfrontujge wzér (2.116) z wzorami (2.123) 1 (2.130) widzimy,
Ze W tych oatataich pod znzkiem caXlki pojawials sis bezwymiarowe funke
cle wagi Vq oraz VQ.. Wprowadzajae pedstawisnie AJw =71, otrzymu jo
sie Vq = (v)2 oraxz vq = (v')a,, co pozwala wyobrazié scobie ksztetty
funkeji wagi na podstawle rys, 2.6, Jak widad, Tfunkeje wagl apeXniajs
role filtréw pray przaksztaicanin widma brocesu wejsciowsgo ne Warigne
cje wielkosdci wyjsciowych. Wzmoenienim pedlegajs komponenty wymuszenia
P(t}, kxtéryen Teprezentacjs Jest obszar widma w przedzisle O < A <+Zu
Ze szczegdlnym uwzglednieniem punktu rezonanmu A= w, wartesci lieza
bowe caek typu (2,124) i (2.130} mozns obliczad mumeryeznic w  dostae
tecznie duzym przedziale skodiczonym ze wzgledu na szybkie Zanikanie
funkeji wagi dls A >vBuw. W badaniu skutkéw wymuszenia o charakterze
biatego szimu mogg byé przydatne wyniki

@

«©
2
2 Jv(Mar= nuw/ v, 2 Vo(A)dA = mw(1+¥ ) /v »
’ \of ¢ af 4 ¢ (2.131)

Znajge wariancje rozwigzan, mozna juz xatwo obliczyé prawdopodoe
biledstwo utrzymania sig rozwigzad w ckreslonych graniceach, Jesli T0Ze-
wazane procesy sg normalne (gaussowskie), to _'brawdopodobieﬁstwo tego,
%e bezwzgledne wychylenie nie przekroczy wartodei £ .0(q), wynosi

P{lal <z.o(a)} =a(%) , (2.132)
gdzie E
2 -2 /2
2(g) = \@?ofe ©dx (2.133)



52

Jest caiks prawdopodoviedstwa., Wielkodd O, réwng pierwiastkowi wa-
riancji, nazywamy odchyleniem standardowym. Wzdr analogiczny do (2.122)
dotyczy réwnies wislkodel Q.

- 2.12. Przykiady liczbowe
PRZYKLAD 2,12.1
Hyznaozydé charskterystyki gietnych drgad wiasnych siupa © sche-
macie jak na rys. 2.29. Dame jest m = 850 kz, EJ = (12E6)%) N2, h =
= 4 M.
Rozwigzanie

m
I et Sztywnosdé ukiadu w kierunkn wspéirzedne]
glt) uogélnione]
k=3 EJ/xP = 5.(1235)-.45 = 562500 N/m.
h
Czestosé korowa drgard wiesnych
EJ
w =Vik/m =/562500:850 = 25,725 rad/s .
R Czgstodé fizyczne
Bys. 2.29 £ = 0,159-25,725 = 4,09 Hz .

Czgsto$é techniczna
n = 9,55+25,725 = 245,67 c/min .

Okras drged wiasnych
T=2%"/w=2T:25,725 = 0,244 &8 .

PRZYKEAD 2,12,.2

Z pomiardéw wynik¥o, ze po dwudziestu cyklach smplituda drged swo-
bodnych zmniejszyia sig dziesigclokrotnie w stosunku do amplitudy po-
czgtkova]j. Wyzneczyé parametry tiumienie oraz obliczyé, po ilu cyklach
gmplituda zmniejszy sie tysigckrotnie (co praktycznie oznacza catkowi-
ty zenik drgaid).

Rozwi gzanile

Na podstewie wzoru (2.16) obliczymy logerytmiczny dekrement tiu-
nienia

o= 2—15 1n(10/1) = 0,115 ,

a zatem liczbe tiumienie

¢ = 0,115:(2w = 0,083 ,

%) s
(12E6) = 12.10° = 12 000 00 »
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bezwynierowy wepbxzezynnik tiumienis

Yy =2+0,0183 = 0,0366 ,
fazowy pereametr tiumienia
g = aresin(0,0183) = 0,0183 .read.

QdpowledZ na drugie pytanie otrzymany réwniez ne podstawie wzoru
(2.4€), piszac

| |
0,0115 = 7 In(410006/1) = 6,908:n .
Stgd liczba cykli, przy ktdére] amplituda drgad zmniejszy eig ty=-
sigckrotnis, wynoai
n =6,908:0,115 =60 ¢c .

PRZYKZAD 24,12.3

Urzadzenle o masie 5000 kg, charakteryzujgce sig momentem niewye
wazenia 2 kgm i pracujgce z czgstodciy <+techniczng 220 ¢/min, nalesy
ustewidé na stalowej konmstrukecji
waporcze] W formie swobodnie

pedparte] beiki ¢ rozplgtoded ‘ Fit)
s'm, zXozone] 2 dwéch stalowych EJ
dZwigarém dwateowych (rys.2.30). A 5000 kg AN
Naprgzenle dopuszczalne dla atéw
1i wynosi 150 MPa, wspbiczyonik 50m I
{

zmeczeniowy & = 3, wapdiezyne
nik tiumienia Y = 0,02, modux
sprgzystodci « 206 000 ¥MPs, Maw
sq wiesng konstrukeji wsporczej pomingd.

Hyse. 2430

Rozwiligzanie
Moment grycy w varunkach statycznych

Ms = 0,25+5000+9,81+5 = 61312 N.m,
Potrzebny wskaznik wytrzymaodci

W = 61312:(150E6) = (409E-E) 2 = 409 on.

5
Przyjmujemy wstgpnie diwigary 2 I 200, W = 428 cms, d = 4280 e o

EJ = (206000E6)+(4280E=8) = 8816800 K-m°,
k = 48.8816800:5° = 3385651 §/m, B
w = V/3385651:5000 = 26,02 rad/s,

p = 0,1047.220 = 23,03 rad/s,

= 23%,03:26,02 = 0,885 <1 (wysokie strojenie),

=
i
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v’ =V120,022-0,885° \/(1-0,8852)%+0, @2- 0,885 = 4,598 ,

F_ = 223,08 = 1061 ¥ ,

am Q = 4,598-1061 = 4878 X ,

(125N ) = 61312+3-0,25-4878+5 = 79604 ¥'m ,

O = 79604:(428E-5) = (186E6) Pa = 486 MPa > 150 MPa . 5
Przyjmujemy @ drugim przyblizeniu diwigery 2 I 220, W = 556 cm”,
J = 6120 cm‘*}.

EJ = (206000E6)- (6120E-8) = 12607200 Nz ,

k = 48:-12607200:5° = 2841165 N/m ,

© = \V4841165:5000 = 31,12 red/s , -

N =23,05:31,12 = 0,740 <1  (wysokie strojenie) ,

v =\/1+o,022- 0,7421 ;\/(1-0,742)2+0,022- 0,,742 = 2,209 ,
am ¢ = 2,209-1061 = 2344 H ,

(Ms+§Md) = 61312 + 3-0,25-2344-5 7012 E-m ,

0 = 701R:(556E-6) = (126E6) Fa = 126 MPa < 150 MPa.
Przekrdéj diwigesréw 2 I 220 jest wystarczajgey.

"

L}

PRZYKZAD 2,124 4,

Poprzednle zadanie rozwigzad przy czestosci ¥zbudzenia 320 c/min.

Rozwiligzanie

Przyjmujemy wstepnie diwigery 2 I 228, W = 556 cma, w= 31,12
rad/s, p = 0,1047-320 = 33,5 red/s > w (niskie strojenie). Sprawdzemy
wytezenie w rezonensie przejsciowym z pominieciem wpiywu przyspiesze-
nia fazy.

v’ D0, 22 : 0,02 = 50 ,

F,=2:31,12° = 1957 § ,’

am Q = 50-1937 = 96850 ¥ ,

(M +ZM) = 6131243 0,25-96850+5 = 424500 N-m ,

0 = 4243500:(556E=6) = (763E6) Pa = 763 MPa > 150 MPa.
Przyjmjemy w nastepnym przyblizenin 2 I 260, W = 884 cm?,
J = 11480 en®,

EJ = (206000E6)- (11480E-8) = 23648800 Fif ,

k = 48-23648800:53 = 9081139 N/m ,

w =V5081139:5000 = 42,62 rad/s ,

m o= 33,5:42,62 = 0,786 <1 (wysokie strocjenie) ,

V' =V1+0,@2. 0,786 1\V/(1-0,7867)2+0, 2+ 0,7862 = 2,615 ,
F, = 2-33,52 =2244 § ,

am Q= 2,615-2244 = 5868 ¥ ,

(1 S+;Md) = 61312 + 3-0,25-5868-5 = 83317 N-m ,
o = 83317:(884E-6) = (94,3E6) Pa = 94,3 kPa <150 MPa.

2

Przekré] dfwigardw 2 I 260 Jest wystarczeajacy.

isczne najwieksze naprgzenie na grunt
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_ PRIYKZAD 2,12.5

Budynek Jest Posadowiony ne warstaie plasku o grubodei 3 nt 1 mow
dule scifliwodci 120 MPa. Pod riaskiem jest lite skaZa (rys. 2.31).

Bys. 2,31

Naprezenie statyczne na grunt wynosi 0,2 MPa. Podczas propagacji poe
wierzchniowej fali sejsmiczne] podzoze Osigga amplitudy pilonowe 4 =
= 100 um przy czestosci & Hz. VWyznaczyd przemieszczenia pionowe budyne

ku i naprgzenia na grunt z uwzglednieniem WpXywéw dynamicznych, przyj-
mjge v = 0,10, .

Rozwigzanie

Zadanle rozwiazemy rozpatrujge stan na Jednestike powierzehni fune
damentu.

k = (120E6):3 = (287) N/z°,

m = (0,2E6):9,81 = 20387 kg/ma:

w =V(4E7):20387 = 44,29 rad/s,

p = 6,283-6 = 37,70 rad/s,

n = 37,70:44,29 - 0,851 <1 (wysokie strojenie),

v'=\V1+0,12+0,8512 2\/(1-0,8512)2“),12-0,85? = 3,477,
Bezwzglegdne przemieszczenie budynku wediug (2.69)

an(z + q) = 3,477100 = 348 pm.
Obcie‘Zeﬁie kinetyczne wediug (2.65)

&m Q = 3,477+0,8512- (487)+(100E~6) = 10072 N/af = 0,01 Mra. »

o=0,2 + 0,01 = 0,21 UPe,



PRZYKLAD 2,12.6

Ukad o masie 1000 kg jeat poddany dziataniu diugie] serli sprg-
Zyatych uderzerd mesa 100 kg wolno spadajgcq z wysckodei 2 m. Wapdi-
czynnik spreZystosdol uderzenia wynosi 0,6, Wapdiczymnik tiumienia Y =
= 0,08, sztywnoéé ukladu - 2 MN/m. Odatgp czasowy impulséw wynosi oko-
o 0,5 s. Wyzneczyd impuls uderzenia oraz obcigzenie kinetyczne w naj-
riekorzystniejszy: praypadku.

Rozwigzenie

4 =V2°9,81°2 = 6,246 /s,

I = (1+0,6)-6,264-1000-100:(1000+100) = 911 Ns,
w =/(286):1000 = %4,72 rad/s,

am Q, = 911+44,72 = 40740 ¥,

a = 0,5°0,04 = 0,02,
awd = 0,0244,72:0,5 = 0,4472,

v

1

¥ najbardzie] niekorzystoym przypediku wediug (2.89)

am Qo = 30740:(1 - e=02%72) | 445083 1,

PRZYKZIAD 2.12.7

Na cbiekt o masie 4000 kg i sztywncdci 650000 N/m spude mesa
1500 kg (bez odskoku) z wysokosci 1,2 m. ¥yznaczydé obeigzenie obiekitu
przed uderzeniem, pedczas uderzenia 1 po uderzeniu.

Hozwigzanie

) 2
w2 = 6500003 (4000+1500) = 118 (rad/s) .

Obcigzenie kinetyczne podczas uderzenia wediug (2.91)

maxQ = 1500-9,81«(1 +V/1+2:118-1,2:5,81 ) = 95136 K.
Obcigzenie obiektu przed uderzeniem

Qo = 4000-9,81 = 39240 N.
Cbciszenie obiektu podczas uderzenie

Qq = 39240 + 95136 = 134376 N,

Obcigzenie obiektu po uderzeniu

q, = 39240 + 1500°9,81 = 53955 N.

PRZTXZAD 2,12.8

Ukad o masie 3000 kg i sziywnodci 1 MN/m jes? cbclazony slig
losowo zmienng o zerowe] wartodci przecietnej i o warismeji o (F) =
= 900 §2. Cgatesd widmowa wrbudzanis jeat bisiym szumem 2z ogrenicze-
niem [A| < 30 zad/s. Wepdiczynmik tiumienia Y = 0,04, Jalde jest praw-
dopodobierdsiwe, %e przemieszeSenie ukisdu nie przekroezy mermy 200 pm,
a coboigzenie kinetyczne - normy 300 N,

Rozwigzanie

w =\/(1E6):4000 = 15,81 rad/s,

VZu =/2* 15,81 = 23,36 rad/s < 30 red/s.
G¢stod¢ wldmows wzbudzania wediug ta8be 2.2, poz. 2
{900:(2'50)

15 F®s  ala |A] < 30 rad/s,
.SF(A) = '

[

] die [A] > 30 re¢/s.
Wariencja przemieszczgpia

[so]
o®(a) =2 2 [ v, (A sgman = k550002 [V (A)an =
[¢] o

= x25,(0). Tw/ ¥ = (186)™2.15. §.15,84:0,04 = (4,86E-8) n°;
cdchylenie stendardcwe przemieszozenia
co(q) =V/(1,86B-8} = (1,365E=%4) m = 136 pm,
Prawdopedobienstwo nieprzekroczenis normy przemieszezed
# {la] < 200} = 8(200:136) = 0,8584.

Wariencja obeigzenis kinetycznego
@ oo
2
o (@) =2 fv(x) syladan =5p(022 (Vo (Rar = Sp(0)ema(i+F)/y=
-8 &

= 15 115,81 (140,042):0,04 = 18656 F-.
Gdchyplenie étandardowe cbeligzenia kinetycznego
o () =+/18656 = 132 N,

Praudopodobienstwe nieprzekroczenia normy obecigienia

# {la] <300} =8(300:137) = 0,9714.
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€.5, Podstamcwe oznaczenia

macierz iransformecji wepdirzednych; pole przekroju;
macierz bezwzadnodci;

charakberystyka tiumika; oykl;
nacierz tiumienie;

liczba dyrnamicznych stepani aswobedy;
macierz podatnodei;

modul Younga; energla;

sita uogélniona; funkcje specjalna;
przyspieszenie ziemskie;

modul Kirchhoffa; funke ja specjaing;
sita brzegowa; macierz transformacii;
geometryczny moment bezwiednoscy;

- MasCoWy moment bezwladnodcel;

sztywnodd wiszi sprezysie];

macierz szbtywnosci; funkcja korelscyjine;
diugosé preta; diugodé elemenbn;

praca; _

mesa skupiona; masa roziozZona; ) i
moment gnacy; moment brzegowy; masa ruchomn;.'

-~ maclerz wpiywu momentéw gnacych;

My = masowy moment niewywazeniea;

H =
AP -

H o 0o H O 0 dig
1

siza ecslowa; funkeja kszteXtu;

macierz wpiywu sii osiowych;

czqstoéé>koiowa wymuszenié; obciazepie roztoizone;
sita skupicna; moment skupiénys Lo
przemieszezenie uogélnione; wspéirzedne Lagzange’a,
sita uogdélniona; obcigzenie kinetyczne;
przemieszczenie;

smukxosé preta; smukioddé elementu;

gestodé widmowa; funkeja Krytowe;

ozas; '

okres drgev; sita tngca;

T

el

L s L

H dld g d ¢
]

™ R N
1

5 -
-
T}—
9 -
T o
A
!,[-
YV -
0w
T -
o -
B -
$ -
© -
0

wspbirzgedna lokalna; przemieszczenie podiuzne;
lokalne obcigzenie kinetyczne;

sita brzegowa; maclerz piaskiego obrotu;
przemieszczenie poprzeczne;

wektor wiesmy;

maclerz wiasna; przemieszczenie $ledzgce;
przemieszczenie;

liczba tiumienia;

fzzowy parametr tlumienia; perameir drgad osiowyeh; parametr
kedcl obcigzenia ruchomego;

bezwymiarewy wspéZezyanik tiumienia;

podatnodé wigzl sprezystel;

wspéiczynnik zmeczenicwy;

wzzledna czgsto$d wzbudzania;

logeryimiczny dekrement tiumienia;

wyniarowy paramelr tiumienia wewngirznege;
paremedr; parameir drgad gleinych;

wymiarowy paremetr tiumienis zewneirznego;

wspdteczynnik dynemiczny; wspdiozynnik Polsaona;
impuls; o

neprezenie, wariancja;

fazg; faza poczgtkowa; ket brzegowy;-

funkcja tzumienis, funkeja przwdopodobienstwa;
opéfnienie fazowe;

czZgstosé koowa drged wiasnmych;

czgstodd koXowa drgsd swobcdnych tiumionych.

203
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