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OBLICZANIE PRZEMIESZCZEŃ W UKŁADACH IZOSTATYCZNYCH 

W celu wyznaczenia przemieszczenia należy dany układ rozwiązać od 2 obciążeń: 

1. Od obciążenia stanowiącego przyczynę wywołującą szukane przemieszczenie, 

2. Od obciążenia "jednostkowego" przyłożonego w miejscu i kierunku szukanego 

przemieszczenia. 
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WZORY UPROSZCZONEGO CAŁKOWANIA

Przemieszczenia od obciążenia siłami

Wzory dla jednego przedziału całkowania

Wzór Simpsona

Wzór trapezów

Wzór Wereszczagina
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OBLICZANIE PRZEMIESZCZEŃ W UKŁADACH HIPERSTATYCZNYCH 

Dana jest rama płaska o schemacie i obciążeniu jak na rysunku. Należy:

• Sprawdzić warunek ilościowy i jakościowy geometrycznej

niezmienności układu. 

• Stosując metodę sił rozwiązać ramę od obciążenia siłami

• Na podstawie obliczonych momentów zginających 

zaprojektować wstępnie przekroje prętów na zginanie, 

w obliczeniach przyjąć 

- średni współczynnik obciążenia gf = 1.5, 

- wytrzymałość obliczeniową stali  fd = 215 MPa, 

- współczynnik Kirhoffa E=210 GPa

• Przeprowadzić kontrolę rozwiązania (sprawdzić statyczną

• i kinematyczną dopuszczalność rozwiązania).

• Obliczyć wartość przemieszczenia w zaznaczonym miejscu

Dane : F = 10 kN; q = 4 kN/m; M = 20 kN m; kj = 10 EI/m
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SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOŚCI 

UKŁADU  I OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ 

NIEWYZNACZALNOŚCI

Układ składa się z jednej tarczy połączonej z ostoją pięcioma więziami, wśród których 

można wyróżnić co najmniej 3 niezbieżne.  Cała rama wraz z ostoją tworzy układ 

geometrycznie niezmienny
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UKŁAD PODSTAWOWY METODY SIŁ

Układ podstawowy metody sił otrzymuje się 

z układu zadanego po przecięciu lub pozbawieniu

nh więziami i zastąpieniu ich niewiadomymi siłami

hiperstatycznymi. Układ równań metody sił jest 

statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie 

niezmienny.
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POSTAĆ OGÓLNA UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

Równania kanoniczne metody sił są równaniami przemieszczeniowymi. Ogólna postać 

układu równań metody sił ma postać 

Gdzie:

- przemieszczenie na 

kierunku i-tej więzi  

nadliczbowej od jednostkowej j-tej niewiadomej 

w układzie podstawowym,

- przemieszczenie na 

kierunku i-tej więzi    

nadliczbowej od obciążenia mechanicznego  w układzie

podstawowym.
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO                             

OD OBCIĄŻENIA DANEGO

Obliczenie reakcji:

Obliczenie momentów węzłowych
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X1=1) kN∙m



16

Laboratorium nr 3                                                                                            Metoda sił

ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X1=1) kN∙m



17

Laboratorium nr 3                                                                                            Metoda sił

ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1) 
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ROZWIĄZANIE UKŁADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1) 
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OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKÓW UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

 
2 2 2

11

1 1 2 1 1
( 1) 2 ( 1) ( 1) 5 ( 1) 1 1,6667 0,1 2,7667 ,

2 2 3 10

kN m kN m kN m

EI EI EI


    
               
 



20

Laboratorium nr 3                                                                                            Metoda sił

OBLICZENIE WSPÓŁCZYNNIKÓW UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ

 

 

 

3

22

3

3 3

1 1 2 5 1 2 0 0
2 2 2 2 2 4 3 3 4 4 4 4 4

2 2 3 6 2 3 10

1,3333 46,6667 21,3333 0

1,3333 46,6667 21,3333 0 69,3333 ,

kN m

EI

kN m

EI

kN m kN m

EI EI


  

                   
 


    

 
    



21

Laboratorium nr 3                                                                                            Metoda sił
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OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ
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OBLICZENIE WYRAZÓW WOLNYCH UKŁADU RÓWNAŃ METODY SIŁ
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SZCZEGÓŁOWA POSTAĆ UKŁADU RÓWNAŃ I JEGO ROZWIĄZANIE
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ZADANIE DOMOWE (projekt nr 1, zadanie nr 2):

1. Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalności układu i sprawdzenie 

geometrycznej niezmienności układu 

2. Dobranie układu podstawowego metody sił (układ SW i GN) i rozpisanie ogólnej 

postaci układu równań metody sił. 

3. Rozwiązanie układu podstawowego od danego obciążenia 

4. Rozwiązanie układu podstawowego od obciążenia siłą X1=1 

5. Rozwiązanie układu podstawowego od obciążenia siłą X2=1 

6. Obliczenie współczynników układu równań 

7. Szczegółowa postać układu równań 

8. Rozwiązanie układu równań (wyznaczenie X1 i X2 )
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