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Cwiczenia audytoryjne nr 3

ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA PRZEMIESZCZEN

Istote metody przemieszczen, najwygodniej jest przedstawic przez porownanie
jej do metody sit, ktorg wczesniej juz poznalismy i przy uzyciu ktorej jestesmy
w stanie policzy¢ przemieszczenia i rozktad sit wewnetrznych uktadow

statycznie niewyznaczalnych.

Tok obliczen matematycznych jest podobny, jednak sens fizyczny wielkosci

wystepujacych w rownaniach jest odmienny.

Podstawowe roznice pomiedzy tymi metodami zestawiono w ponizszej tabeli.

Porownanie metody sil z metodq przemieszczen

Metoda sit

Metoda przemieszczen

Niewiadomymi sa: nadliczbowe sity

przemieszczenia w miejscu odrzuconych

Rownania kanoniczne razaja- .
b Ja WieZOw

przemieszczenia wgzlow

reakcje w miejscu dolozonych wiezow

stopien statycznej niewyznaczalnosci
(SSN). Jest to liczba wigzow
przesztywniajacych uklad. ktore trzeba
odrzucié.

O liczbie niewiadomych decyduje:

stopien kinematycznej
nicwyznaczalnosci (SKN). Jest o
liczba wiezow, ktore trzeba
wprowadzi¢ aby uklad usztywnié.

£
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

METODA PRZEMIESZCZEN - RAMA PtASKA

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku. Nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek iloSciowy i jakoSciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu.

e Stosujgc metode przemieszczen rozwigzac¢ rame od podanego obcigzenia mechanicznego
(obliczyc¢ sity) przekrojowe

i sporzadzi¢ ich wykresy. 4 s:n
e Zaprojektowac wstepnie
przekroje na zginanie.

A

4m
-

e Rozwigzac¢ rame od zadanego
obcigzenia niemechanicznego.

e Przeprowadzi¢ stosowne i O
kontrole rozwigzania
w obu przypadkach.. £
Dane do obliczen: F = 8 kN;
g=4kN/m; M =20 kN m; ’
ks =8 EI/m3' A | 3m ¥

Rys. 1. Schemat statyczny
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SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKtADU
| OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

Stopien statyczne) niewyznaczalnosci

t=2

Tarcze 1 wiezi

t=2,e=9, n,=9-3-2=3

Uklad sklada sie z dwoch tarcz polaczonych z ostojg siedmioma wieziami, wérdd ktorych

mozna wyrozni¢ co najmniej 6 niezbieznych. Cala rama wraz z ostojg tworzy uklad
s geometrycznie niezmienny Jika Wroctawska
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ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA PRZEMIESZCZEN

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETA PROSTEGO - teoria rzedu 1-go

EI{” f a EIU ( o
flyfu' = L ) (ar; ) Wr.r + br; ’ Wn - cr; ’ W;; ]+ j‘l:f” ] ‘I:I'f Ji = ,{_ ’ (‘ﬂl I ) ';G.r.: + b,'.: ) {??r; - C,'.: ) lIrflllrr.r ]+ ‘Ijl"f ji ?
Ij I
I." — i [_ _ d ) l,' o I,' _ EI‘I (_ . d ) I o
i Ll ’ cr; ) Wr.r C;.' ) W.u + i W;, + i ? fio Ll ) Cq ) ‘pc; C;J ) (;ﬂ“ + i l'rffrlr ) + ji
1j iy
gdzie ay, a;;, b = bji, ¢;; = a; + byi, ¢ji = a;i + by, d;j = dji = ¢;j + ¢;i s3 wspolczynnikami zaleznymi od typu

preta.

Wspolczynniki te dla wybranych typow pretow o stalej sztywnosci zestawiono w tabeli ponizej

i j a; | a; |by=b;[ci=a;+by|ci=a; +b;| dj=d;=c;+c;
— 41 4 2 6 6 12
F——= | 3| 0] o 3 0 3
—I B -1 0 0 0
— 0| o 0 0 0 0
—= o]l o]| o 0 0 0
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ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA PRZEMIESZCZEN

| =i 7=
(sz-s2) (sz-s2)
(s2-52) (sz-tyz)
1
(sz-przeg) Iub (sz-tyz) (sz-s;) (sz-52)
(sz-przeg) (sz-przeg)
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ROZWIAZANIE RAMY HIPERSTATYCZNEJ METODA PRZEMIESZCZEN

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci jest suma niezaleznych
sktadowych przemieszczen: obrotow weztow n,, i sktadowych przesunigc
weztow ng, ktore w petni okreslaja warunki brzegowe pretow na ktore

zostat podzielony uktad.

n,- liczba niezaleznych wspotrzednych
rotacyjnych (liczba niezaleznych obrotéw
weziow)

=n_ +
n,=mn,+n;

ns- liczba niezaleznych wspoétrzednych
translacyjnych liczba niezaleznych
sktadowych przesuwow weztow)
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PODZIAt UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY
TRANSFORMACYIJNE

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETA PROSTEGO - teoria rzedu 1-go

EI{” f a EIU ( o
flyfu' = L ) (ar; ) Wr.r + br; ’ Wn - cr; ’ W;; ]+ fjl{a.r ? ‘Ijl'f Ji = ,{_ ’ (ﬂ' I ) ';g.r.: + b,'.: ) {??r; - C,'.: ) lIrflllrr.r ]+ ‘Ijl"f ji ?
Ij I
I — i [_ _ d ) l,' o I_' _ EI‘I (_ . d ) I o
i Ll ’ cr; ) Wr.r C;r ) W.u + i W;, + i ? i Ll ) C:,- ) ‘pc; C;J ) '?9“ + i l'rffrlr ) + ji
1j iy
gdzie ay, a;;, b = bji, ¢;; = a; + byi, ¢ji = a;i + by, d;j = dji = ¢;j + ¢;i s3 wspolczynnikami zaleznymi od typu

preta.

Wspolczynniki te dla wybranych typow pretow o stalej sztywnosci zestawiono w tabeli ponizej

i j a; | a; |by=b;[ci=a;+by|ci=a; +b;| dj=d;=c;+c;
— 41 4 2 6 6 12
F——= | 3| 0] o 3 0 3
—I B -1 0 0 0
— 0| o 0 0 0 0
—= o]l o]| o 0 0 0
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

PODZIAt UKLADU NA ELEMENTY, DLA KTORYCH DANE SA WZORY
TRANSFORMACYIJNE | WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY
OBROTU WEZtOW

w2
..{'jf!
1 ] y
| |
—— : B

T

g

Lm— O

Rys. 3. Numeracja weztow i typy pretow
Uwzgledniajgc, ze @, =0, = @, =0, stwierdzono, ze liczba stopni swobody obrotu

wezlow n =1.
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WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weztdow budowany jest model przegubowy. Nalezy:
e zwolni¢ wiezi przenoszgce momenty

e pomingC wiezi sprezyste

e nalezy odebrac stopnie swobody przesuwu pretom typu wspornik, oraz pretom o lewym koncu
utwierdzonym, a prawym utwierdzonym z przesuwem poprzecznym (nalezy dodac¢ wiez oznaczong linig

przerywang)
W “gut

A

-

Rys. 4. Model przegubowy
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WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

Oszacowanie liczby stopni swobody przesuwu weztow

L
nz=2w—p-—r=
gdzie: w= - liczba weztéw modelu,
p = -liczba pretéw w modelu,
r= - liczba wiezi podporowych modelu.
{_.}

Oznacza to, ze aby uktad o weztach przegubowych
byt geometrycznie niezmienny nalezy dodaé co najmniej dwie wiezi.

£

Rys. 4. Model przegubowy
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WYZNACZENIE LICZBY STOPNI SWOBODY PRZESUWU WEZtOW

Dopiero analiza kinematyczna potwierdza, ze model przegubowy po dodaniu
2 wiezi jest geometrycznie niezmienny, tak wiec stopien swobody przesuwu
weziow n=

e

3y

Rys. 5. Model przegubowy po dodaniu wiezi translacyjnych
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STOPIEN GEOMETRYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI UKLADU

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu wynosi:
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UKLAD PODSTAWOWY METODY PRZEMIESZCZEN

Uktad podstawowy tworzymy z uktadu danego przez dodanie n, wigzi rotacyjnych i ny wigzi
translacyjnych (w tym przyktadzie 2 wiezi rotacyjne i 2 wiezi translacyjne). Uktad podstawowy
metody przemieszczen, pokazany na rysunku jest geometrycznie wyznaczalny.

— —_ " L
n,=n,+n; =2+2=4

4m

1

4m

|, Im |, Im |, 3m v
P Fal A

Rys. 6. Uktad podstawowy metody przemieszczen
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METODA PRZEMIESZCZEN - RAMA PtASKA

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku., dla ktore;j
dobrano uktad podstawowy metody przemieszczen. Obliczy¢é wspdtczynniki i wyrazy wolne

uktadu rownan metody przemieszczen

}T

4m

4m

o

4m
4m

4
[, 3m |, 3m l, 3m -
A r r r

Dane do obliczen: F =8 kN; g = 4 kN/m; n, =n,+n, =1+1=1
M =20 kN m; ks = 8 EI/m?
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamietac, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = 9, = 0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy ¢; = ¢@; = ; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe

odczytujemy z tablic, pami¢tajac, ze dla przyjetych elementOw momenty prawoskretne sg
dodatnie.

El =const
:| [ N
o M, | m ) M,
V, Vil L v i Vi
2 R ]
M, =—qI’ /12 q M, =qL /12
le; =q 172 guuuluuulula; Fjr =—q L/2
Ril\:ﬂﬁm Feon, AIN [ m-(3m) ’
- - N/ m-(3m)”
x‘D‘M"fI 5 M =—ql*/12=—- > =—3kN-m,
_" .
\I A :\chp F [y
k. T/ 4 2
) AN /m-(3m
M? =ql*/12= (3m) =3kN - m,

P=q-3m/2

i

B=q-3m/2

\

Mt

fé:\I_c:

Dane do obliczen: F =8 kN; g =4 kN/m;
M =20 kN m; k5 = 8 EI/m?
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamietac, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = 9, = 0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy ¢; = ¢@; = ; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pami¢tajac, ze dla przyjetych elementOw momenty prawoskretne sg

dodatnie. = .
. 3 =cons |
? My | w3 E Ju i M,
v, vii‘FiL—-j, Vji=0 !
M. =-3FL/8 F
i N L/2 L/2 M _=-FL/8
T e 2
P=M/6m P=M/6m CREN -
. 4y O M? :_31?;;3:_@:—15&%’-3”‘
N © s
Mia :\I:C-XP!:F - ]
R M2 = —FL /8= __sinom,

P=q-3m/2

B=q-3m/2

\

=F/2
Mc1

A

Mt

Dane do obliczen: F =8 kN; g =4 kN/m;
M =20 kN m; k5 = 8 EI/m?

‘% Politechnika Wroctawska




Cwiczenia audytoryjne nr 3

Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamietac, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = 9, = 0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy ¢; = ¢@; = ; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pami¢tajac, ze dla przyjetych elementOw momenty prawoskretne sg

dodatnie.
El =const
? M, M iK g i) V
7 v. F L o \.r‘.l'."'lji= 0 Ji
i ijf v
M, =M/8 M
J—L2—g L2 Vi=-(9/8M/L
v, =—(9/8)M /L 3
P=M/6m P=M/6m FAEN
; 24kN -m
M ¢ O MI=-M/8=- =—3kN -m,
O, ©
Mia Mi C)"P —F/2 o o o
X e My = Mz =Mz, =0.

P=q-3m/2

B=q-3m/2

\

=F/2
Mc1

A

Mt

Dane do obliczen: F =8 kN; g =4 kN/m;
M =20 kN m; k5 = 8 El/m?

‘% Politechnika Wroctawska




Cwiczenia audytoryjne nr 3

Rozwigzanie uktadu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamietac, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg roztgcznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy ¢, = 9, = 0, co oznacza, ze do wzordw transformacyjnych
podstawiamy ¢; = ¢@; = ; = 0. Dla przyjetych elementow wzory na momenty weztowe
odczytujemy z tablic, pami¢tajac, ze dla przyjetych elementOw momenty prawoskretne sg
dodatnie.

_AkN /m-(3m)’

M? =ql* /12 =3kN-m,
M2 =-3FL/8= —@ = —15kN-m,
M2 = —FL /8= 5" _inrom,

/X 8
QAN -
MS=—M/8 =—‘4k‘; " — 35N -m.

o o o
4”21 = J.M:B = J.MB: = [:I.
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obciazenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢ = ¢; =1, 6= ¢, =0
oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzorOw w postaci:

El, .
Mllj :—“(au " +b1j '(le)’
,
El .
M}lztlj(ajf(pjl_l_bjl'q)lj)'

j

M, =

if

(a @ +b . —c. -y, ]+M‘,‘ﬂ,
! ! i ] i ) i

] ({IU ' WU T 'brx Py CU ' wu ]+ ’M‘: »
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obciazenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢ = ¢; =1, 6= ¢, =0
oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wig¢c ze wzordw w postaci:

. El, Momenty wezlowe wynosza:
Mlj :?(aij.q)lj—l_blj.q)jl)’ 1 Efli
] Mu - (Hli ('pli+bLi q}il)
1 E|1j( b ) L,
M = @, +0 0 EI
i Llj Jl g ik M_lal = I = (H.al Q4 +E"_11 0, ) =
S & 41
ETl
Mllc —< (ﬂlf @ +by - (Pr:l)
L

EIl. . .
Mrr_l“l = i{am Qe +bey '¢'1CJ=
L

, ET,

ﬂnm Mll_ .5":.12 ( q}l +bl q}l)
El,

lel_ (‘71'1[}14'51%)
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obciazenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢ = ¢; =1, 6= ¢, =0
oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wig¢c ze wzordw w postaci:

i ] a; a; | by=b; Momenty wezlowe wynosza:
— ET
4 4 2 Mia_Lli(ﬁla @, +by, - (Pal)
— 3| 0 0 L
ET
I—" 1 1 -1 M_lalz L_il(n_al'(p_al+b_al'(pl_a:':
A1
a
— 0 0 0 Ml = EIIC(H 0. +b. 0 }
: : 0 0 0 _ 10 L. 10 "Wie Ve "Wer

EIl. . .
Mrr_l“l = i{”m @y + by 0 ]:
L

El,
M. = +
ﬂbbu 12 .5":.12 ( q}l Z”l ('p' 1}
El,
lel_ (“1@"1"‘51%}
L,
M, =M, =0
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od pierwszego stanu rotacyjnego

W tym stanie obcigzenia do wzordow transformacyjnych podstawiamy ¢, =

oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wig¢c ze wzordw w postaci:

Wykres momentow M! w El/m.

£

¢j=1,6=9,=0
Momenty wezlowe wynosza:
Mﬁi_’i*(qi O +b,-0,)= ;i‘r(:t 1+2-0)= if
S ORI e
M, = f;f(alf Qe +h -0y )= ‘;;:(11 1-0)= ;f
M,,_ll=%(am-qnfl+z:ac1-@10)=%(1-0—1-1)=—%%.
Mlgzi (G- @p +b,-0,)= ;iu 1+3-0) = ;f
lelzii:(an-(p21+bzl-(pu):Eji:r(4-[}+ﬂ):[}
M, = M, =0.
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

W tym stanie do wzorow transformacyjnych podstawiamy: ¢; = 0, katy obrotu cigciw pretow
y;; okre$lone po wymuszeniu przemieszczenia 9, = 1 oraz uwzglgdniamy brak obcigzenia danego.

Korzystamy wigc ze wzorOw w postaci:

LG«

EI, EI,
Mj =~ ,;b & V- Mj; =~ ,;b i Vi

if if

W celu wyznaczenia szukanych katow obrotu
cigciw pretow rozpatrywany jest przegubowy
model  uklady z  dodanymi  wigzami
translacyjnymi oraz wymuszane jest przesuniecie
0 wartosci 1 w miejscu i na kierunku dodanej
wiezi l. Aby wyznaczy¢ szukane
przemieszczenia oraz katy obrotu cigciw pretow

sporzadzany jest biegunowy plan przesunigé
obroconych.
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

W tym stanie do wzorow transformacyjnych podstawiamy: ¢; = 0, katy obrotu cigciw pretow
y;; okre$lone po wymuszeniu przemieszczenia 9, = 1 oraz uwzglgdniamy brak obcigzenia danego.
Korzystamy wigc ze wzorOw w postaci:

LG«
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

a) b)
B=B'=B"" ABC12, N
BII’CII i P \\
\ e
N\ P / P
3. g2 AT
2I Q \V4 Aﬁp \‘
| -8 — 1 3;
oI o ©
, I /5
: ey - /8
A'VE
| R

Wartosci wzajemnych

5
ﬂg_A _ |1HAH| — _E’

Ae=11"¢C"] =0,

3
df = |1"m2" = -,
12 | | 8

dhy = 2'B"| = 2,
2

przesunie¢ koncow pretéw wynosza:

Katy obrotow cieciw
. wynoszg (v; ==L):
I_ﬁ
5
r A, 8 1
pi=—== S
L, m Sm
;A 0
Vie = —==—=0
L. 35m
3
r AL 08 1
yp=—r= 8 _
L, om lém
1
A 2 1
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

5
EI EI C2
M:::_ LL Cﬁf Wf” M;".:_L—ch';-w;' i_.;,r‘r =I&i'i = 8 =— 1 . . -
i i THUL, smo osm | d J_|Gi=ath;
Lo : | |
B=B=B" yl 2B _ 9 g 0
Ve =——"=_-_=Y
3
0
0
0
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

, K, . EI, o2
M, =——=c¢;-W,, M, =——c; ;. 1A, 8 1
o L” o o o L” o o i_,‘l‘"r]_i _ _ fre— .
! ! L, 5m 8m
] (1] ‘-r ﬂ‘{':‘ ﬂ

ET 2ET 1 3 EI
:MIJ:_J.CJ . S == 6(__1:__""'
- . L, A IP{ Sm 8m ) 10 m”
EI EI
1
M :—L—m-cw '“’{C :_E'U'G =0,
1C
EI, EI
- Elo o g EL 1 LE
) L, ) 6m 16m 32 m”
El. ET.
MI:__HCr j MI:__UC#' W{ M:'rlzﬂq
z."r’ L;f . .
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

ABC.12
g

Lo

Zmiana dlugosci wiezi sprezystej: ALL =1

; EI El
Sila w wiezi sprezystej: Sy =k Mi - 8; 1= 8;
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Rozwigzanie uktadu podstawowego od stanu translacyjnego

Momenty wezlowe w ukladzie podstawowym od przemieszczenia &y wynosza:

M.J;IZMIZZ_#'CAI'“"{.{:_ -6-[——1:__:1
L, Sm Smi 10 m
Mic = Mg, =~ L—IC e Ve ——5— .0-0=0,
4 Ta il
~ —| 3
-'§ I M{I - _ .. C ]\IJJ_'I _ Ejr ]_ _ LE_{H
| . 7 2T ﬁm lﬁm 32 m
N e — - 12

Mirl =0,
M:J'TE :Méj =0.

'0./

Wrykres momentow M w El/m?.
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Postac ogdlna uktadu rownan metody przemieszczen

4m

L

4m

-kll?

.
.'Fw,l

}.’(”?

k

13
ngl

K, K,
B Kii‘ﬂ"Krﬁ

k

ln, ?

]
nng,

5
I.li‘ﬁ

R ?

kl! *

m,f

'I:H ?

med *

[

Lng

MM 5

i

et
mgng ? |

5! k.fl}
5.1{,1- J':"!r‘.,-ﬂ

}=K-:’+K#=U

k,=YM! +k? =Ya, -EJ, /L, +k!
J i

ky =2 M] =

i

i

i

e, B, /L, ]

k=3 M

ko= M

k=) M —M!
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Obliczenie wspotczynnikow uktadu réownan

ET ET ET EI

— 1 — Al 1 1 _ _
k= ZMU +kf =M, + M, + M, +kf _0,5¥+l,6¥+0,2¥_2?3;?
J

EI EI El

I I I T

ki :Z M, =M+ M, + M, :—050313F+U,3F+0:{]:3313F5
j

k, = ZMEI —M =M + M, + M, =-3kN -m+3kN-m—15kN-m=—15kN -m,
-

]
- N
> - \
/]5 Py

Wykres momentow A w El/m. Wykres momentow M w EI/m?. Wykres momentéw M? w EN-m.



Cwiczenia audytoryjne nr 3

Postac ogdlna uktadu rownan metody przemieszczen
-kur ek Kips km.{ P kg

ln, ?

k!r{,f s Jﬁ"'rr*_,r:ﬂ,- Igﬂlrr*_1 k!r{,ﬂ

, e .
n,l g,

ko ok kye ok, 4, ko

4m

{) @ _k.'il_.; 12 o knﬂ-.lir;r 3 k!r‘,-.f 3 o k.l':l‘-,-.lil.; ? é;nﬂ- k!r‘fﬂ

K_K,||o® K,
= " "L T+ " |=Kz24K, =0
Kﬁ{'?"Kr’i?F A Kai}

kw = _Z{Mf: + M:f ) ' *.-‘5"': = _Zcﬁ ] EJ-’! /Lfr 'wir.: '

i

L

4m

kyp =~ (ML + M0y + SR -ALL ALY =

=>d; EJ,[L v -w]+3k] AL -AL7,
Ij %
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Cwiczenia audytoryjne nr 3
Obliczenie wspotczynnikow uktadu réownan
k== (M + M, )y =—( My, + My, Jyny — (M, + My, )y, — (Mo + Mgy )y —( Myz + My, )y =

:—[O,SngOJ : [1,6E +058£J-[—LJ—[O,2£—O,2E]-(0)—(0+0)-(0):0j3313E{
i 16m m m 8m i m -
kyp == (M + M )y + D k-8 87 = (M, + My iy, —( M, + MYy Yy, — (M. + M, vy —

m

ET ET ET 1
—(zbff3+i'vf§2)w53+k5-51-5I:[—0,0313—24—0}——[0,3—24—0,3—2}-[——}—(0+0)-(0)—
m 16m m m 8m
EI EI 5
—(0+0)-(0)+8—3-1-1:8,0770—3, . AL T3 1
m m Yly=—t ==
L, 5m 8m
3
ul*r _Ap zizi_
L om 1om
1
s 2 1

B=B'=B"

'3.}(

Rys. 5.3.2. Wykres momentow M w EI/m-.

Rys. 5.2.1. Wykres momentow M w El/m.

C=C'=C
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Postac ogdlna uktadu rownan metody przemieszczen
[ k]-l » -

4m

v

4m

.
.'Fw,l

=

k

13
ngl

o ?

kr.r.F

k ey

k

ln, ?

Kips km,{ P

iy ? k!r{,f 3 o Jﬁ"'rr*_,r:ﬂ,- Igﬂlrr*_1 + k!r{,ﬂ
Ing,* 'I:H s 7 k Ing "51 k I
R ? med * k.l':l‘-,-.lil.; ?_ _é;n | _k!r‘fﬂ i

K_K,||o® K,
= " "L T+ " |=Kz24K, =0
K Krﬁ ﬂ' Kai}

=X M M) - T F
i

=Y (M M)y + Yk AL ALY
if ¥

if

ko == (M + M)y + 3 k) -ALY ALY
i if 5

£
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Cwiczenia audytoryjne nr 3
Obliczenie wspotczynnikow uktadu réownan

k,, :_Z(MT +1’l{;.)w{ _ZPP "5; :_(Mz +M§1)wfz _(MA +Mjl)w1{4 _(Mrloi“ +M1)wf‘“ B
- P

b
if

_(MEOB +M§2 )WEIB —h '51! e '5; _PB,“. 53I _PsT '5;:_ _P4=_ 54I _BtT 54{ — B '551 —F; '55 =

:—(—3W'!J?+0)L—(3—]CN'H?+3}1CN'.'.'i-')'(—L]—(—15}1{’.3\’?'I??—3W-!.’?)-(0)—(0 +0)-(0)—

16m 8m
3 1 3 1 3 3
—3IiN-0-3/kN-| —— |-3,2kN-| —— |-2,4kN -| — |-3.2kN | —= | -2, 4kN -| — |—4kN -| — |-
8 2 8 2 8 8
—4kN -0=8,9375kN. 5
s/=0. &=-2 yl=buo 81
L 2 g 4L, 5;?: 8m
8; :—lq ai :_l., i;_)rl‘rzzﬁh :i:i
’ 2 : 2 L, o6m 1l6m
: 1
S T
3 ¥ L, 4m  8m iiad
81 =3 55=0 i
¥%p
3 #73
gl=-=, &8l=0 '
3 3 Y VAN 2}' APG

C=C'=C

”// ‘% Polita'ni
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Szczegdétowa postac uktadu rdwnan metody przemieszczen

23 " +0,3313E2-5I —15KN -m=0

m i

0,,3313E—{-r;91 +3,0??OE—{-§I +8.9375kN =0
m- i

2 3
0, =6,6770" 2" 5, =—1,3287°
EI EI
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Obliczenie momentdéw brzegowych i sit w wieziach sprezystych

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac z zasady superpozycji na podstawie wzoru:

M; =M; @ +M; -6, + M

ij ij ?

M, @ M, % M M,
Pret Punkt EI kN - m* EI kN -m’ J J
P 77 o e KN -m kN -m
A A 0.8 0.3 23,0 1,9430
1 1.6 0.3 3.0 13,2846 |
c 1 0,2 0 -15,0 -13,6646
C -0,2 6.6770 0 _1.3287 -5,0 -6,3354
1 1 0,5 20,0313 23,0 0,3800
2 0 0 0 0
2 0 0 0 0
2B B 0 0 0 0
Sila wiezi sprezystej:
s, =575, =8 ZL (C1.3287) " __10.6296kv
m° EI

2]
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzadzenie wykresow

Sity tngce okreslamy korzystajgc ze statycznych rownan rownowagi elementow Ne: &
(pretow) przy wyznaczonych juz momentach brzegowych z uwzglednieniem "
obcigzenia zewnetrznego na elementach. Sity osiowe wyznaczamy ze statycznych -
rOwnan rownowagi wycietych weztow z uwzglednieniem juz wyznaczonych

4m

brzegowych sit tngcych oraz obcigzen dziatajacych w weztach. W tym celu =
uktad dzielimy na prety 1 wezty, obcigzajac wydzielone elementy .
obcigzeniem danym i na brzegach sitami brzegowymi. N ¥

*\' 3

N
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzadzenie wykresow
Pret 1-2

> M, = My, = M+V,,-6m=|0,3800-24+V,, -6 [kN-m=0=>V, =3,936" "~

SV =V, Vi =[ Vi, ~3.9456 | kN = 0= W5, = 3,9367kN Niz, ' N

s Vi
S N=N, N, =0=N,, =N,,. l 1 [
, m .

Pret 1-C
> Me =M+ Mgy +Vie-Sm—F-2.5m =] ~13.6646 —6.3354 + V. -5-8-2.5 [kN -m=0=>;, =8kN.
Y M, =M +Mq +F-2.5m=[-13.6646—6.3354 +8-2.5|kN - m =0.
D N=Ni-Ne=0=Ng =N

Pret 1-A
ZJMA =M, +M +V, -Sm+g-3m-I,Sm:[1,9430+13,2846+F’1A -5 +4-3-1,5]kN-m =0=> V], =—6,6455kN,
vafl =M, +M ,+V,-dm—q-3m-1,5m :[1,9430+13,2846+VA1 -5 —4-3-1,5]?{N-m =0=V, =0,5545kN,
Z:}"f:j"tfﬁ1 — N, +q-3m-0.8=0=>N =N, ,—4kN /m-3m-0,8

4\ ‘.. 4
40




Cwiczenia audytoryjne nr 3
Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzadzenie wykresow

Wezel 2
> M, =M, +M,;0=[0+0]kN-m=0.
Y X =Vy5+ Ny =[0+ N, [kN =0= N, =0. 4NIB
DY =Vy +Nyy =[3.9367+Ny; [kN =0=> N,; =—3.936TkN.
Z trzeciego rownania dla preta 2-B N, = N,, =—3,9367kN.
Z trzeciego rownania dla preta 1-2 N, = N,, =0.

Wezel 1
> M, =M,y + M, + M, =0,3800+13,2846 + (13,6646 |V -m =0,
> X =Ny+N-0.6-V-0.8-N,-0.6-V,-0.8=|0+N,;-0.6—8kN -0.8—N,,-0,6—(—6,6455)-0.8 [kN =0
Y=V, + N -0.8+V,-0.6+N,,-0.6-V,-0.6=|-3,9367+N,; -0.8+8iN-0,6+ N, ,-0,8—(—6.6455)-0.6 [N

— N,,=-8,8555kN,  N,, =—7,0495kN
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Cwiczenia audytoryjne nr 3
Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzadzenie wykresow

Na2 4 Obliczenie momentow zginajacych
Y My, =My =1.9430kN -m,
g M, =—M, =-13.2846kN -m
-.;-A_l: M:g."}i':lf_" = MIC :_].31 6646&:{” " ;I?li.‘
- ' B M:g."ﬂ:f_"l :_MCI = 6'3354
N M:g.‘ﬂ:Jl:MH:G
JNB
- Vi M. =M, =16034kN -m = 0,3800kN - m,
o Nu N "_I#::; o
@ i Vv " b M:g:’njl :MBJ =0

E-m:l. | M:g:'}r:JB = _MJB =0,

L5
Mg =My +V,-2.5m—q-1.5m =2 =[1.9430+0,5545-2.5m—4-1.5-0.75 kN -m =—11708kN - m

M-::::M =—V, -3m=-3,9367kN -3m=—-11,8100kN -m
Mé,m =—Vy -3m+ M =-3,9367kN -3m + 24kN -m =12,1900kN - m
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Obliczenie sit osiowych i thacych oraz sporzagdzenie wykresow
a) b) Obliczenie momentow zginajacych

M

zgin, 41 =

M, =1,9430kN -m,
M 14 =—M,, =—13,2846kN -m

M. g0 = My =—1 3,6646KN - m,

M:gfﬂ:f_"l = _MCI =6,3354
M:gm:ll = le =0

_':“:'_':L'l?

M_.gf-”:u =M, = 1.6034kN -m = 0,3800kN - m,
ngm:sz =Mz =0
M:gi}r:EB = _MEB =0,

115
M_—gm:s =My +V,-2,5m—qg-1.5m-— m_

-3.9367 2
=[1,9430+0,5545-2,5m—4-15-0,75]kN -m =
=—11708kN -m

M., . ==V, -3m=—3,936TkN -3m = —11,8100kN - m
ML, . =—Vy, -3m+ M =—3,936TkN - 3m + 24kN -m =12,1900kN - m
Wykres a) momentéw zginajacych Mw &\, b) sit tngeych V'w &Y, @ Politechnika Wroctawska

c) sit osiowych N w kY



Cwiczenia audytoryjne nr 3

Kontrola kinematyczna rozwigzania

Kontrola kinematycznej dopuszczalnosci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
Kierunkach przecietych wiezi. W tym celu dobierany jest uklad podstawowy metody sit.
Wartosci obliczonych przemieszczen musza by¢ takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia
uktadu. Poniewaz dany uktad jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalny dobrano uktad
podstawowy przecinajac trzy wigzi podporowe. Przemieszczenia obliczane sg za pomocg wzoru

M'-MF S!Sk
A =j = dx+zk—

n n

¥ W

ZET

-y




Cwiczenia audytoryjne nr 3

Kontrola kinematyczna rozwigzania

» °

a)

L
=

Rys. 8.2. a) Uklad podstawowy metody sil obcigzony sita jednostkowa X; = 1, b) wykres
momentéw zginajacych M’ ¢) Wykres momentow zginaiacych M w kV-m,

Sila w wiezi sprezystej: S j =

M st s
Ay = j dHY‘ 6:;}[1-1.94301;&-'- m+4-1-(~1,1708) kN - m +1-(—13,3846) kN - m]

F‘f

2
+ 5;:[1 (~13,6646)kN -m +4-1-(=3.6646)kN -m +1-(~6.3354)kN -m] +

42 0-(~10.6296) kN
= 5”’;[1 (=6.3354)KN -1 +4-1-(=6.3354)kN -m +1- (~6,3354)kN -] + ( - )
8—

TH
45 USRI '¢- |




Cwiczenia audytoryjne nr 3

Kontrola kinematyczna rozwigzania

a) b) c)

y

\Xj ’f—:’.'z‘;l el
Uktad podstawofvy metody sit obcigzony sit:z; | jednostkowsg X, = 1, b) wykres o
momentow zginajacych M* wm ¢) Wykres momentow zginajacych M w kN-m,
ﬂ?: IJ.MF o2 'SF
D= [+ 2P M T Gy 1 9430KN m +4- 2,4+ (~L1708 ) kN -m +0-(~13.3846 ) kN -m | +
- EI <k, 6-2EI
(-0.6)-(-10.6296)kN _
EI B
8—
i
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Kontrola kinematyczna rozwigzania
a) b)

sz c)
y

£

Ry.s. 8.4. a) Uklad podstaw.owy metody sil obecigzony éitq jednostkows X5 = 1, b) wykres Y
momentow zginajacych A° wm ¢) Wykres momentow zginaiacych Mw kN-m,

Sila w wiezi sprezystej: S. =0

M -MT S;.sT s
3F=j—d1:+z "k . =% fiﬁf[gm-l.943ﬂh"~,"-m+4-?.5m-[—1.1?i]3]k-"~"-m+6m-[—13.3846]5.:-"#’-&1]
+ 3m [6m-ﬂ.33ﬂﬂﬁ;ﬁ"-m+4-4.5m-6.235Gh‘~."-m+3m-lE.lQﬂﬂkN-m]+
6-EI
3 0-(—10,6296) kN
+—" [ 6m-(~11,8100)kN -m +4-4.5m -(=5,905 ) KN - m+3m-OkN -m | + [ K _,
6-EI g EL
3
m
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Metoda przemieszczen — zbudowac uktad podstawowy metody

przemieszczen
S i

RRNNY

==

N
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Cwiczenia audytoryjne nr 3

Metoda przemieszczen — zbudowac uktad podstawowy metody
przemieszczen

" e
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