Wyktad nr 5

ROZWIAZYWANIE PEASKICH UKEADOW PRETOWYCH STATYCZNIE

NIEWYZNACZALNYCH METODA SIL

Definicje:

1. Ustroje statycznie niewyznaczalne (hiperstatyczne)
Ustroje statycznie niewyznaczalne to takie ustroje geometrycznie niezmienne, ktérych nie mozna
rozwigzac (sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych) korzystajgc jedynie z warunkéw réwnowagi sit (jak to
miato miejsce w ukfadach statycznie wyznaczalnych. Ustroje tego typu majg wiecej wiezi niz wiezi

zapewniajgcych ustrojowi geometryczng niezmiennosc.

Przyktady uktaddéw statycznie niewyznaczalnych SN:
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(3 réwnania rownowagi globalnej, 1
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Podstawowe cechy uktaddow statycznie niewyznaczalnych
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w-wezly, r-reakcje,p-prety
p+r=14 —niewiadomych
2w=12- réwnan réwnowagi

e Wartosci sit przekrojowych w uktadach statycznie niewyznaczalnych zalezg od sztywnosci

elementow (charakterystyk materiatowych i geometrycznych przekrojow) z jakich sktada
sie uktad, w przeciwienstwie do uktadéw statycznie wyznaczalnych.

e W ustrojach statycznie niewyznaczalnych mogg powstac sity wewnetrzne (stany samo-
zrbwnowazone) bez udziatu obcigzen czynnych. Czynnikami wywotujgcymi sity

wewnetrzne moga by¢ tzw. czynniki niemechaniczne: wptywy temperatury, osiadanie

podpdr, btedy montazu.

e W ustrojach statycznie niewyznaczalnych rozwigzan statycznie dopuszczalnych moze by¢

nieskonczenie wiele.

2. Wiezi konieczne i warunkowe

Wiezig konieczng nazywa sie wiez, ktérej przeciecie powoduje przeksztatcenie ustroju w mechanizm w
ustréj geometrycznie zmienny GZ. Uktady statycznie wyznaczalne SW majg jedynie wiezi konieczne.
Reakcje w wieziach koniecznych wyznacza sie z warunkéw réwnowagi sit.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Wiezig warunkowg nazywa sie wiez, ktdrej przeciecie nie powoduje utraty geometrycznej niezmiennosci
GN ukfadu. Reakcje w wieziach warunkowych wyznacza sie z dodatkowych rdwnan (nie z réwnan
rownowagi sit), ktére wynikaja z przyjetej metody analizy konstrukcji.

rrrt-

K — wiez konieczna (bez kazdej z zaznaczonych wiezi K uktad miatby swobode ruchu, bytby GZ)

3. Stopien statycznej niewyznaczalnosci (ny)
Stopien statycznej niewyznaczalnosci jest rowny liczbie dodatkowych rownan, ktdore wraz z liczbg
réwnan réwnowagi sit umozliwiajg wyznaczenie wszystkich niewiadomych wielkosci statycznych (reakcji
i sit przekrojowych) w uktadzie statycznie niewyznaczalnym SN i geometrycznie niezmiennym GN.
Stopien statycznej niewyznaczalnosci jest rowny liczbie wiezi warunkowych, ktére nalezatoby przecigc
aby ustrdj statycznie niewyznaczalny SN przeksztatci¢ w ustréj statycznie wyznaczalny SW.

Wzory okreslajgce ny,:

n, =e—3t e-liczba wiezi elementarnych,
t-liczba tarcz tworzacych kontur otwarty
np=p+r—2w 2w-liczba mozliwych réwnan réwnowagi wynikajaca z faktu, ze w kazdym wezle
jest zbiezny uktad sit (rGwnanie zerowania momentdw jest spetnione
tozsamosciowo).

p + r —liczba niewiadomych wielkosci statycznych sit osiowych w pretach (p) i

reakcji (r).
Przykfad 1. Przyktad 2.a Przyktad 2.b
———— T 6:3 N
e=3 y ’ " | \‘ l‘l‘".
| - t=1 _ e=3 ) i
| = =1 | A\ |
e=3 e=2 e=3 e=2 e=3 e=2
n,=e—3t=12-3%3 =3 n, = e — 3t =8-3*1=5 n, = e — 3t =11-3*2=5
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 3.
E p=11, w=6, r=4
n,=p+r—-2w=11+4-2+6=3
lub
€zewnetrzne = 4 €wewnetrzne = 2
€ = €zewnetrzne T €wewnetrzne = 6, t =1
n,=e—3t=6-3x1=3

Uktad 3 krotnie SN, 2 krotnie wewnetrznie SN i 1
krotnie zewnetrznie SN

UWAGI:
Aby méc rozwigzaé w zakresie sit wewnetrznych uktad SN i GN nalezy wyznaczy¢ dodatkowych n,
rownan, ktére wraz z réwnaniami réwnowagi sit pozwolg wyznaczy¢ wszystkie niewiadome sity statyczne.

Sposéb definiowania tych dodatkowych ny réwnani uzalezniony jest od wyboru metody analizy uktadu
statycznie niewyznaczalnego.

W metodzie sit sposob definiowania dodatkowych ny, réwnan bedzie miat charakter kinematyczny
(geometryczny).

Metoda sit —idea metody

Metoda sit - stuzy do bezposredniego wyznaczania sit w nadliczbowych wieziach warunkowych konstrukgji.
Umozliwia otrzymanie wykresow sit przekrojowych w uktadach statycznie niewyznaczalnych.

Chcac rozwigzac¢ ukfad statycznie niewyznaczalny (wyznaczy¢ wykresy M, T, N) dla uktadu
przedstawionego na Rys. 1 nalezy:
Uktad rzeczywisty

q . - o
IR,

GNiSN
Rys. 1

1. Okresli¢ stopien statycznej niewyznaczalnosci ny, ( okreslié liczbe nadliczbowych wigzi
warunkowych). Dzieki czemu wiemy ile sit nalezy wyznaczac korzystajgc z dodatkowych rdwnan poza

rownaniami rownowagi sit.
n,=e—3t=6—-3%1=3
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(* w tym przypadku dowolne 3 wiezi, ktére sg niezbiezne sg konieczne, a pozostate sg warunkowe)

2. Utworzyc uktad zastepczy (tzw. uktad podstawowy metody sit)

Pozbawia sie uktad rzeczywisty wszystkich nadliczbowych n;, wiezi, tak by po przecieciu tych
wiezi uktad pozostat geometrycznie niezmienny GN. Jezeli przetniemy doktadnie n; wiezi to
uktad zastepczy bedzie takze statycznie wyznaczalny SW.

(* Nie jest wymogiem, ze uktad podstawowy metody sit musi byé SW, ale innego nie potrafimy
rozwigzac stad tworzy sie uktad SW.)

(* Mozna przecinad nie tylko wiezi zewnetrzne ale réwniez i wewnetrzne.)

W miejsce przecietych wiezi wprowadza sie niewiadome sity uogélnione tzw. sity hiperstatyczne,
oznaczone jako X; , i = {1, ...ny}, ktore zastepuja oddziatywanie przecietej wiezi na obydwie
czesci taczonych przez wiez elementéw konstrukcji. Po dwie rdwnowazgce sity w celu
zapewnienia stanu réwnowagi kazdego przecietego elementu.

(*W miejsce kazdej wiezi uniemozliwiajgcej przesuw wprowadzamy site skupiong, a w miejsce
kazdej wiezi uniemozliwiajgcej obrét wprowadzamy moment.)

Celem metody sit jest wyznaczenie wartosci tych niewiadomych sit hiperstatycznych X;.

Sity hiperstatyczne traktowane sg jako dodatkowe obcigzenie zewnetrzne.

Uktad zastepczy
NN AN (podstawowy)

GNisSw
W miejscu i na kierunku przecietej wiezi pojawiajg sie mozliwe przemieszczenia Ei ,i =
{1, ...ny}, ktére wywotane sg tymi nadliczbowymi sitami hiperstatycznymi X; traktowanymi jako
obcigzenie oraz wywotane sg zadanym obcigzeniem czynnym jakie wystepuje w ukfadzie
rzeczywistym.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

A=Ay + Dy, + Dy, +D1p

ézz éul +92x2 +92x3 +éZF

Dz3=Azy, + 35, T A3, +03F
gdzie:

A; xj —przemieszczenie w uktadzie zastepczym w miejscu i na kierunku i-tej sity
hiperstatycznej wywotane dziataniem j-tej sity hiperstatycznej X;.

A; p —przemieszczenie w uktadzie zastepczym w miejscu i na kierunku i-tej sity
hiperstatycznej wywotane dziataniem obcigzenia czynnego F.

e Jezeli potraktuje sig, ze wartosc sity sg jednostkowe X; = 1k to przemieszczenie ( A; %] )w
miejscu i na kierunku i-tej sity hiperstatycznej wywotane nieznang sitg X; mozna zapisac jako
A; ;= 6i;X;

8;j-jest to przemieszczenie w ukfadzie zastgpczym (podstawowym) w miejscu i na kierunku i-tej
sity hiperstatycznej wywotane jednostkowg wartoscig j-tej sity hiperstatyczne;j.

Stad przemieszczenia A; mozna zapisac :

Np
Ei= z 6UX] + Ei F
j=1

§1= 811Xy + 612X + 813X3 + §1F
éz= 621 X1 + 622X, + 653X3 + éz F
Az= 831X1 + 832X + G33X5 + Asp

) »
et X ) 4
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

3. Zbudowac uktad rownan metody sif, z ktérego wylicza sie wartoéci nadliczbowych sit
hiperstatycznych X;.

e Aby wyznaczy¢ wartosci sit hiperstatycznych X; nalezy zastosowac warunek zgodnosci
przemieszczen i odksztatcen miedzy uktadem rzeczywistym, a uktadem zastepczym
(podstawowym), czyli nalezy postulowac, by przemieszczenia w uktadzie zastepczym w miejscu i
na kierunku przecietych wiezi 4; ,i = {1, ...n,}, byly takie same jak w uktadzie rzeczywistym A;
,i={1,..n,}.

A= A
Zapewnia sie w ten sposdb identycznos$¢ przemieszczen wszystkich punktéw miedzy uktadem
podstawowym i rzeczywistym.

e Przemieszenia w uktadzie rzeczywistym A; sg przemieszczeniami w miejscu i na kierunku
istniejgcych wiezi, stad kazde z tych przemieszczerh musi réwnac sie zero A; = 0,i = {1, ...ny}.

AN P A,=0

*uwaga

Wiezi sprezyste majg mozliwosé przemieszczenia, jednak 4A; interpretuje sie jako
przemieszenie wzgledne miedzy przemieszczeniem jednego konca przecietej wiezi a
przemieszczeniem drugiego koica przecietej wiezi, dlatego tez przy podporach sprezystych
takze te rzeczywiste przemieszczenia sg réwne zero A; = 0.

j q A=q,~q, =0 I ¢ 94,74
9474 l é é

e Ogodlna postac liniowego uktadu réwnan metody sit (warunkowy uktad rdwnan metody sit, gdyz
rownania wynikajg z warunku ciggtosci konstrukcji, czyli ograniczer jakie naktada sie na
przemieszczenia konstrukcji w miejscu i na kierunku przecietych wiezi warunkowych
A;= A;) ma postac:

Nalezy wyznaczy¢ takie wartosci sit nadliczbowych X; aby odksztatcenia i
przemieszczenia w ukfadzie podstawowym w miejscu i na kierunku przecietych
wiezi byty takie jak w uktadzie rzeczywistym.
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4.

6.

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

W ten sposdb uzyskuje sie n; dodatkowych réwnan o charakterze przemieszczeniowym
(kinematycznym), ktére wraz z réwnaniami réwnowagi umozliwig wyznaczenie wszystkich
niewiadomych reakcji w uktadzie statycznie niewyznaczalnym SN.

511X1 + 512X2 + 613X3 + Zl F— 0
621X1 + 621X2 + 623X3 + EZ F— 0
531X1 + 532X2 + 633X3 + 53 F— 0

(*Zapis macierzowy

811 -+ Oia)Xa] [Air
E ‘o, : XZ + AZF == 0
831 -+ O33llXs] A,

Macierze wspotczynnikow &;; jest macierzg podatnosci ,D” czyli macierzg, ktdra transformuje
zbior przemieszczen w zbidr sit. Jest symetryczna wzgledem gtéwnej przekatnej (wynika to z
twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen §;; = §j;))

Wyliczy¢ wspotczynniki uktadu rownan metody sit §;; czyli wyliczy¢ wartosci
przemieszczen w uktadzie zastepczym (podstawowym) statycznie wyznaczalnym SW w miejscu i
na kierunku i-tej sity hiperstatycznej wywotane jednostkowa wartoscia j-tej sity hiperstatycznej
oraz wyliczy¢ wyrazy wolne ukfadu réwnan metody sit A; » w oby przypadkach

korzystajac z Il sformutowania ZPP:
GJ

—i M/ _i kT’ Sin
fM—dx+ZfT—dx+ZfN—dx+ S k

i SE

Aip = fM dx+2f dx+ZfN—dx+ S k

(* nadkreslenie oznacza, ze odeW|edn|e wartosci wyllczane sg w uktadzie podstawowym SW)
(*Aby moc wyznaczy¢ szczegdtowa postac uktadu rownan metody sit, czyli wyliczy¢ odpowiednie
przemieszczenia nalezy sporzadzi¢ dla uktadu podstawowego wykresy sit przekrojowych od
obciazen jednostkowych X; = Ti oraz od obcigzenia zadanego.

Rozwigzac uktad rownan metody sif, czyli wyliczy¢ wartosci niewiadomych sit
hiperstatycznych X;.

Sporzadzi¢ wykresy sit przekrojowych w uktadzie rzeczywistym SN.
Po wyznaczeniu niewiadomych wartosci X; pozostate reakcje wylicza sie jedynie za pomoca
rownan réwnowagi sit, czyli rzeczywista konstrukcja na tym etapie jest SW.
Reakcje:
TNV F
YM;=0,>X=0)7Z=0

2 C*IKN C*1KkN = R{,R,,R;
7 “A*IKN

= ] A 77
S A*1KN B*1kN _ 7
7 ; ;
v, = b Sity przekrojowe

Lot g
B*1kN R = M’ T, N
i R, 1:\ ’
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktady dobru uktadu podstawowego metody sit:

Przyktad 1

A

n,=e—3t=1

Uktad podstawowy 1 Ukfad podstawowy 2 ZLE !!!

A\ JaY x, |,

~ A o~

\i: /T\\

GN i SW GEOMETRYCZNIE ZMIENN GZ -ZLE

Przyktad 2
P
np,=e— 3t=4
Uktad podstawowy 1 Ukfad podstawowy 2 ZLE !!!
g Xox, X, X,
{ X o }/f'\ r\tw?," $V\7]
. D, +’<~ \L\/ — u ‘\_;’M.\"V z

GNiSW GEOMETRYCZNIE ZMIENN GZ -ZLE
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. Wojciecha Glabisza

Przyktad 3
P
—
TR
np,=e— 3t=5
Uktad podstawowy 1. Uktad podstawowy 2.
X, X, X, x,
X, < ‘-F{,‘ S?f > X, V? 7
X,V ?\ X, | 4
joR
X
P 2
| —
™ 77/ X X, 7
GNiSW GNiSW
Przyktad 4
P
' E
oo
n,=e—3t=
Uktad podstawowy
GNisSw
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