Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza

Wyktad nr 2
TWIERDZENIE O WZAJEMNOSCI PRAC (twierdzenie Bettiego)
ORAZ TWIERDZENIA Z NIEGO WYNIKAJACE

Oznaczenia:
Ayj - przemieszczenie w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane stanem ,,j”
bij - przemieszczenie w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane jednostkowym obcigzeniem
zadanym w miejscu i na kierunku ,,j”
5} - przemieszczenie w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane jednostkowym przemieszczeniem
i
zadanym w miejscu i na kierunku ,,j”
R;j - reakcja w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane stanem ,,j”
Tij - reakcja w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane jednostkowym obcigzeniem zadanym w
miejscu i na kierunku ,,j”
rl-'j - reakcja w miejscu i na kierunku ,,i” wywotane jednostkowym przemieszczeniem zadanym
w miejscu i na kierunku ,,j”
*Uwaga:

Miejsce i kierunek ,i” w ktdrym definiowane jest przemieszczenie lub reakcja moze oznaczac
konkretne miejsce i kierunek ale réwniez sume okreslonych miejsc i kierunkéw reakgji i
przemieszczen np.:
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza

e Twierdzenie Bettiego:

Przyjmijmy dwa stany obcigzen i przemieszczen:

Stan "i

Stan ll]'"

» lezeli przymniemy, ze:
- stan "i" - jest stanem wirtualnych obcigzen i sit przekrojowych
- stan "j" — jest stanem rzeczywistych przemieszczen i odksztatcen

zasada prac przygotowanych przyjmie postac Il sformutowania.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza

> Jezeli przymniemy, ze:

nen

- stan "i" - jest stanem wirtualnych przemieszczen i odksztatcen

"nen

- stan "j" — jest stanem rzeczywistych obcigzen i sit przekrojowych

zasada prac przygotowanych przyjmie postac | sformutowania.
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> Jezeli uwzglednimy, ze obowigzujg odpowiednie zatozenia (
) wéwczas zaleznosci

wytrzymatosciowe miedzy odksztatceniami, a sitami wewnetrznymi przyjmag postac :
(zwigzki te wyprowadzono na wyktadzie nr 1.)

W stanie rzeczywistym:

Ado =ids; Adhzﬂds; Ads =£ds;
EIy GA EA

W stanie wirtualnym:

Adp = L gs; Adh = “T gs; Ads = X ds;
EL, GA EA

» Podstawiajgc zwigzki fizyczne do rownan (*) i (¥*) otrzymujemy:

* K

(*) ZP,U An]+Zle oy = fM—ds +fT —ds+fN N s

(**) B B y Ni
Zpkj Aki+szj Armj: f fN ﬁds
n m

Whiosek:

Prawe strony powyzszych réwnan sg identyczne stad lewe strony obu réwnan muszg
by¢ takze sobie rowne.

Zﬁni Anj +Zﬁmi Armjzzpkj Eki +Zij Ermi
n m k m

Twierdzenie Bettiego

Jezeli na ustrdj sprezysty dziatajg dwa niezalezne od siebie stany obcigzen
spetniajgce warunki réwnowagi, to praca obcigzen jednego ukfadu na
przemieszczeniach wywotanych drugim uktadem obcigzen jest réwna pracy
obcigzen drugiego uktadu na przemieszczeniach wywotanych pierwszym uktadem
obcigzen.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza
*Uwaga: Z uwagi na to, ze stan rzeczywisty jest szczegdlnym przypadkiem stanu

wirtualnego powyzsze réwnanie opisujgce twierdzenie Bettiego jest takze stuszne dla
dwéch réznych standw rzeczywistych.

Przyktady
a)
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Stan ,,i” Pli i le
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S . | . “ T =P3j A3;+Pyj Ay + Psj- A
~a 3i i si ¥ Arg . .
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e Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen (twierdzenie Maxwella)

- szczegdlny przypadek twierdzenia Bettiego
> Zatozenia ograniczajgce twierdzenie Bettiego
e W stanie,i” obcigzen i przemieszczenie:

- podpory nie ulegajg przesunieciom A

=0
Tmi
- dziatajg jedynie sity jednostkowe P,i =1,;
e W stanie,j” obcigzen i przemieszczenie:
- podpory nie ulegajg przesunieciom Arm,- =0
- dziatajg jedynie sity jednostkowe Ppj =1y
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> Przeksztatcenie twierdzenie Bettiego po przyjetych zatozeniach:

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza

D Pui Bug D Rt By = > Py B+ ) Ry By
n m k m

Ostatecznie:

anl An} Zpk] Akl

zlnl nj Zlk] 6’(1

8ij =

;i

Przemieszczenie w miejscu i na kierunku

Twierdzenie o wzajemnosci przemieszczen

i”  wywotane jednostkowym

III

obcigzeniem dziatajgcym w miejscu i na kierunku ,,j” jest rowne przemieszczeniu
w miejscu i na kierunku ,,j” wywotanym jednostkowym obcigzeniem dziatajgcym

w miejscu i na kierunku ,i”

Przyktady

a)

Stan i 1.

b)

Stan , i”
., 1, i 1,
1 2

lsj

14;-61; =158y

11i'51j+12i'52j:13j'63i

8ij = 0j;
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza

e Twierdzenie o wzajemnosci reakcji (twierdzenie Rayleigha)
- szczegdlny przypadek twierdzenia Bettiego

> Zatozenia ograniczajgce twierdzenie Bettiego
e W stanie ,i” obcigzen i przemieszczenie:
- obcigzenia stanowig jednostkowe osiadania podpoér A =1,
- sity obcigzajgce sg rowne zero P,i=0
e W stanie,j” obcigzen i przemieszczenie:
- obcigzenia stanowig jednostkowe osiadania podpoér Arm]. = lrm].
- sity obcigzajgce sg rowne zero Prj =0

» Przeksztatcenie twierdzenie Bettiego po przyjetych zatozeniach:

D Pui Buj 4 Rt By = > Py B+ ) Ry By
n m k m

ZRmi Armjzszj Arn

m m

Ostatecznie:

ro_
i = 1ij

Twierdzenie o wzajemnosci reakcji

Reakcja w miejscu i na kierunku ,j” wywotane jednostkowym przemieszczeniem
zadanym w miejscu i na kierunku ,,i” jest rowne reakcji w miejscu i na kierunku ,,i”
wywotanejjednostkowym przemieszczeniem zadanym w miejscu i na kierunku ,,j”.

Przyktady

4 —_— .
lrai 1y =1 134
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza
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e Twierdzenie o wzajemnosci reakcji i przemieszczen
- szczegolny przypadek twierdzenia Bettiego

> Zatozenia ograniczajgce twierdzenie Bettiego
e W stanie,i” obcigzen i przemieszczenie:
- podpory nie ulegaja przesunigciom A, =0
- dziatajg jedynie sity jednostkowe P, =1,;

e W stanie,j” obcigzen i przemieszczenie:

- obcigzenia stanowig jednostkowe osiadania podpér Arm]. = 1rm,-

- sity obcigzajgce sg rowne zero P =0

> Przeksztatcenie twierdzenie Bettiego po przyjetych zatozeniach:

ani Anj +2Rmi Arm];Zij Agi +Zij Ay i
n m k m
ani An] +2le Arm].=0
n m
ani Anjz_szi Aij
n m
Zlni Anjz_szi 1rmj
m

n

Zlni ;lj: _zrmi 1rmj

n m

Ostatecznie:
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. inz. W. Glabisza
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Twierdzenie o wzajemnosci reakcji i przemieszczen

”

Przemieszczenie w miejscu i na kierunku ,i” wywofane jednostkowym
przemieszczeniem zadanym w miejscu i na kierunku ,,j” jest rowne co do modutu
ale przeciwna co do znaku reakcji w miejscu i na kierunku ,j” wywotanej
jednostkowym obcigzeniem dziatajgcym w miejscu i na kierunku ,,i”.

Przyktady
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Stan ,,i” 1.
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