Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

Wyktad nr 1
ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH W ODKSZTAL.CALNYCH
PLASKICH UKL ADACH PRETOWYCH

Wstep:

Statyka budowli zajmuje sie analizg wytrzymatosciowg ustrojdw nosnych w stanie ich réwnowagi.
Aby istniata rownowaga uktadu muszg by¢ spetnione odpowiednie warunki. Warunki te mozna sformutowad
przyktadowo bazujgc na warunkach réwnowagi sit czy bazujgc na zasadzie prac przygotowanych ZPP.

Warunki rownowagi

e Rdéwnowaga sit

Dla kazdego elementu rozpatrywanego ustroju warunkiem rownowagi jest to, by sita
ogodlna i moment ogdlny wszystkich sit (zewnetrznych i wewnetrznych) dziatajgcych na
dany element rownaty sie zero.

*W ptaskim uktadzie sit sprowadza sie to do trzech réwnan réwnowagi (suma rzutéw wszystkich sit na
dwie nieréwnolegte osie réwna sie zero i suma momentdw wszystkich sit rowna sie zero )

ZWX=0,ZWYZO,ZMO=O

(W=P+F, P — sity zewnetrzne; F — sity wewnetrzne)

e Rownowaga prac

Warunkiem koniecznym i dostatecznym réwnowagi jakiegokolwiek uktadu materialnego
jest to, by suma prac wszystkich sit (zewnetrznych i wewnetrznych) dziatajgcych na ukfad i
pracujacych na dowolnych przemieszczeniach tego uktadu byta rowna zero.

0L, — przyrost pracy sit zewnetrznych
6L,, — przyrost pracy sit wewnetrznych

—

6Ly =%; _)i °6r; = ); P; Or; cosa; P; — sity zewnetrzne
0Ly, =Y 13} °3‘;} =2 F; 61 cosp; F; — sity wewnetrzne

*dowolne przemieszczenia nie muszg by¢ przemieszczeniami rzeczywistymi czyli dziatajgcymi
wzdtuz konkretnego toru ruchu, odbywajgcymi sie w czasie i zaleznymi od sit. Sg to przemieszczenia
uwolnione od czasu i sit, sg jedynie zgodne z narzuconymi dla uktadu wiezami stad sg nieskonczenie
mate.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

*W uktadach NIEODKSZTALCALNYCH (doskonale sztywnych) odksztatcenia sg z zatozenia
rowne zeru stad ubytek energii potencjalnej skumulowanej w ustroju jest réwny zeru, a wiec
przyrost pracy sit wewnetrznych jest zerowy. Dla tych uktaddéw zasada prac przygotowanych
przyjmuje formute dobrze znana z Podstaw Statyki, ktéra brzmi nastepujaco:

Suma prac wirtualnych wszystkich sit zewnetrznych (czynnych i biernych) na wirtualnych
przemieszczeniach zgodnych z kinematycznymi wtasciwosciami uktadu w przypadku
rownowagi tych sit jest rowna zeru.

SLZ:()

Pojecia podstawowe:

*opracowane na podstawie wykfadu prof. S. Zukowskiego

e Statyczna dopuszczalnosc
Def.: Sity przekrojowe: momenty M, sity tngce T, sity osiowe N oraz reakcje, ktore
wraz z obcigzeniem spetniajg warunki rownowagi sit sg statycznie dopuszczalne.

Przyktad a)
Uktad jest GN i SW

Reakcje
e ‘ P
H, \é“ év ZMA=0$VB=Ta:
bb
VA? a I b ?VH Zzzo =>VA=T
| | zX=0 S Hy=0

=T A (\M _4/' Whniosek:
Nl Rozwigzania M, T, N sg statycznie dopuszczalne
Pba/L (wszystkie sity sg w rownowadze). Na zadnym
etapie rozwigzania nie wystgpity
Pa/L — niejednoznacznosci.

- l I\ r |
AN VAN
A TR

Pb/L

, ()

Przyktad b)
Uktad jest GN i SN (statycznie niewyznaczalny)

Statyczna niewyznaczalny uktad to taki w ktérym liczba niewiadomych sit potrzebnych do wyznaczenia sit
przekrojowych jest wieksza nie liczba rownan réwnowagi, z ktérych mozna wyznaczy¢ te niewiadome sity.
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Przyktadowo przy zatozeniu, ze Vy = 0:

qL32

M,=qL*2

—
—
1,0 1

e Kinematyczna dopuszczalnosé
Def.: Gdy przemieszczenia i odksztatcenia wraz z przemieszczeniami
kinematycznymi (np. osiadaniem podpdr) spetniajg nastepujgce warunki:
- warunki podparcia (warunki ograniczajgce swobode ruchu),

- warunki ciggtosci wewnetrznej
sg kinematycznie dopuszczalne.

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

Liczba niewiadomych reakcji: 4
Liczba réwnan rownowagi sit: 3

Niech: Vg =0
Pozostate reakcje:
qL"2

ZMA=0 :>MA=T,

ZZ=O >V, =ql

ZX =0=>H,=0
Whiosek:

Rozwigzania M, T, N sg statycznie dopuszczalne.

W uktadach statycznie niewyznaczalnych jest
nieskoriczenie wiele rozwigzan statycznie
dopuszczalnych. (Mozna dobrac rézne zbiory
reakcji bedgce w rGwnowadze z obcigzeniem.)

Podane rozwigzanie nie jest jednoznaczne. Aby
uzyskaé rozwigzanie statycznie dopuszczalne i
jednoznaczne do wyznaczenia niewiadomych
reakcji nalezy zastosowac jedng z metod
rozwigzywania uktadéw SN np. metode sit czy
metode przemieszczen.

» Spetnienie warunkow podparcia polega na tym, ze uktad odksztatcony nie narusza
ciggtosci miedzy konstrukcjg , a natozonymi wiezami podporowymi.

» Spetnienie warunkow ciggtosci wewnetrznej polega na tym, ze uktad odksztatcony musi
by¢ ciggly i gtadki we wszystkich punktach z wyjatkiem punktéw, w ktorych wiezi
wewnetrzne dopuszczajg nieciggtosé lub w punktach, w ktérych nieciggtosé jest zadana.

Przyktad

12 .

1

— W punkcie B jest przegub, ktéry pozwala,

by konce pretéw B-A i B-C doznaty

réznych obrotow.
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Lina ugiecia musi by¢ ciggta i gtadka we

wszystkich punktach za wyjatkiem

punktu B.

Konce pretéw w punkcie A, C, D musza
doznac takich przesuniec¢ i obrotéw jakie

umozliwiajg podpory.

Zwigzki fizyczne (konstytutywne)
Def.: Zaleznosci jakie przyjmuje sie miedzy tensorami naprezen a tensorami
odksztatcen nazywa sie zwigzkami fizycznymi.

Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

A B D

b)

ﬁA , B/\ *C DI

e
=

Whiosek:

W przypadku a) i b) przedstawione przemieszczenia
sg kinematycznie dopuszczalne.

*W ptaskich uktadach pretowych rozrdznia sie 3 sktadowe stanu odksztatcenia:

—odksztatcenie katowe Ad¢
—odksztatcenie postaciowe Adh
—odksztatcenie podtuzne Ads

Odksztatcenia te sktadajg sie na jedno odksztatcenie elementu, ktéry po obcigzeniu pozostaje
w pofozeniu réwnowagi.

Ads

Rozpatrzmy nieskoriczenie maty element preta o
objetosci dV =
A — pole przekroju,
ds — elmentarny odcinek preta nieobciazonego

ds A

"

W wyniku obcigzenia w rozpatrywanym elemencie preta powstajg sity wewnetrzne i zwigzane
z nimi odksztafcenia.

odksztatcenie
katowe Adg

Zmiana kata miedzy
_ przekrojami
| //—\d% ograniczajgcymi
element, zwigzane
jest ze zginaniem
(M).

Adeo
Adg, I = Ade1l + Adp?2

odksztatcenie
postaciowe
Adh

Wzajemne,
rownolegte,

poprzeczne
przesuniecie $cian

T+dT element, zwigzane

ograniczajacych

jest ze Scinaniem (T).
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza
odksztatfcenie
podtuzne Ads N P Zmianie dtugosci
- p N+dN .
— S elementu , zwigzane
= jest z rozcigganiem
| ds (N).
| A |
Ads = ds’ — ds

Relacja miedzy stanem odksztatcenia a tensorami odksztatcen jest nastepujaca:

Mo =-L=Fxg
= ——=—0qas
¢ r z
&, — tensor odksztalcenia podtuznego
Adh =y,, ds Yxz — tensor odksztatcena postaciowego
r — promien krzywizny
Ads = &, ds

z — odlegtosc¢ od osi obojetnej

W zakresie odksztatcen liniowo-sprezystych obowigzuje prawo Hooke’a , gdzie zwigzki fizyczne
(konstytutywne) miedzy tensorami odksztatcen, a naprezen sg nastepujace:

£ — Ox o, — tensor naprezenia normalnego
x E T,z — tensor naprezenia postaciowego
Tz
Yz =

E — modul sprezystosci podtuznej materiatu (Younga)
G — modul sprezystosci poprzecznej materiatu (Kirhof fa)

Naprezenia s3 wynikiem sit przekrojowych (M = [, 0, -zdA, T = [, 1,,dA,N = [, 0, dA)

_N+M-z
AT

T-S,
Tyz = K—————
= 1, b(2)

S, — moment statyczny odcietej czeSci przekroju
b(z) — szeroko$¢ odcietej czeSci przekroju
w miejscu o wspotrzednej z
I, — moment bezwtadno$ci odcietej czesci
przekroju wzgledem osi y

A f S3 A
K=— | —=<
15 b(z)
K — wspotczynniki ksztattu uwzgledniajacy
nieréwnomierny rozktad naprezen stycznych
w przekroju
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

Ostatecznie w uktadach odksztatcalnych liniowo sprezyscie

zwigzki fizyczne mozna zapisac jako:

1 & O, M-z M
Adp =_;=;dS=E'ZdS=IyE'ZdS= Elyds
Tyy kT
Adh =)/xzdS =?ds :G_Ads
O, N
Ads = Ede=EdS =ﬂds

e W stanie rzeczywisty przemieszczen i obciazen
— spetniony jest warunek statycznej dopuszczalnosci,
— spetniony jest warunek kinematycznej dopuszczalnosci,
—  zaleznosc¢ naprezen i odksztatcen jest zgodna z zatozonym prawem fizycznym.

e W stanie wirtualnego obcigzenia
— spetniona musi by¢ jedynie statyczna dopuszczalnos$é stad:
* obcigzenia sg na tyle mate, ze nie zmieniajg aktualnego stanu konstrukgji,
* obcigzenia sg niezalezne od aktualnego stanu sit i przemieszczen konstrukgji.

e W stanie wirtualnego przemieszczenia
—  spetniona musi by¢ jedynie kinematyczna dopuszczalno$¢ stad:
* przemieszczenia sg na tyle mate, ze nie zmieniajg aktualnego stanu konstrukgji,
* przemieszczenia sg niezalezne od aktualnego stanu sit i przemieszczen konstrukcji.

/PP — Zasada prac przygotowanych w uktadach odksztatcalnych

e Sformutowanie ZPP przy wirtualnym stanie przemieszczen (I-sformutowanie ZPP)

» Rozwazmy dowolny uktad pretowy SW lub SN, w ktérym zadane obcigzenie zewnetrzne powoduje
powstanie w kazdym przekroju tego uktadu odpowiedniego stanu odksztatcen i naprezen
zaleznego od powstatych sit przekrojowych.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

- - - - stan réwnowagi uktadu

» Adg
INTT
M
M T / Y =
N . 5
A v =]
/ N

ds Ads =ds- ds

Stan rzeczywisty okreslony przez :
ObcigzenieP,, P,, P5 , reakcje R, sity przekrojowe M, T, N,
przemieszczenia Ay, Ag, Ac, A,p i 0odksztatcenia Adp, Adh, Ads.

Natézmy na stan rzeczywisty stan wirtualnych przemieszczer (uktadowi bedgcemu w réwnowadze
nadaje sie dodatkowe przemieszczenia, ktdre sg nieskoriczenie mate, dowolne, niezalezne od sit
i czasu, niezalezne od istniejgcych przemieszczen, jedynie zgodne z warunkami kinematycznymi

uktadu).

- - - - stan réwnowagi ukfadu

- - - wirtualny stan przemieszczen
Sciany elementu obréca sie o

2/ dodatkowy kat Adgp

W?zajemne przesuniecie $cian
elementu wzro$nie o Adh
Dtugos¢ elementu wzroénie o Ads

Ade 5 Ado
M s S =
N < £ 3
& 7 : 319
o ~_ ds' % T
ds \_\\
S .
—~——= Ads =ds"- ds'
ds

Ads =ds'- ds

Stan rzeczywisty okreslony przez :
ObcigzenieP;, P,, P5 , reakcje R, sity przekrojowe M, T, N,
przemieszczenia Ay, Ag, Ac, A,p i odksztatcenia Adg, Adh, Ads.

Stan wirtualny okreslony przez:

Wirtualne przemieszczenia Ay, Ag, Ac, Ap, Ay, A, A3 A,
wirtualne odksztatcenia Adp, Adh, Ads.
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

> Wodweczas:

Praca rzeczywistych sit zewnetrznych na odpowiadajgcych im  wirtualnych
przemieszczeniach jest rdwna pracy rzeczywistych sit wewnetrznych na odpowiadajgcych
im wirtualnych odksztatceniach.

ZPn A, +ZRm ErmszAd(p +frm+f1v@
n m

| sformutowanie zasady prac przygotowanych mozna zastosowa¢ do wyznaczenia reakcji i
sit wewnetrznych analizowanego uktadu.

*Jezeli stan wirtualnych przemieszczen zrealizuje sie tak , ze wirtualne odksztatcenia
wszystkich elementdw bedga rowne zero, to zasada prac przygotowanych przyjmie forme
dobrze znang z podstaw statyki :

an A, +2Rm A, =0
n m

Sformutowanie ZPP przy wirtualnym stanie obcigzen (lI-sformutowanie ZPP)

» Rozwazmy dowolny uktad pretowy SW lub SN, w ktérym zadane obcigzenie zewnetrzne spowoduje

powstanie w kazdym przekroju tego uktadu odpowiedniego stanu odksztatcen i naprezen
zaleznego od powstatych sit przekrojowych.

Nastepnie na stan rzeczywisty natézmy stan wirtualnych obcigzen (uktadowi bedgcemu w
rownowadze nadaje sie dodatkowe obcigzenia, ktdre sg nieskoriczenie mate, dowolne, niezalezne
od istniejacych sit i czasu, jedynie statycznie dopuszczalne):

- - - - stan réwnowagi uktadu

ds Ads =ds"- ds

Stan rzeczywisty okreslony przez :

Przemieszczenia Ay, Ag, Ac, Ayp, Ay, Ay, Ag, Ay
odksztatcenia Adg, Adh, Ads

Stan wirtualny okreslony przez:

ObcigzenieP;, P,, P; , reakcje R , sity przekrojowe M, T, N.

> Wodweczas:

str. 8



Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska
na podstawie wyktadu prof. dr hab. Inz. W. Glabisza

Def.: Praca wirtualnych sit zewnetrznych na odpowiadajacych im rzeczywistych
przemieszczeniach jest réwna pracy wirtualnych sit wewnetrznych na odpowiadajgcych
im rzeczywistych odksztatceniach.

Zﬁn A, +2Em ArmszAdq) +fTAdh+fNAds
n m

Il sformutowanie zasady prac przygotowanych mozna zastosowac¢ do wyznaczenia przemieszczen.

Zadanie nr 1.

Wyznaczyé przemieszczenie pionowe wybranego wezta kratownicy A;=? wywotane zmianami dtugosci
pretéw.

2m 2m 2m 2m
Dane:
Al; = =3mm
Alg = 2mm
Al; = 4m
Szukane:
| A= Ai=?

STAN RZECZYWISTY

*Nadajmy wirtualne obcigzenie w postaci sity jednostkowej stojgcej w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia.

2m | 2m 2m 2m
4 Sity osiowe wywotane obcigzeniem
jednostkowym w wybranych pretach:
g
’ 7 ] N, = —2kN
! Ny = —0.5kN
P=1kN 2
l N, = 1kN

STAN WIRTUALNY

Il sformutowanie ZPP

Zﬁn A, +Zﬁm ArmszAd(p +JTAdh+fNAds
n m

w przypadku podanego zadania mamy:

ZFn AnszAds
n

1kN A;= N3 Aly + Ng Alg + N, Al
1kN A;= —2kN (—3mm) — 0.5kN 2mm + 1kN 4mm

A;=9mm
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