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1. DANE | SZUKANE

Dany jest hiperstatyczny uklad zatamany w planie o schemacie statycznym i obcigzeniu
niemechanicznym jak na rysunku 1.1. Zakladamy, ze konstrukcja wykonana jest z rur stalowych
(tzn. GIs =0.769 Ely,) RO 219.1x8, ze stali o wspotczynniku sprezystosci podiuznej
E = 205 GPa,. Nalezy:

» Sprawdzi¢ czy zadany uktad jest rzeczywiscie hiperstatyczny i geometrycznie niezmienny.

= Stosujac metodg sit rozwigzac¢ go od zadanych obcigzen niemechanicznych.

= Przeprowadzi¢ kontrolg rozwigzania od obcigzen niemechanicznych (sprawdzi¢ statyczng

I kinematyczng dopuszczalno$¢ rozwigzania).
= QObliczy¢ warto$¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu oddzielnie od wszystkich

obcigzen niemechanicznych.
Ary /i'
AT, ,

| Ar,

/ 4dm / 4dm /

A / A

Rys. 1.1. Schemat statyczny

Dane do obliczen: ks = 1-10"2° Ely/m?; AT1=10°C; ATz =-20 °C; AT3 =-15°C; AT4=-35 °C;
Ar1 = 0,01 rad; Ar; = 0,02 m; Ars = 0,03 rad; Ars = 0,04 m.

Ely = 205000000 kN/m? - 2959,58 - 10® m* = 6067,139 kN-m?,
ks =0,1- El/m®=0,1-6067,139 kN-m?/m?* = 606,7139 KN/m.

2. Przyjecie ukladow wspolrzednych

Przy rozwigzaniu przestrzennych ukladéow konstrukcyjnych niezbedne jest przyjecie
globalnego uktadu wspotrzednych dla catego uktadu ( przyjeto prawoskretny uktad osi XY Z) oraz
lokalnych uktadow wspotrzednych xyz dla poszczegolnych elementdéw z osig x bedaca osia preta
oraz osig z prostopadia do plaszczyzny dZwigara zalamanego w planie. Przyjety globalny uktad
osi oraz uktad osi lokalnych przedstawiono na rysunku 2.1.
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Rys. 2.1. Globalny i lokalne uktady wspotrzednych

3. Sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci ukladu i obliczenie stopnia
statycznej niewyznaczalnosci

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci: n, =e—3-t

Rys. 3.1. Tarcze i wigzi

n,=7-3-2=1

e Uklad sktada si¢ z dwoch tarcz. Kazda z tarcz jest polaczona z ostoja trzema niezbieznymi
wigziami. Caty dzwigar zalamany w planie wraz z ostoja tworzy ukltad geometrycznie
niezmienny. Warunki ilosciowe (e >3-t) i jakoSciowe geometrycznej niezmiennosci sg
spetlnione

4, Przyjecie ukladu podstawowego metody sil

Uktad podstawowy metody sil otrzymuje si¢ z uktadu zadanego po przecieciu lub odrzuceniu
Nh wigzi 1 zastgpieniu ich niewiadomymi sitami hiperstatycznymi. Uktad rownah metody sit jest
statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie niezmienny.
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i

/ 4dm / dm /

Ul A A

Rys. 4.1. Ukltad podstawowy metody sit

5. Rownania kanoniczne metody sil

Réwnania kanoniczne metody sit sg rdwnaniami przemieszczeniowymi. Ogdlna postaé
uktadu réwnan metody sit ma postac

Od zmian temperatury: S, X +8, =0

Od osiadania podpory: 8, X} +6, =0

przemieszczenie na Kierunku i-tej wiezi
M!M! MM S'SJ nadliczbowej od jednostkowej j-tej
S R S — X X —n-n . . : .
S _,[ El, dx +I Gl, ox+ Zn: k niewiadomej w uktadzie podstawowym,

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
i Za AT, AT, 0 nadliczbowej od wptywu temperatury
Y h . h My w uktadzie podstawowym,

_ przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
O = _Zn: R,AI, nadliczbowej od wptywu osiadania podpor
w uktadzie podstawowym

6. Definicja znakowania sil przekrojowych

Momenty zginajace My odktadamy po stronie wiokien rozciaganych w plaszczyznie xz. Znak
,,+” jest po dodatniej stronie lokalnej osi z. Momenty skrecajace odktadamy w ptaszczyznie xz lub
Xy.

Znaki wynikaja z przyjetych lokalnych uktadow wspotrzednych, a definicja znakowania jest
pokazana na rysunku 6.1 i jest nastepujaca:



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

e Jesli w przyjetym lokalnym ukladzie osi rOwnowazymy obcigzenia po stronie zwigzanej
z poczatkiem preta (p) to dodatnie sily przekrojowe maja zwroty przeciwne do
przyjetych osi lokalnych.

e Jesli w przyjetym lokalnym ukladzie osi rdwnowazymy obcigzenia po stronie zwigzanej

z koncem preta (K) to dodatnie sily przekrojowe maja zwroty zgodne z przyjetymi
osiami lokalnymi.

X
el

TZ
MV\T/KIIX
AT
Mx/‘\

p
|,

Rys. 6.1. Definicja znakowania sit przekrojowych

7. Rozwigzanie ukladu od przemieszczenia podpor

7.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od przemieszczenia podpor

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powodujg powstania
sit przekrojowych.

7.2. Rozwigzanie ukladu podstawowego od X1=1

/

/

Rys. 7.2.1. Reakcje w uktadzie podstawowym od od X;=1
Obliczenie reakcji

D M, =Ri-X,-4m=0
Ri—1-4m=0 = R!=4m



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

> Mg =-Ry—X, -3m=0

-R;-1.3m=0 = R; =-3m
D> M, =-R+X,-4m=0

~R!'+1-4m=0 = R =4m
D> M =R-X, -8m=0

Ri—1-8m=0 = Ri=8m
dVu=R+X, =0

R, +1=0 =R =-1
D Ve=R;+X =0

R;+1=0 =R =-1

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentéw zginajacych
M, =0

M3, = X, -5m=5m

M} s = X, -4m=1-4m=4m

M} s, = X, -8m=1.8m=8m

M2, =0

ML =—X, -4J/2m=-1.4y2m = -4/2m

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skrecajacych

Mi,lz = Mi,Zl =0
M} .5 =M; g, =X, -3m=3m
Mi,lA = Mi,m =0

Obliczenie rzednych sil tnacych
\711,21 :\7zl,12 ==X, =-1

\7z,F28 =\7z,FBz ==X, =-1

\7z1,A1 :\7zl,A1 ==X, =-1

Sila podluzna w wiezi sprezystej: S} = —R; =1
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a)

LT s

-1

Rys. 7.2.2. wykresy sit przekrojowych od X3 = 1:
a) momenty zginajace, b) momenty skrecajace, c) sity tnace

7.3. Obliczenie wspotczynnikéw i wyrazow wolnych ukladu rownan metody sit

Do obliczenia calek we wzorach podanych w p.5 zastosowano wzory uproszczonego
catkowania (wzor Simpsona lub wzér Wereszczagina).

MM, MIM! SIS 1 1 2 11 2
_ y ¥ X X 676 _ _— . . R [ . — (=
8= ) dx+ | 3 dx + CTE 2 5m-5m- 5m+Ely > 4J2)m- 44/2m 5 ( 4J2)m+

3 3
+ M Tam-4m+4-6m-6m+8m-8m]+ — = .3m.4m-3m+ -~ — 416667 +60,3308 "+
6EI, 0,769EI =D El, El,
1 m3

3 3 3 3
+149,3333- 1 1 46,8140 + 101 ~308.1538- 1
El El El El

y y y y

Wyrazy wolne dis nalezy obliczy¢ wedlug wzoru
Sy =—) Ryar,

Przemieszczenia podpory wystepuja w weztach A i B (przemieszczenia pionowe Arz i Arg
oraz obroty Ar1i Arz). Warto$ci reakcji wyznaczono w punkcie 7.2.

O, = —ﬁllAr1 - ﬁgArz = —[4m -0,01+(-1)-0,02m+ (-3)m- 0,03+ (-1) - 0, O4m] =-0,04m+0,02m+ 0,09m +
+0,04m =0,11m
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7.4. Szczegolowa postac¢ ukladu rownan metody sil i jego rozwiazanie

=-2,1658kN.

m3 A A Ely
308,1538— X' +011m=0 = X' =-0,00035696— = -0,000463

y

6067,139 kN - m?
m2

7.5. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykresow
Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji

RiA:F_ail'XlA, MA _Ml-»‘XA

X,ij - X,1j 1
My =My X VA =VE . XA

z,ij — Vzijj 1

Reakcje:

R®=R! X2 =4m-(-2,1658)kN =—8,6632kN -m R, =R; - X,* =-1-(-2,1658)kN = 2,1658kN

RS =R; - X =-1-(-2,1658)kN = 2,1658kN R =R:- X =4m-(-2,1658)kN =—8,6632kN -m
R =Ry X =3m-(-2,1658)kN = —6,4974kN-m R} =R;- X =8m-(-2,1658)kN = —-17,3264kN - m

Momenty zginajace:

\/ 1 A A
Pret Punkt M Ap My
m kN kN -m
1 0 0
. 2 S -10,8290
2 4 -8,6632
2B -2,1658
B 8 -17,3264
1 0 0
1A A 42 12,2516
Momenty skrecajace
M e M2
Pret Punkt i A i
m kN kN -m
1 0 0
12 > 0 0
2 3 -6,4974
-2,1658 ’
B B 3 -6,4974
1 0 0
1A A 0 0
Sily tnace
V5 A WA
Pret Punkt = 2 Zij
1 kN kN
1 -1 2,1658
v 2 -1 2,1658
2B 2 L 21658 2,1658
B -1 2,1658
1 -1 2,1658
i A -1 2,1658

Sita w wiezi sprezystej: S} =S} - X =1-(-2,1658)kN - m = —2,1658kN.
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il

-10,829 kNm
-8,6632 kNm

-17,3264 kNm

b) LU

=
P
4
<
N~
(*2]
<r.-
<@

12,2516 kNm

e
~
©
Ts)
©
‘_!-
o

Rys. 7.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od osiadania podpor:
a) momenty zginajace, b) momenty skrgcajace, €)sity tngce

7.6. Kontrola poprawnosci rozwigzania

7.6.1. Kontrola kinematyczna rozwigzania

Kontrola kinematycznej dopuszczalnos$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
kierunkach usunigtych lub przecigtych wigzi. Warto$ci obliczonych przemieszczen musza byc¢
takie, jakie wynikajg ze sposobu podparcia uktadu.
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A

cl A
My dx+j Zﬁ—ZF?nlArn=i-l-(—10,8290)kN-m-5m-g-5m+
K, El, 2 3

o]

El,

I\)ll—\ I'I'I

+ -12,2516kN -m - 4fm £ ( —42)m +

* 6?.] [(~8,6632)kN - m - 4m + 4 (~12,9948)kN -m-6m + (~17,3264)kN - m-8m]+
y
b1 (C6,4974)kN -m-4m.3m —21858KN -1
0,769EI ) 1E|

—~[4m-0,01+ (~1)-0,02m + (~3)m-0,03+ (~1) - 0,04m] =

~ —90,2417kN -m® —130,6837kN - m® — 323, 4261kN -m® —101,3899kN - m® — 21,658kN - m*
El

y

+0,11m =

_667,39994kN - m° 041 =0
6067,139 kN -m? '

7.6.2 Kontrola statyczna rozwigzania

Kontrola statycznej dopuszczalnos$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu czy sily
spetniajg réwnania rGwnowagi na pretach 1 w weztach. Wektory sit przekrojowych wskazuja
dodatnie wartosci zgodnie przyjetymi lokalnymi uktadami wspotrzednych.

My 28 My 28 My,
VZ 21l 2 ’ MX 2B Py ’ f B‘ , ve
SR Y I Raa¥
x,2B ¢ . V, 50 x,B2

Rys. 7.6.1. Podziat na prety 1 wezly, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki réwnowagi
Pret 2-B
DM, =My, —My, =—6,4974kN - m — (—6,4974)kN -m =0,
S M, =M2, —M2g, ~V, -4m =-8,6632kN -m — (~17,3264)kN -m — 2,1658kN - 4m =0,
SV, =V, Vi, = —2,1658KN — (~2,1658)kN =0.

Wezel 1

10
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S M, =M2,; —M2,,-0,8-M2,, -0,6 = —6,4974kN - m —0— (~10,8290)kN -m-0,6 = 0,
S M, =M2, + M2, —M?,,-0,8=(~8,6632)kN -m+0— (~10,8290)kN -m-0,8 =0,
SV, =V, —V5, = 2,1658KkN — 2,1658kN =0.

8. Rozwiazanie ukladu od temperatury

8.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od temperatury

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powoduja powstania
sit przekrojowych

8.2. Rozwigzanie ukladu podstawowego od X1=1

Jak w punkcie 7.2
8.3. Obliczenie wyrazow wolnych ukladu rownan metody sil

Wyrazy wolne dit nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

AT, - AT AT, — AT
511— ZJ.Mi',andX = ZanQ'\R

p
gdzie ATwto temperatura po dodatniej stronie osi z, AT, to temperatura po stronie ujemnej osi z,
h to wysoko$¢ przekroju hroz219.1x¢ = 0,2191 m. Do obliczen przyjmiemy: a. = 0.000012/°C,

O =5m.5m%=12,5m2, o _8m+am

1 1 -
My,lz My,zb

4m=24m?,

AT _AT o _ (_ o _ o _ (_ o
51T=Za%£2ml =0,000012-i-w-12,5m2+o,000012-i- 19%C —(Z39)C oy
p y

°C 0,2191Im °C 0,2191m

1

=0,0205m + 0,0263 = 0,0468m.

8.4. SZCZEGOLOWA POSTAC UKEADU ROWNAN METODY SIL | JEGO
ROZWIAZANIE

=—-0,9220kN.

3 EI . 2
308,1538|;n—| X[ +0,0468m =0 = X =-1520-10"* —* =-1,520-10" 6067, 139N -

y

8.5. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykreséow
Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji

RN =REX],
T 11 T
Myi =My X,
.xlT'

M. =M?
A \7zl,ij'X1T-

X,ij X,ij
zij —

Reakcje

11
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R; =R}- X, =-1-(~0,9220)kN =-0,9220kN
RI =R:- X, =4m-(-0,9220)kN = —3,6880kN - m
Ri =Rg- X, =8m-(~0,9220)kN =—7,3760kN - m

R =R!-X] =4m-(-0,9220)kN =—3,6880kN -m
Rl =R!-X] =—1-(~0,9220)kN = 0,9220kN
Rl =R!-X] =3m-(=0,9220)kN =—2,766kN -m

Momenty zginajace

— - :
Pret Punkt Myy 25 My,
m kN kN -m
1 0 5
- 2 5 -4,6100
)8 2 4 0.9220 3,6880
B 8 e -7,3760
1 0 3
A A -4\2 52156
Momenty skrecajace
—1 - T M T“
Pret Punkt Mas 2 X,
m kN kN -m
1 0 0
12 , : 0
2 3 -2,7660
2B B 3 -0,9220 57660
1 0 5
1A - : 0
Sily tnace
71 T T
Pret Punkt Vai i Vaig
1 kN kN
1 -1 0,9220
. 2 -1 0,9220
2 -1 0.9220
2B 5 g -0,9220 09220
1 -1 0,9220
A a -1 0,9220

Sita w wiezi sprezystej: S} =S} - X =1-(~0,9220)kN - m = —0,9220kN.

12
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-4,61 kNm
1-3,688 kNm

I
I

77376 KNm

pd

0,922

s

Rys. 8.5.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia temperatura

a) momenty zginajace, b) momenty skrecajace, c) sity tnace
8.6. Kontrola poprawnosci rozwigzania
8.6.1 Kontrola statyczna rozwigzania

Pret 2-B
DM, =M, —MJ;, =—2,7660kN - m — (2,7660)kN - m =0,

X,2B x,B2

M, s =M, M, -V, -4m=-3,6880kN -m — (~7,3760)kN - m — 0,9220kN - 4m = 0,

y.2B y,B2

SV, =V,e Vg, =0,9220kN —0,9220kN =0.

2B~ Vg,
Wezel 1
> M, =M{,; —M, -0,8-M, -0,6 =—2,7660kN -m—0— (-4,6100)kN -m-0,6 =0,

>SM,=M],; +M],, —~M], -0,8=(~3,6880)kN -m+0— (4,6100)kN -m-0,8 =0,
SV, =V, -V, =0,9220kN —0,9220kN =0.

z,2B

13

b) JINERAEEN

E
pd
=
©
©
'\h
o



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

8.6.2. Kontrola kinematyczna rozwigzania

MM/ MIM] AT, - AT, 11 2
— [y Ty xVlx - (= .m-5m-<.
AH_I El, dx+f Gl dx+ z —_0 4 E o—- Mi_EIy > (—4,6100)kN - m-5m 3 S5m+
+% % 5,2156N -m-4+/2m-—= ( —44/2)m+

’ 6?.]-[(—3, 6880)kN - m-4m +4-(~5,523)kN - m-6m + (~7,3760)kN - m-8m] +

+;‘(—2,7660)kN .m.4m.3m+%0kl\l:L 0, 000012.i.w.12,5m2 +
0,769EI El, °C 0,2191m
y 0 17
1 m3
+0,000012-i- ~15°C - (=35)°C .24m? =
°C 0,2191m
_ —38,4167-m’ —55,6331kN - m® ~137,5413kN - m® — 43,1625kN - m® — 9, 22kN - m*

+0,0468m =
El

y

3
__ 283,9736kN m2 10,0468m =0.
6067,139 kN - m

9. Obliczenie przemieszczenia

Do wyznaczenia przemieszczen wykorzystano twierdzenie redukcyjne, ktore pozwala na to
aby jedno z otrzymanych rozwigzan bylo w ukladzie statycznie wyznaczalnym. Poniewaz
rzeczywiste sity wewnetrzne zostaly uzyskane we wczes$niejszych punktach, nalezy rozwigzaé
dowolny uktad podstawowy od sily jednostkowe; w miejscu 1 kierunku szukanego
przemieszczenia. Gdy znane jest rozwigzanie uktadu hiperstatycznego, przemieszczenia
wyznaczane sg Z€ WZOrow:

‘f ”‘MA J-MGMXAd ZS“ SA—ZR“Ar

MM S-Sy AT, —AT
IGIX dx+zn: ” +>a - SO

n p

MMT
o=l TE
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9.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obcigzenia jednostkowego
w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia
R¢
B

/am /

/ A A

Rys. 9.1.1. Reakcje od a=1

Obliczenie reakcji

> M, =RS-1-4m=0 = RS =4m

D> M =-Rj=0 =R{ =0

D> M, =—R7+1-4m=0 = R =4m

> M =R¢=0 =Ry =0

>V, =R;+1=0 =Ry =-1

D Ve =R +0=0 =R{ =0

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajacych
M, =M%, =0

M;ZB = M;Bz =0

M, =0

My =—1-442m = —4y2m

Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow skrecajacych

Vz?tzl = ziz =0
VzaZB =Vz(,ZBZ =
Vi =V, =-1

15



opracowata dr inz. Olga Szytko-Bigus

Sila podluzna w wiezi sprezystej: S} = —R; =1

a)

Rys. 10.1.2. Wykresy sit przekrojowych od sity jednostkowej na kierunku szukanego
przemieszczenia: a) momenty zginajace, b) momenty skrecajgce, ¢) sity tngce

9.2. Przemieszczenie od osiadania podpor

MEME  ReMe 5.5 11
= Ldx+ | —2—-dx+ Y —"—» RYAr, =0+ ——-=-12,2516kN - m- 4 m— —42)m+
=1 El, gl Gl, Z |<n Z El, 2 vam-3-(-42)
+0+0+O—'E1|—[4m-0,01+(—1)-0,02m+o-o,o3+o-o,04m]=‘130'68;7KN'm _0,02m=
01— y

3
_130,6837kN -m _0,02m =-0,04m.
6067,139 kN -m

9.3. Przemieszczenie od zmian temperatury

My M/ MeMT S*.S] AT, —AT
A= Ydx + X dx + Yy g—2 PQ . =0+
=[5 El, o Gl, Z K, Zp: h My
3 M3
+ . L.52156N .m-4y2m 2 - (42)m+0+0+0= —95,6331AN - m”_ —55,033LN-M” _ 4 go92m,
El, 2 El 6067,139 kN -m

y y
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