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Praca ninig jsza powsiaza z konspsktu wykiadéw dynamiki budowli
prowadzonych przeze mnle od kilkunastu 1% dla studenténm Uydziaiu Buw
downlotwa Ladowego Politschniksi Wrociewskie], poozgtkowo nag specjala
nodei teoria Konstrukeji, péfnisj dla ogém siuchaczy. Tresciq pracy
Jest systematyosny prueglad podatawewych zagadnied  teowdid liniowych

merytoryczns rogwigzad prayjmuje konsekmeninias ideg bilaneu ensrgetyoz-
nego w ssensie Lagrangs a. Ruch drgajgcy opisuje w atwe] do intarpre.
$acji formie trygonometrycazne], 2 w enalizie ukiaddw zozonych stosule
notacje macierzows, uatwiajges operowanie uporzqdicowenymi zhiorami i

-przydeing w prazypadkn korzystania z elsekirenieznel techniki obliczew

niowe]. .
JWyzez«sny materiaz nawiszuje do wielm Znanych moncgrafii i pode
rocznikdw, wszystikie jednak Zégadnienla - nawe} zupelnis elementarne -
zostaty ped wzgledam ujecia pedporzgdkomane ogélnej koncepeji prasy,
Z tego wzgledu ograniczam sie do pedania na koxcu Pracy literatury poe
mooniczej, nie pedajac w tekscie szezegéiewych odsytaoczy. W wyXozonym
materiale uwzglodniam réwniez szereg oryginalmych ujed oraz wyrikdw
badad wtrasnych i moich wspdipracownikdw, Jak Bpsi pojecie i wykorzys.
tanie msjorenty ruckm, rozwigzanie pzocesu przelécicmegs, problem see
ril impulsdw, maciarzows rozwiszanie problemm drgan bryiy ma podxosum
8pro2ystym, wykorzystanie zasad analizy wymiarowej w rozwigzaniach mti-
merycznych, zastosowanie mefody aprokaymasyjnej w Eagadnieniu oboiazerd
Tachomych, pewns problemy zumerycznego c¢alicowaniz réwna® ruchu, Eige
kiére z tych zagadnies udaie 2iq pruodsfawid w nadex proste) pestaci,
€0 uzasgdnia - meim zdaniem - uwzglgdnienie tej problematyki w pedsta~
wowym lursis dynamilki. )

Szozegdlng uwage podwiecam metodom, kidre umozliwiaje przetwae
rzanie modell ohbigkiéw. rzZeczywistyoh na ulkady dyskreine w gensis fia
Zycsnym lub matematyocznym, Uwzgledniem réwniez 6lementy klasyeznej tee
orii cigglych ustrojéw prgtowych, Jjednakse w ujgelu nawigzujgeym de
teorii ukaddw dyskretnych, Zwracam Przy tym uwage OUzytelnika na %o, 8
wazystkie sagadnienia liniowych drged ustrojéw budowlanych przestrzane
nie ogramiczonych moZna 8prowadzid 4o réuwnania macierzowego

Bq + Cq + g = F(t) .

Speoyfika zagadnied i metod przejawia sie Jedynie w gposobie for-
mitowania 1 intsrpretacji wysigpu jacych w tym rdwnaniu skiadnikéw, Ze
wzgledu na ograniczong obJjetodé¢ pracy nie cmawiam zagadnied dynamiki
przestirzennych ustrojéw Pretowych 1 dZwigaréw powierzchniowych., Mam
Jednak nadzieje, e uwazne przestudiowanie pracy umozliwi Czytelnikewi
tekie zrozumienie celdw i metod dynamiki budowli, iz samodzielns kone

ty;m:c,ja studidw w cmawiane] dziedzinic nle sprawi Ma istotnych 4rude
nodel,

Wrociaw, styczed 1979



1. WSTEP

1.1. Okresienis przedmiotu

Dynamika jest driakem mechaniki zejmijsoym sig ruchem ukadéws
materialnyeh z uwzgladnieniem przyczyn tege ruchu. ¥ cgasie rucke u.
k¥addq materislnych oprdez sik clezkofel pojewiajyq sie nowe siy masowe
i opoxry ruchu. ¥ bilansle snergetyczuym poza eneréiq potencjalng 1 pra-
¢g ail ssunatrznych wystepuje energla kinetyczna 1 energia rozproszona
{2uzy%a za pckenanie opordw ruchu),

Pigrwaze nankowe sformuowanle nlekidrych praw dynamiki-dai Ca-~

$lso Galilel {1546-1642). Fundementalne zasady dynemiki sformuzowaz

Izaac Newionr (16%2-1727). Do dalszego rozwoju dynamiki przycezynili sig
szczegélnie Jean ls Rond ¢’Alembert (1717-1783) oraz Joseph Louis Lee
grangs (1736-18413) « twérca mechaniki enalitycine].

Dynmamiks budowli Jest nauks o dynamice uktaddw, ktdre moga by<é
vatze jami budewlanymi, a wisc ukladdw geometrycznie niszmiennych © 28«
chowawese] postaci réwnowagl. Ruch HLege rodzaju ukaddw ma zwykls cha-
rakier oscyleeyjuy wckd: poiozenia réwnowagl siatyecznej. Stan SUNOTE-
gi statyoznel bedzismy wigs ¥ dynamise uwazali za stan cdniesienia, ¥la
kradajac jednoczednie, %e przemieszczenia dynamiczne sg maie wobec Wy~
miardw konatrukcji. Zalozymy rduniei, Ze rozwaizane ustroje budowlane
sg zbudowane Z materiaidw idealnis linlowo sprgaystych lub charakierye
zujgeyeh sig cechami reologicznymi cpisanymi liniowym szwigzkism kone
stytutywnymn.

1.2, Schemat dynemiczny

Schemaetem dynamicznym usiroju budowlanegc nazywamy jego achemat

statyozny uzupeimiony informacjami istotnymi z punktu widzenia dynami-

ki. Do informacji tych nalesy opis wielkosci i rozkiadu mas, opis cha-
rakteru i rozkladu opordéw ruchu oraz copis Zewnetrznych 8it czynnych
(=il wzbudzajacych) jake funkcji miejsca i ezasu,
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Stan przemicszoszenia punkidw masowyoh nalezgoych do rospatryva-

nego ustroju mozna opisaé ze pompea pewnegs rbioru wielksfei, zwanyeh
wspdirzednymi uogélnionymi. Liczba niezaleinych wspéirzedayehr uogdle
nionych niszbgdnych do okreslenia pakozenii wszystiich punkidw masce

. wych % dane] chwili wzglgdem ataru rdéunowagl statyozne] nasywa sig

lieszby dynamicznych stopnl swobedy d. Swebodny punkd materizlny ma ¥
prosatrzeni trzy‘dymsmicmne atopnie swobody, & na ptasgezyinie dwa atow
pnis. Swebodna ta2rsza materialne ma ma piaszoezyinile ¢rzy dynemieszns
atopnie avwobody, & swebodna bryia materialns ma w prsesirzenl szedd
dynamicznyech atopni awmobedy. .

Punikby masowas, taress i bryly, wohodzgee w skiad ustrejz budea-
lanege, 8g powiazane migdsy sobg 1 & nisrushemym wukiadem odniesienis
(ostols) za pomecy wigsl odksziakoalnych i mieedksztalsalnmych. Wigzie
odksztaiselne nie zmnisjeszajq liczby dynamicznych siopni swobody, uige

' zis nicocdksztaieslne natomisa$ naekiadajq ma ukiad dodatkewe wWarunki

geometryozne ogranicszajgse dymemiczne stopnie svobedy - ukiedu. Liczba

dynamicznych siopni awobedy ukiadu ziolonege jJest réwna sumie lokelw

nych atopni swebedy punkiéw mesowych, tercz i bry2 (tzakiewanysh Jako
ecblekty izolowane}, zmniejszonaj 6 liczbe warunksw neiozomych przez
wigzie nieodksztazealnas. W celu ckrsslenia liczby &ynemicznych atopni
awobody ustroju nalesy natem myslowo usungé 2 nlego  wWiezie odksztaie
calne i w ¥ak przeksztaiconym schemacis ustalid lissbe hiezaleZnych i
niezbednych wspdéirzednych uogdlniorych, W uwstrojech prelowych wieziami
mi@odkmmtazé@lnymi 88 Da ogé: wigzmis podporowe, @ wigslaml ediaziaze
caloymi = predy sprezysis. COzgsic zakledamy, %e presy s§ niewaikis,
nierczoiagliwe i charakterysulg sie Jedynis ocdkszisicalnodcia giabad.
W sckemacie przskasziteiconym nglesy je sasdypié nieromciggliwymi wigs
zismi o praegubowych koricach. Przyklady okredlania licTby dynemicznych
stopnl swobody i doboru wapdirzednych uogélnionych ag praedatasione na
I¥Se 1e1. Praykiady te dotyczg ustrojdw piaskich, w kitérych modelem
mas a3 punkty mesows poszhawlons bezwiadnodci obrotewej, tarcze mazcwa
© niepomijalne] bezwiadnodasi obrotowel, & takie masy roziozons. 2 punke
tu widzenia liczby dynamicaznych stopni awobedy wprowadza asiq podziaz
na:

1) uktady o Jednym stopniu swebedy,

2) ukiady o skoriczons] liczbie stopni swobody (ukZady dyskrete
ne),

3) ukady ¢ hieskorczonej liczbie stopni swobedy (ukady cisge).

Podzial ten Jest umowny, wazystkie bowiem oblekty fizyozne ag
przestrzennaymi tworaml materialaymi gbudewanymi z tworzyw odksztaksale
nych, sg wige ukradami ciagiymi o nieskorszonej.liczbise siopni zwobody.
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Okazuje aiq Jednak, ze w wigkszosei PrEypadkéu moina uzyskad .deataiee
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cznie dokiadne rozwigzanie w bazie ograniezone] liesby wapéirsednych
uogélnionych, Najproatszym sposobam dyskretyzacji ukiadu r38c3ywiatego
Jeat przskaztalcenis osigglege pols masowego respigtege na strukturze
odksztatecalnej do postaci dyskretnego pola mesowego (dysk.ntysae:a fia
zyozna). Spoadb ten, gwany krétke granulacjq mas, jast onéwiony W roz-
dzials drugim i trzecim. Inny speadh polsga na zachowaniu rreozywiste]
struktury pela masowsgo oras na aprokaymacy Jnym opisis stam proenige
azozenla ¥ ograniczons] bazis parameiréw (dyskretyzacja matematycsna),
Sposdéb ten, saatoaowanj % analizie dynemiczne] uktaddéw sizgiych, praede
stawlono w rozdzisle czwartym., W rozdziale tyn cméwiono xdwniez nige
ktére zagadnienia dynemiki ulkcxaddw clagiych asnsu atrieto, & Wwige besz
stosowania dyskretyzacii fizyozne} 1 metematycznej, Mozliwosei L1 F
dziedzinis sg cgranicsons, omawianse 3zagadnienia 23 bowlem opisane
czgstkowynl réwnaniami ré2nicgkowymi w przestrseni 88082y B N0=CE380
we) 1 uszyskanis rozwiazad samknigtych Jest mozliwe Jedynie w Pewnysh
szZozegélnych przypadhch.'

123, Wiemie odkaztaleslne

Sztywnoscls x izolowane] wigzl linicwo spresysie] nasywamy sto-
sunsk uogélnione] sily czynmne] Q do cdpowisdajacege jeJ uogélnienaego
przemieszczania q (rys. 1.2). Stosue '
nek przemieszczenis g do siry-Q na- LQ q
zywa slg podatnodclg & wiszi liniowo
sprg2ystej. Zawsze ks= 1, Zakzadamy,

%@ parameiry wieszi 8pry2ystych nis za=- K q K

le23 od czasu (ukady skleronomiczna). Q
WigZ liniowe spreiysta gromadzi ener=

glg potencjaing odkaztsxcenia o gartc=

el

ks

Hyﬂo 1.2
4 2

B, =3u=3 . | (1:1)

Proste przykiady wyznaczania parametzdw wigzi apreiystych przede
stawionc na rys. 13

Jesli operujemy zbiorem wepSirzodanych uwogdlnienych, to wigsis @

tym zbiorze 84 ne ogdz B8przgzons. Dla przykladu iozpatrxymy balky, Jak

na rys. 1.4, oplsang dwuelementewym zbioram wapdrzgdnych uegéinionysh.



=3
Q q @0
g |
q
q=Q1¥3E3 q=Ql/EA q=Q1¥/48E3
§=1¥3g3 §=\/EA §=1/48E7
k=3E)/13 k=EA/1 k=48E3/3
Rya. 13

101- le

<, q,
i 1 lkn Koy
A4 7 2D L 1 L
Su  dn
11 l kip 1Kz
du b2

Rys. 1.4

- Otrzymjemy tu zaleznodei
B9 % 8942 * 8450 »
G =849 * 855% »

ktére W zapisie macierzowym majg postad

g = DQ:
gdzie
L=iq01s C=1Q (. D=511,V512.
% ® 521, %22

Hacierz D Jest macierza podatmodci w obranym zbiorze wspbirzgde

nych uegdinionych. Relacja odwrotne do (1.2) ma postadé

=
2

QY = Egq9q ¥ Kypdp s
G = 32194 * X529 »
iab krécej w formie maciersowe] ‘

e = K3,

E =1k, o kyp
By o Moo

gdzie

Obis macierze sg kwadratows i symetryczna, @ ponadio
KD = P = 1.,

QOprécz wigsl spre2ysiyoch w ukiadzie mogs wystig-
powaé wigsie, ktérych reakcje opisujq opory ruchu.
Najprostszym przypedkiem tekie] wigzi Jeat tiumik Wiw
skotyezny (rys. 1.5)s Paremeirem ¢ tiumika wiskoty-
cgnego nazywamy stosunek siy ckynnej. Q do odpowige
dajgoced jeJ predkodel priemieazczenia 4.

Zardwno wiezmie sprezyste, Jak - i tlumiki moga
wystopowad w,zestaﬁacn. Zasadniczymi typemi s§ Zestae
9y réwnolege i szeregowe., Na ryé. 1.6 . prgedstawione
przykiady gestawa réwnolegiego (rys. 1.6a} i szerego-
wego (rys. 1.6b) Wigzi aprezystych.

e e e R R e R ”_-—mwwww»!mwm‘

a

i
:

W drugim przypadim
q:Q/k1+Q/k2=(51+52)Q,

(1.2) !
‘ Rys. 1.6
(1.3) , ¥ pierwszym przypadku L )
' RERER AT RCHES 9
ﬂ a wiegce 7 I
(1) E=kpely . 16 =6 ¢ ey
|
e

|
]

{1.5)

(1.6)

jest macierzs sziywncsci w obranym zbicrze wapéirzednych ucgélnionychs:

{(1.7)

c e

$Lg_ro

Bys. 105

(1.8)
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& wige
& = 61 +52 N 1/k = 1/1';1 + ‘l/iga . (1.10)

W réwrnolegiym zestaﬂe-wigai a8proaystych sumowaniu podlegajs szty-
wnosdci, 2 W 8Zeregowym - pedatnodoi wigzi. W przypedkn zestawu tlumie
kéw role sztywnosci k; graja paremetry tiumikéw Cye

1s4, Podstawowe praws dynamilkd

Podstawowa Znaczenis w dynamice me drugie prawo Newiona, ktérs w
¢dniesieniv do punkin meterialnege brazmi: predkosé zmiany pedu punktu
materislnego Jest réwna sile dziatsjgce na punkt. Przyjmujse oznaczae

nis jek na rys. 1.7 mamy zatem

a g P
17 %?(m ) =7, (1.14)
/’m L.‘2 & ¥ przypradku masjniezaleznej od czasu
P ) =
ny = P, (1.492)
Byse 1.7 '

Brergis kinetyczng punkiu materialnego okresla wzér

+ - 4 . .

Ex = fmuu = 5m(n§+n§), (1413)
gdzie t’z1, 1'12 83 ortokartezjafskimi wapélrzednymi predkesei punitu,
¥o2ns wykazad, Zs W ruchu plaskim terczy materialne] energia kinetycze
na

E, = % (m ﬁf +m ﬁg + J%g) R (1e1%)

gdzie m - mase tarczy, % - centzalny‘ blegunowy moment bezwadnodesi »

masy, d1, ﬁz - @spéirzedne predkosci translscyjnej srodka masy, a

predkodd rotacyjna, jak na rys. 1.8. :
Réwnenie (1.12) mozna zepisad

w postaci

3 -

m

m.J F o+ B =8, (1415

gdzie B = o n % jest siza bezwtad-
noscl dziaiajycg na punkt nateriale
ny.

Interpretacjg rdéwnania (1.45) .

Jest zesade d'Alemberta, ktéraw cdw
niesieniu do punktu materialhego
brzmi: W kezde] chwili sily dziaZae
Jace na punkt materialny w czasie

Rys. 1.8

ruchu apélniajq wraz z sixg bezwiednosci werunki réwnowegi. Zasada ta

Jest podstawg stosowania metody kinetostatycznej w dynemice, zgodnie z

 :§

41
ktérg analize dynamiczna ukiadu moie byé prasprowadzona metodami stae
tyki pod warunkiem uwzglgdriznia obecigzerd kinetycznych.

Za¥dézmy, e przemieszczenie U Jest Jednorodnsg funkejq zbiorm
wspéirzednyeh uogélnionysh gy« BHéwnanie (1.11) nie zmieni sensu, jed-
11 zapiszemy Je w posteci

a_ o> 31 38
o (2 u) 5q, = 3q, (1.16)
7 maleznosei 1 = ﬁ(qi) wynikas, Ze
+ a3t 38 _ ou

a 3 8a,9q, 23
Webec tege
%_t.(m'{;)a_u-:%?(mugﬂ_ -m‘ﬁ%-t--al=
- By dqy 3qy
. =%_£(m§__'p_) . -1
aqi aql
R, 3 -
GGt - gadh -
3d; qy
E 3
=§__a:..k . Ek.
ét 84, 3qy

‘Jednoczesnle jest

- v - ‘ S = 3%
Pdn:PZ%a—_‘ldq1=ZPidai: Fi=Fsq -
C i '-'11. . i .

gdzie P1 Jest no’gdl»n‘ibxjg 8ilg Zewnetrzng cdrowiadajacy uspéhsqdnej
‘1'1" héwnanie Newtona mozna zatem’ Zapisaé w postaci

8B, B8E, - o o
%—t—TE -_——15-=P1-, A = 1,2, e o (1a17)
. aql aqi» - .

znanej pod nezwsq réwnar Lagrange’a. _
W przypedku ustrojéw odksztatcalnych o zachowsmczej postaci réue
newagi " o :

3B .
Py =L __2_ 32, (1.18)
8ay Bay 3y
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gdzie L - praca zmewnetrznych sit ogynnych (w sensie precy przygotowaw
ne;), Ep - gnergia potencjelna odkszitazcenia, 2 - funkecja tiumienia
(quasi~potancjax o wymiarze mocy).

Funkeje tiumienia w przypedxu tIumikdw wiskotycznych oblicza sig
analogicznie Jak energie kinetyczng, kisdqce w misjace masy m parametr
tiumika ¢, Przykiadowo dla tiumike przedstamionsgo na rys. 1.5 mamy

e = 2cd”. (1.13)

Béwnania Legrange s dls ustroju budowlanege maja cstatecznie poe
stad

-3E JE 3 9E oL
%‘E k. ko _E- F SR - S N 1= 1,2, oo
a'ql »aqi aii aqi aqi (1.20)

Inb ghiorczo w notacji wekbtorowe]
&5 erad B (D) - grad (@) + gred 2(d) + gred 5,(T) = ered L(T).
(1.21)
Otzzfmaliémy % ten sposdéh ukiad réwned ruchu dJdowolnege ustroju
zioZonego, zapisanych w bazie wapbirzednych unogdélnionych.
¥ pzzﬁpadku maiych drgad weké: poXoienia réwnowegl energia kine-
tyczna na ogé: nie zaleiy od przemieszczerd megélnionych Qe Wtedy

8E,/%q = 0, gra¢ E (3} =0C. (1.22)

1.5, Charakterysiyka rucbnéw oscylacyinyeh

Ruch punktan jest cscylecyjny wsglsdem pewnege poiozenia obojgt-
nego, jeéli wychylenia punktu od tego poxzozenia sg ograniczone i W oke
reélonych (nickoniecznie rdwnych) odstepach czasu purkt przechodzi przez

qlt)

Rys. 1.9

3
potozenie obojetne. Buch oscylacyjny speiniajqey warunek
q(t) = Q.(t"nT) 2 D= 1,2, eeo (1+23)

nazywamy ruchem okresowym (pericdyezanym) o okvesis T (Iys. 1.9).Povwe
tarzajgcy sig fragment ruchu zawarty w okresis T nagywamy cykiem (o).

Fajprostszym prsypadkiem ruchu okzcéowego Jest ruch \harmonic:ny
okredlony relacls

oft) = a sin(au% + @) = a sinfuwt + o) , (1.29)
alt!)
a4—
/\ K

.

Rys. 1.10

asing, '
4

ktérege wykrea jest przeﬁstawicny na rys. 1.10. ¥ opisie takiego ruchm
wystepujs nesteoujace wieslkosci:

@ = am q - amplituds,

T « okres (2),

w=2%/T - czg¢stodé kotowa (rad/s),

wt+ ¢ = faza (rad),

¢ - faza poczgtkowa (rad).
Oprécz czestosci kotowej w prakiyce uiywa sig wielkosci:

£ =1/T - eczestosé fizyczna (¢/s = Ha),
n = 60/T - c¢zestodé techniczna (c¢/min).

"

Wspéiezynniki przeliczeniowe s podane W tabeli 1.1.

Tabela 101
wspdicyynniki przeliczeniowe

D) by n
o= 1 6,283 0,1047
t =] 0,1592 1 0,0167
n=| 9,549 60 1
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Forms uzoru (1.2%) nosi rezwg zZapisu zwWinilgtego. Buch harmonicz-
ny moina réwnies mapisad w formle rozwinigite]

a(t) = qg 3in wt + g cos wt , A (1.23)
gdzie .
9, =2 08 @ , q =asinog . ' (1.26)
Relacja odmrotne ma poatad
a=ang = q_2 + o = areta(q /3 ) . (1.27)
s, ¢’ e’ s

Przez réiniczkcowanis funkeJi (1.24) lub (1.25) podlug czasu otrzy-
mje sig pochodne kinematyszne - predkosd i przyspieszenie,

V -q(t) = awcos(wt+e) = ‘qsmoéw: - qusin ot , (1.28)
- )y . 2 .
q(t) = -awasin(mt+q>) =7—qsw2'ain wt = q 0 coBwt .

Warso zauwaszyé, Ze w ruchm hermonicznym’ § = -w q. W obliczeniach
dynamicznych wygodnie] Jeai na ogdé: atosowad rozwiniety zapis ruckm
hermonicznego, umozliwia te bowiam nie..alezne przeksztazecanie skladni-
ka sixmsoueso i coaimaewego. Ponadto zamiast niewspéimiernymi parsmew
tremt ruchu a8, @, operuje sig ﬂapélmie“nymi wielkoéc.iam qs, Qgo

Bueh opiaany wzorem :

q(t) = a(t)sin(wt+g) = qs(t)sinwt ¥ q;c(t)coswt s (1.29)

gizie &(t) >0, nazywamy ruchem Quasi-harmonicznym z modulacis ampli-
mdyo
Bozwezmy ruch punkiu opisany Punkejg q(t), ktdra Jeat kombina-

¢jq wspézlinionyeh ruchéw harmonicznmych

»q.'l'(t) = a si‘n(m t o+ q)j) . 7 . (1.30).
W przypadku, gdy ruc}:q sk&:adowe aq synchrom.czne, mamy wJ =W =

= const, (pj Q= const. Wtedy : -
q(t) = ( Z .aj>s;in(6t+q§) = a sin(ut+q) o L (1.31)

Buch wypedkowy jest. harmoniczny i synchronidzny z ruchami skia-

dowymi. Amplituda ruchu wypadkowego jest réwna sumie amplitud sktado--

wych e ‘vvt . -V”v .
. e Z 8- - C (1.32)

W przypadku, gdy ruchy skXadowe cgchﬁje Jjednakowa czestosé wy =
= w= const, ale nie 33 one zZgodne w fazie, zapiszemy

qd(t) = aJsln(mt+(pj) = ajcoaqusinuﬂ: + @ simpjcoswt R

d

L
8 zatem

q(%) =<—za"cos¢3) sinut + (Zgjsinqj>cos I (1433)
i NG

WorowadZmy wektory

- T
°=[81’°2',a3""] i

- . T :

c =‘[<:<:»s.¢p,1 » COBR, , COSPy 4 veel T, (1.34)
3= [simp1 s sing, , sinqu s ...]T .

Formuta (1.33) przybierze postad

q(t) = 3Tz singt + 3T cosat = 8 sim(wt+g) , (1435)
gdzie ) w. m ) ‘
® = arctg(¥ 5/3°3) . (1438)
Naiomiast : ’
2 -T_-'l' Teulo =TT 0 Ll L WT L
& =803 8+883a=8(30 +85)a=8aRE,

pTZy czym elementy macierzy B wynosza.

(R)ij = cosQ, cosupj +* aﬁ.mpi:sincpJ = cos]q: - cpj] R

137
(R_)Ji = (R)id » (R)il =1 . ( )

Wynik (1.35) wskazuje na to, 2e ruch wypadkewy jest ruchem har
monicznym 2 czg¢stodcis koiows w. Amplituda tege ruchu

Vil s >0 (1.38)

wyraza sie przez pierwiastek z formy kwadratowei amplitud sktadowych.
Jgdrem formy kwadratowe] Jest $u symetryczne macierz R, ktére] ele=~
mentami sg cosimusy przesunigé razowych miedzy wssystkimi mo2liwymi paw
rami ruchéw skiadowych. W szczegdlnym przypadku dwéch ruchdéw

R = : 1, cos]¢2-¢1[ .
coslq’,’ -‘Pal, : 1
a wigc '
2 2 : - '
k =\/a1 +a, o+ 281'82(:081(91-(92] R : (1.329)
I tak np.
a=a +a,, . Jjedld ¢1-¢2=0,
8 = 83 + a: , Jegly l(p»] - q’a! = ®m/2 , (1.40)
8= la; ~ 52] , Jesdd o, - o] ==,
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Rezwazmy W kodou przypadek sumcwania ruchdéw asynehronicznych, to
zneczy ruchéw o réizmych czgatodciach wye Buch wypadkowy nie Jest +tu
juz rushem harmoniczrym, chod jJeat ruchem okresowym, Jesli astosunki
czqatedcl skkadowych s wymierne. W tym przypadkm czestodol sktadowe
tworza oigg propoxcji

: : S ees : : t ese o
w, o, w3 =n1 l'l2 n3 o » (1.81)

gdzie nd sa liezbami naturalnymi wsglednie pierwszymi (tJ. nle majg-
oymi W swoim zbiorzme wspdlmege dzielnike), Mamy wtedy uuj/nj = const,’

a zatem réwniez .
nJTJ =T = gonst o (1.82)

Ckres T rucku wypadkowege jest najmniejszg wspélng wielokrote - -
acdcia okread® skiadowych. Jesli ny s§ liczbami mazymi, okres T Jest . '

pordéwnywalny z okresami ruchdéw skiadowych. W przeciwnym przypadi ok-
res T mo%e byd wielokrotnie wigkszy od okreséw ruchéw skiadowych i
osigga nieskodezeonodd, jefli w zbiorze czestosci skiadowych pojéwia. sie
elementy o propercjach niewymiernych (np. w, =1, Wy =v2). Przebieg
czasowy ruchu wypadkowego moze mied réznorodne ksztaity, niemniej pod=.

czas interferenc]i ruchéw asynchronicznych absolutnie najwigksze Wy~

chylenie nie moze przekroczyd sumy amplitud skkadowych

max max |q(t)| < Z ay . o (1.43)
J

Dokadnie]szg oceng rozkiadu wychyled uzyskamy przeprowadzajac
nastepu jace rozumowanie, Wprowedimy na chwile do definicji ruchéw skia-
dowych parametr € taki, 2e

q_j(t) = ajsin(u)jt + qJ‘:i‘-s- £) =. C1oua)
= ajcos(mjt + Qj)s;ne+ ajsin(mjt + q;J.)cos €, o
i utwérzmy wektory ‘funkcyjne' ‘
E(t) = [cos(w t+9,) , cos(uwyt+a,) var] T . (1.45)
B8(t) = [six:l(w;]t+<n1) > sin(w,tre,) ees] T .  ’
Wtedy ruch wypadkowy zepiszemy w postaci o '
q(rt)‘ = ETE( t)sin e+ ETE(t)cos €, : (1.46)

Prowedzac delej rachunek pedobnie jak w (1.35) 1 (1.36), otrzy=
many - , ;
a(t) = §(%)-sin [e+ «t)] , (1.47)
gdzie )

o(t) = arctg[a a(s)/5°a(+)] . (1.48)

. 47
Fo dekonaniu przejscia granicznege € —>0 otrzymamy

a(t) = 4(t) sino(t) , (1.49)
przy czym zgodnie z (1.35), (1.36)

a(t) = Vam(s) @8 >0, (1450)
gdzie
[R(t)]ij = CO8 lwit - mjt + Py = ‘le = cos8 I“’i;jt + ¢iji 7 (1.54)
w“=wi-mj, "1;‘:"1""3"

Jgdro R{t) formy kwadratowej wystgpujacej w (1.50) jest syme-
tryczng macierzgq o elementach fukeyjanych zaleZnych od cgasu, & wyjat-
kiem elementdéw diagonelnych zawsze réwnych jednosci. Funkcja 4§(t) ok-
redlona wzorem (1.50) jest obwiednia (inacze] - m2joranta) ruchu wWy-
padkowege q(t), uwzgledniajge bowiem to, ze |sing(t)] <1, istctnie
z (1.49) otrzymamy

la(t)] < &%) . (1.52)

Znak nierdwnodci w powy2szym wzorze Jest siuszny dla prawis wszy-
stkich %, rdéwnoéé nstomiast Jeat prawdziwa w przeliczalnym zbiorze
runktéw stycznosci majoranty do przebiegu ruchu, przy czym 2zbidr ten
moze byé pusty. Jesli ruch wypadkowy Jest ruchem okresowym, to rdéwniez
majoranta jJest funkcjs okresowy, jednak oba te okresy nie nmuszg byéd
soble réwne. Zauwazmy, ze czesé zmienna kwadratu majoréhty Jest kombie
nacja liniowg funkecji (1.51); Jesli zatem dla 1L # j aszystkie mozli=-
we l“’iJ‘ ukzadajg sig w proporcji wzglednie pierwszych liczb naturale
nych nij‘ to zgodnie z (1.42) okres majoranty

T=nTy =2 'n:nij/[u)ijl . (1.53)
W trywialnym przypadku jedmego ruchm
() = a, = am q, = const , (1.54)

&8 wigc majoranta jest linig prostq réwnolegig do osi czasu.
W szczegélnym przypadkn superpezycji dwéch ruchéw esynchronicze
nych otrzymuje sig

(%) ='\/a§ + a.g + 2a1aacoslw12t + o0,
T 2nn, /o, = 2m,/u, , (1.55)

=}
L}

21c/]m1 -m2] = T/ln1-n2|.

Majoranta pulsuje wbtedy w przedziale
lag= a5 | <d(%) < (aq+ a;) : (1.56)
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Pulsacja ta ujawnia sig szczegdlnie wyrainie, gdy a8, ~ 85, dede
czesnis pojawia sig elekt akustyczny, zwany dudnieniem, zZwliaszcza W
przypadiu Wy Wos wtedy bowlem i >T1 = T2 i oykl majoranty Jest
g2sto wyreiniony iokalnymi oscylacjami ruchu wypadkowege (rys. 1.41).

3 alt), gl

o>

4>

Bps. 1.11 .

Wykres ruchu zioionegs jeat na ogsdk funkc-ée. szybkezmisenng © skom-‘
-plikowanym przcbiegn, skiadajacym siq niekiedy 2 wieln réznych 080718~
cji lokalzyeh w_jednym oyklu ruchu. Sporzadzenie wykresu ruchm i jego
enaliza mogy bydé zatem kiopotliwe. Majoranta ruchu ziozonego netomiast
Jezt zamszs funkejs nisujemns © stosunkowe Zsgodnym przeblegn, dlatego
tez sporzadzanis Fykresu majoranty jest mniej pracochonme,

Rozwazmy 41a przykiadn ruch opisany formuzg

a(%) = g, + g, = 2sim@ ™ + cos6m =
= 2zim@nt + sin(ént + n/2) .

Charakterystyki ruchéw skiadowych sg nestepujace:

Wy =2nred/s, 0, = 6 nrad/s,
n,=1, D2=3.,
T1=1s, T2=1/55.

Dla ruchu zXozonego otrzymujemy:
- okres ruchm T =2n*1/2n=2n3/6n=1s,
- okres majoranty T = 1/ |[1-3]| = 1/2 s,

- formue¢ mejoranty §(t) = ~/5 = 4sinint .

Wykres ruchu i majoranty ruchu przedstawiono ne T7Se 1a12.

i
i
|
il

|

S
f
i

| aft), §l1)

o>

Rys. 1,12

19
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2. UKLADY O JEDHYY STOPNIU SWORBODI

2.1, Réwnanie ruchu

Najprostaszy ideowy model ukiadu ¢ jednym stopniu sviobody przed-
stawionc ns rys. 2.1. Masa m Jjest potgczona z nieruchomg ostola 2a
pomocs wigzli aprezystel o sztywnodeli k orasz
tiumika wiskotycznego o parametrze o. Ulkzad
jest obecigzony sils wzbudzajacs F(t), a wy=-

k c
chylenie masy z poiozenia rdéwnowagl statyczne]
opisuje wspéirzedne vuogélniona q(t). Bilans
m energetyczny ukadu daje rezultaty
g, =3m’, Eelkd,
t T2 p 2
gf{t) . (2,1)
F(t) Q:%cé N L=Fq.
B'ys. 201

Po pedstawieniu obliczonych wielkodel do
réwnad Lagrange’a {1.20) otrzymujemy réwnanie ruchu

mi + 0§ + kg = ¥(t) . (2.2)

Réwnenie to, 230&:113 % zesadg d’Alemberta, wyraza warunek dyné-

mioczne) réwnowagi sil dziaiajgcych na rozwazang masg. Sizami tymi s8g:

zewngtrzna sits czynna F, sile bezwtadnosci -m3, reaksja tiumika (o~ -

pér ruchu) =c§ ~oraz reakcla spredysta -kq.

222, Zagadnienie wiasne

Rozwiazaniem zagednienia wiasnego nazywamy w dynamice budowli
ustalenie okolicznodci, W ktérych réwnsnie ruchu pozbawions skiadnikéw
reprezentu jqcych opory ruchu i siig wzbudzajgcsg moze mieé niszerowe
rozwigzanie, Poszukiwsna jest wigo catke réwnania

mi + ka =0, (2.3)

21

KXadge q = e otrzymamy rdéwnenias cha:aktoryltycsno nA.a + k=

= 0, ktérego plerwiastkami sy A, = lw oraz A, = -iv, gdzie 1 av/=%,
we = k/m., Charakter pierwiasikéw wakazuje na to, %s calke ogélna réwe
nania (2.3) ma postaé

A%

q(t) = g sinet + g co08ut , (2.%)

Przy ¢zym qg, 9 34 staiymi dowolanymi. Stacjonsrny, harmoniozny pro=
ces opisany funkcjq (2.4) nazywamy drgeaniami wiasnymi., Wielkodd

w=Vik/m (2.5)

Jeat czgstofoly koXowsg drged wzasnych. Jest ona indywidualng cechg roz-
wazanego oblektu i nie zaleiy od ozynnikdéw zewngirznych. Drgania wia-
sne nie s§ procesenm fizycznym, opisuja one Jedynie pewng dyspozycie
ustroju. '

2+3. Drganila swobodne

Drganiami swobodnymi nazywamy proces fizyczny spowodowany wylje
cznie peczatkowym zaburzeniem astamu réwnowagi, @ i,iqc nazozeniem warune
kéw poczqtkowych q(0) = Qs &(o) = §,+ Jezeli tiumienie jest pomie
Jalnie mate, rozwigzanis mozs byd przyJjete w postaci (2.4), a zatem

w0y = ag =qy > =4,
40) =uway =, —> gy =Y .

COatatecznie rozwigzanie ma pestaé

q(t) = q eosut + § —s-"-’-lmﬂl ’ (2.6)

4(t) = -qwsinut + § cosut .

Drgania swobodne tiumione sg opisane réwnaniem rézniczkewym
mi +c3 + kg =0, (2.7)
At
Kxadqe q = e otrzymamy réwnanie charakierystyozne mAa + cA
+ k=0, ktérego plerwiastkami sa A, = =0w+ iw°, Ay = ~awe=i0’,
przy czym

= c/g\/ﬁ ,‘ o » (2.8)
o =._w\/l_:'—§ 3 (209)

Cherakter pierwiastkéw wskazuje na to, %e caika ogélna réwnania (2.7)
me postad )

mux;(

q(s) = e qz8lnwt + g c08w ) . (2+10)
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Hykorgystujge Jak poprsednic warunki poczgtkowe, otrzymamy
0) = q =q T 4, =g, ,
- . 1 - -2
q(o)"“q:-x"’“”‘lo=”71<>~~')9~s=?‘1c:*"_"'-‘io *
1

Wprowadimy Pomocniczy fazewy parameir tumienia B taki, 3ze

€ = gin B, 1 -¢® = cos B . - (2411)

Catateczny wynik Przybierze pestad

a(t) = g e~w? cos(u’t=8) . -out sinu’y

cos B ¢ wcos B
(2.12)
e _ - 4% inw t . wOUk . .
§(t) = - e w3inwt dge cos(w” +8) .
cos B cos B

Buch opisany funkejami (2,12) jest quasi-harmonicznym ruchem za-
nikajgoym, medulowanym funkeig wykiadniczg e'u“t. Wykres ruchu Jjest

glt)

| f

N/ N7

Tl

RYSQ- 202

rogladowe przedstawiony na rys, 2.2. Quasi-czestosd kotows oraz quasi-
~okres drgan tiumionych okreslajgq wzory

0 = VA - B = Wcos B<!D,
21/’ = T/ N1 - o = T/cosB>T ,

Opisene powysej rozwigzanie o charakterze oscylacyjnym jest siue
szne, gdy okredlony wzorem (2.8) bezwymiarowy paremetr o, zZweny - licz-
bg tiumienia, zawiers 8ig W przedziale 0 < o <1, W przypadlku o« > 1
Tuch zanika w sposéh nisoscylacyjny (aperiodyczny), & tiumienie okres-

-(2.13)
o

23
lcne liczbg & = 19 nezywamy tiumieniem krytycengm., W konatruke jach

' budowlanych liczba tirumienia Jesy na'ogdk uiamkiem zracgnis nniejszym

o4 jednodci, nie bedziemy zatem doktedniej analizewad preypadim tine

" misnia radkrytycznego. Fiekiedy liczbe tiumienia okredla aie procento-

wo W atosunku do ttumienia kzy¥ycsnego na podstawie wzZorn
A Gp = 100 = 50 cAK % . (2418)
Liczbe tiumisnis mosna Wyznaczad dedwiadczalnis, badajae siosue

T4

nek wychylenia q(t) do wychylenia q(t+7") = ¢ ~E q(t). Wislkosd bez-

wymierows
% = 1n q(t)a =0T = 210/\V1-® = 2mig8
q(t+T7) (2+15)

nazywany logaryimicznym dekrementem tIumienia. Dekrement tiumisnia ma
sens Jedynie w przypedim tiumienia podkrytyoznego, jesli zanikanie aMe
plitud ma charak:er ¢kaponencjainy. ¥ Prizypadku bardzo maiege tiumice
nia wygodnie Jest kerzystad = wzoru

¢ =3359(8) : (2.16)

n a( t+nr’) ’

gdzie n Jest lieczbg naturalng wigksza od jednodeil. Z wzoru @.15 wy-
nika, ze
o = 98/ Vs n2s 82 =9f2n , (2.17)

Przy czym relacja przyblizona jest s3uszna, gdy & <2 %,
Do opisa tZumienia uzywa 8ig rdéwniez bezwymiarowege wspdiezynnia
ka tirumienia .
‘y=2x=c¢/Vim, (2.18)

ktSry w przypadim tIumienis podkrytycznego zawiera 8ig W prsedziale.

0 < vY<2, Dla kenstrukejil budowlanych wspSozynnik y gzawiers sig

brzeciginie w'grenicach okreslonych w tab. 2ale
Wszysf:kie cméwione _parametry

Tabela 2.1
tiumienia, a wige «, o:p, By O, v,

83 indywidualnymi cechami obiektu, ——Lspézozymnili tiumienis
wzajemnie uzaleznionymi, ' Konstrukeje Y

W procesie drgan nastqpuje oy- stalowe 0,010-0, 025
kliozna przemiena energii kinetycge drewniane 0,030-0,050
nej w rotencjalng i cdivx-m‘.nie, przy mirowe 0,040«0,080
czym w dane) chwili aeczna energia %2elbetowe 0,050-0,100
drganh

ey 3.2
L(t)-zp+zk 5 kq® +

)

mqa :%k(qa + ﬁa (:)2) s (2019)
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Zaxézmy q, = 8 OFIZ §, = 0. Wtedy zgodnie = {(2.12)

q(t) = le-mmcos(m't-ﬁ)/coa R

§(t) = —awe % iny t/c0s B,

8 zatem

2 matuwt

E(t) =»% kae [coez(m‘t- 8) + sinam't] /c:‘m;2 B.

Uykerzysiujqe toisamedd irygonometryozns

nina,x+ coaa,y = 1 + sin(x+¥) sin(x-y)

i ognaczajse kna_/a = Bos ostateoznie oirzymamy
=20t ,
E(%) = By &z [1 + cain(20t- 8] . (2.20)

10

Wykres funkcji E(1) Jest pogladowo przedsiawiony na rys. 2e30

4

JE()

=~

&,%__\‘

t

Ryse. 243

Energia drgssd tiumiomych zmniejsza sig generalnie wediug funkc;li
wykiadnieze}, jednakie 2 cyklicznymi zaburzeniami., Strata energii nas-
tgpuje kosztem energii kinetyeznej, Zauwaimy, 28

. - 2

B(t) = kog + m4d = (kqa + m3)4 = ~0d <O .
Oznacze to, %ze funkcja E(t) Jest stale malejaca z wyjatkien chwil, w
ktéryoh 4§ = Oy W obwilach tych funkcja E(t) ma punkty preeglecia 1
gradient straty energii Jest réuny zeru., Logarytmiczny dekrement ener-
gii, cxyli logaryim neturalny atosunku pozioméw energetyoznych W od-
stepie Jednego cyklu, Jest oplsany wzorem

1In B . oug =2 5. (2.21)
E(£+7°)

W prrypadim drgad nietiumionych E(t) = E, = const.

i
g

2.4, Warianty modelu itiumienia. Wytezenle konstrukeil

Stan przsmieszczerniea konstrukeji odksztalcalne] stanowi podstawme
40 okreélenia s

zyozne Miedzy tymi stvanami, Reakcje wiaszi odkszitaicelned, wmynikajacs 3
fizykomechanicznych cech materiaim kemstrukeji,zgodnie z zasads 4 Aleme
berta powinna hyé réwna choigeniun kizetycznems zioZonem g

sams wytezenia konmstrukedi, Jssii znane sg zwigshki Ii.

alxy w2

dzajacej, siiy bezwiadncsci i innych a2if o charakierze gseunelirsom ¥
stosunku do %ej wiezi. Inuymi siowy, iy wystepujace uw rdwnaniu (2.2)
powinny byé podzielons ne dwie wzajemnle réwnomazgca sig grupy, z ktdé=
rych jedna reprezentufe chcigienie, & druga reakels hkonsirukeji ne  te
cbcigzenie. Definicja obceigZenia kinetyczinego nile Jest cosywiste, kol
strukcje budowlane bowiem wykazujg wiasnosdcld tiumiace, nie =awiersjige
na ogdtx w sposéb jewny tiumikdw aiuiacych wyzacznie do roaprassania
energii. W tej sytuac]i mozliwe sg rdzne werianty Redeln tiumienis &
derinicji wmwytezenia, odpowisdajgce ogdlnie preyjetemu Zazodeniu ¢ wise
kotyeznym chersktsrze opcrdw ruchu.

Zatdzmy, Ze konstIukcja Jest zbudowena z materiezu idegluniespre -
zystego. W tym przypadkn cbecigzenie kinetyczne wyrasimy formuig

(%) = kg = ¥ = md - o3 , (2.22)

w kidre] opory xuchm zostezy zekwslifikowane deo grupy sii zewngtrznych.
i skojarzone © zilemi bezwzadnosci (2ys. 2.%4a).

VIR IRINIYA

oy o
"m ' = o im (
? | I é,— i
;E’F A ?.r
] e}

b % t Ze
atrony Srodcy 8), & tekze w prryblifeniu  tow.
tIvimierie nonotruneyjns swivsene 2 materialnym uksziulitovenlen  Xolie

Kozng prayjad, ze opory ruchu s proporcjenslne d¢ pedu masy,
¢ =un , (2.22)
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. -

gdzie p  Jest wymiarowym perametrem tiumienia, mierzonym w s . Zg0-
dnie z tym zatozeniem otrzymamy bezwymiarowy wWspéozymnik tiumienia

Y= cAlm = pmAR s 1w/,

28%62my z kolei, 3e opory sruchu majg charakter WyXgcznie WeW=
netrzny (meterisowy). ¥ tym przypedku obcigZenie kinstyczne zdefiniuve
Jemy wzorem

(2.24)

UAE) = kg + cd = ¥ = nf . (2.25)

Nozna tu przyjas, Ze opory ruchu sS§ proporcjonelne do predkosci
reakcji spregzystej, a wiec ze

c= nk , (2026)

gdzle w Jjest wymiarowym peremetrem tiumienis materiatowego, mierzo-
nym W sekundach (czus retardacji), co odpowidda reologicznemu modelowi
ciais Voigta-Kelvins, jak na TYS. 2+4b. W tym przypadku bezwymiarowy
wspéiezynnik tiumienisa

Y= cAMkm =uwkAKE = nw, (2.27)
Mozliwy Jeat rdéwniez wariant kombinowany, W ktérym
Ut) = k(g +ud) = ¥ « m(§ + pd) ,
¢ =Wk + um , (2.28)

Y N+ p/o .

Uwzglednione sg tu zsrdwno wéwhetrzne, Jak 1 zewnetrzne opory ruchu.
Rzeczywista naturs oporéw ruchu w konstrukejech budowlanych nie
Jeat dostatecznie dobrze poznana. Zasadnicze znaczenie przypisuje sig
czgsto oporommmwnqtrznym,o k¥érych istnienin éwiadczy histereza Wyk-
reséy O -6 Badania dosdwiadczalne nle potwierdzaejsg jednak Jjednoznacze
ned - zaleznodci wspéiczynnika Y. od czqstoéc1 w, jaks otrzymelismy dla
modeln Vcista-Kelvina i wsk&zujq na 1o, ze cechq wiasnosci tiumigeyeh
okreslonego roaaaju konbtrukcjl Jest bezwymiarowy wapdiczynnik tiumie
nia na ogdé: stabo zaleiny lub nawet niezelezny od czgstoscl, ‘0a CZQ5=
tosci natomiast nalezy raczea uzeleznié parametr u, pPrzy czym zgodnie
z wzorem (2.27).
=Y/ w, (2.29)
W dalszych rogzwazaniach bedziemj ¥ zasadzie korzystali z relscji

(2.25) z uwzglednieniem (2.26) 1 (2.29). Nie sprawi to trudnofci w ana-
'lizie uktadéw o jednym stopniu swobody. Omawisjyc ukkady dyskretne 1
ciggie rozpatrzymy problem tiumienia ponownie,
Wykresy zalesnosdci wspSiczynniks Y od czgstodel drged wiasnych,
cdpowiadaaave oméwionym wariantom modelu tiumienia wiskotycznego, sg
I-:g1ladowo przedstawione na Iys. 2.5,

i "X =L/ W l"& =X W

i T =W /W 7 =const

. Ays. 2.5

223. Drganis wymuszone harmonicznie

Zaxézmy, ze sike wzbudzajgca w réwnaniu (2.2) jest hermonieczns
Tunkcjg czeasu. Réwnanie ruchn przyblerze postad

mi + eq + kg = Fgsin pt + F cos pt , (2+30)

gdzie p jest czgstoscig kolows wzbudzanisz., Ozneczsjac k/m = wz,

eAKm = ¥, <Trdéwnenie to sprowedzimy do postaci

= . 2
9+ ywg + wg = (Fgsin pt + F €08 Dt) w2/k . (2e31}

W przypadku uktaddw rzeczywistych cetka ogdlna réwnenia jednorod-
nego  jest runkcjg zénikejacg, skupimy zsatem uvagg na caice szczegélae
nej rdéwnania nleJecnoroanego, ktdrej bgdsieny
iunkeji harmoniczne j

poszukiwad W posteci

(%) = ag81n pt + g cos pt . (2.32)

Réwnenie (2,31) po podstawieniu (2.32) powinno byé speinione toZe
semosciowo (w kazdej chwili). W¥ynikajg stgd dwe réwnenie elgebreiczne

2 - -
(%- 1%)q, - voup q, = 7 o?/x

;o2 2
Yo g + (05 pz)qc = Fu/k .
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Oznaczajac p/y = 7, réwnaniaz s aprowedzimy do postaci

2
(# =1 g = Yhq, = Fa/k ,
2 , (2.33)
¥nag * (1 =m dq, =¥ /k
L obliczymy plerwiastki
a, =hF_ =+ n’l-'c R 3, = _h‘ys *hF,, (2.38)
pray czym
2
1 1 =7 o 4 Y
h = s e s e h = e = . (2.35)
K2R 2 K (1-17)2 » ¥

Orgenis ustalons mozne wige opisad wzorami

a(t) = Fq(h sin pt ~ h'coa pt)

-

(2,36}

. v .
- Ec(h ein p% + h ¢co8 pt) = ¥ s8in{pi-0) + % Fooou(pt-d)

a

am g

]
[
N
v
jj
=
o
[
Al
m
H
h

gdzia

v= 1/ M=) 5 v3° 4= aretg [yn/(1-)] . (2.37)

Prasbleg czasowy przemisszozenia jest odwzorowsniem przeblegu gie

¥y wzbudzajgce] z opdZnieniem Tazowym &, Wielxodd Desvynisrowy v née
zywemy wspliozynnikiem dynsmicznym. W praypadia pomijelniz matasgo tiue

mienis s
v=a/|l1ag]. (2.38)

Przypadekx 7 = 1, odpowilsdajacy rdwnoseci P = W, nazyvemy s8tae
nem rezonansosym lub krdtko regonansem. Rezonansovwe opdéinienie fazows
$=n/2, niezaleznis od mocy tzumienia, natomisst rezonansowy wspbie
czyrnik dynamiczny

v, = 1v/¥. (2.39)

Doktadne maksirum wspdlezymnika dynamiczneéa zZnajduje ste W punke
sle N =V1 wyS/2 <1 1 wynest

2 ~ Ei
Voex = VYWV - xT/8 ) >, (2,40)

unkiem, Ze y<+/2. VW przypadicn dostatecznie meisgo tiuwienia

aigdzy wartossisai v, oraz Viex Jest znikeoma i @  praktiycs

2ioansad wabr (2.39). €y v < 0,28, blad wagleduy jest mniejszy

2 pvdy Y = 0,09 bind wegladay J
a a

2
wds na to, Jal istolns znwcige

st rzgdu 1%, Hezonnnzowa

PR
Ly
STy

el

R
e
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Obcigzzniem kinetyczoym ukadu (przy =z2ozeniv modeln Volgtew
-Kelvine z parametrem w= Y/0) jest siis

Yt) = k(g + Loy =

V(Es-ynFc)sin(pt-¢) + v(Fc+YnFs)cos(pt-¢) (2.41)

" © amplitudzie

2 2 22 .
A=V + Q. = Wi+yn *amF=vy omF, (2.,42)
S

c
gdzie . =
LA AV et (2.43)

Pogladowe wykresy funkcji $, v, v’ sa przedstawione na rys. 2,6,

|y
£ - O
o 1
mph wysokie 1-0 niskie
’ strojenie strojenie ‘
0 - 1 1

=0 o

=

Rys. 2.6
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2.6, Wymiszenie bezﬁkadnoéciowe

Rozwazmy ukzad przedstawiony na rys. 2.7, w ktérym masa Oos be-
dgca czgécig masy m, wykonmuje ruch obrotowy na mimosrodzie e z

predkoscig katows p. Podezas takiego ru;
LL chu powstaje sita odérodkowa

2z
k J. . 2 _ 2
LIJ c Fo=mep = o@op s (2.44)
| m

przy czynm ”qo =m.e jest masocwym momentem

niewywszenia ocbrotowego.Rzut wirujacej si-
ty odérodkowej na kierunek drgerd okresla

wzsér
i(t) = ¥ cos pt , (2.43)

a wiegc
em q =

Fo s am § = V' F, .(2.46)

[

;\\fi?j E(t) Opiseny ukiad moze oy¢ modelem ustro-

Jju, ® ktérym Zrédiem wzbudzania Jjest ma-

Ry8. 2.7 szyna wirnikowa. Wzbudzanie tego typu na-

zZywamy wymuszZeniem ezwiadno$ciowym. Sto-

sujac wzery (2.46) nalezy pamigtadé o tym, ze wartosd =ity ¥ zalezy

od czestodci koXowej wzbudzanis, WspSiczynniki dynamiczne V oraz vV’

nie opisujg przeto w peini zjewiska przy czestodciach wzbudzania przyj

mijacych rézne wartodci. Peins odpowiedZ otrzymamy uwzgledniajae (2.44),
a zatem

22
emq=§ﬂ°p2=§d€onm=vﬂ2ﬂo/m,
(2.47)
. 2 . 22 =4 2
amQ =V hp =V AN G =T AP

Jek widaé, amplitudy przemieszczenia i obcigzenia kinetycznego
przy réznych czestosciach wzbudzania sg regulowane nowymi rfunke jami
vn2 oraz v'ﬂa. Poglgdowe wykresy tych funkcji sg przedstawione na
I8¢ Z248. 2

Cechs funk;ji V1 jest to, 2e W strefie niskiegzo strojenie
(n >1) zmierza ona asymptotycznie do jednosci, niezaleznie od mocy
tiumienia., Jefli wige jest p > w, to am g = o@o/m, a stq&

J% X meam q . (2.88)

Zaleznosd te moze oy¢ podstawg doswiadczalnego okreslanis maso-

wego momentu nievywazenia masuyny wirnikowej. Dogoénym ukiadem pomia-
rowym jest np. wehedio Iizyczne w Iormie wiszgcego pomostu, ne ktérym
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0

o
1

70 KR

N =R
N
———

e |
-3

1{77 1 12

Rys. 2.8

P

spoczywa badane urzgdzenie (rys.
2.9). Czestosé poziomych drgad wa-
snych wahedXe wynosi w brzybliZeniu
w=Vg/l i mozna bez trudu dobrad l
tak diugodé wahadxa 1, apy byzo
m<;po Yprowadziwszy masg m, W ruch
obrotewy nelezy zmierzyé amplitude m amg
poziomych drgad wymuszonych 1 sko=
rzystaé z wzoru (2.48). Wielkod¢ m
jeat tu Xsczng masg badanego urzg- Rys. 2.9

dzenia i pomostu,

2.7, Proces przeléciowy

Drgania ustalone spowodowane stacjonarnym wymuszeniem harmonicz-
nym s procesem realizujgeym sie asymptotycznie przy zatoZzeniu, ze
czas obserwacji proceéu jest dostatecznie odlegky od chwili poczgtko-
wej, W ktérej wzoudzenie zostalo zainicjowane. Przebieg zjawiska W po-
czz;tkowym przedzisle czasu lub w przedziale korcowym, W ktérym wzbu-
dzesnie wygasa, nazywamy procesem przejéciowym.

Zatézmy wstgpnie, Ze podczas rozbiegu masy n, czgstodéé wzbudza-
nia Jest proporcjonelna do czasu (ruch obrotowy Jjednoatajnie przyspie-
szony), & wigc

p(t) = nw= pt , (2.49)



n
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gdzie P = const jest ustalonym przyspieszeniem kgtowym masy L, W Il=
chu osrotewyn (rys. 2.7), inaczej = przyspieszeniem fazy wzbudzania,
08 7 moze b¥S w tym przypadku trakiowana Jjako przeskalowana o$ czasu
(istotnie, 1 = pt/w), a funkeje (2.47), ilustrowene wykresami na Ty S
2.8, mozna interpretowad jako obwiednie chwilowych samplitud podezas
rozbiesgu masy n Przy zZerowych werunkach poczgtkowych, Jest to iluse
zejéclowege, & ® tym takie zjawiska rezonansu Przej~
J bowiem chwili p(t) = o i amplitudy chwilowe osig-
gzonansove, Hozumowanie Jest stuszne, Jjedld rozbieg
jest dostatecanie powolny (§<<w2). Przy znacigcych wartosciach p/md
zagadnienie procesu praejdciowego, & zZwtaszcza rezonansu przejéciowego

z2ja kulminacje r

%]

komplikuje sig, nie mozna bowiem pomingé wpiywa przyspieszenia fazy
wgbudzania ¥ procedurze poszukiwania catki réwnania ruchu,

Rozwazmy rdwnanie (2.2) z warunkemi
a(t) = 0, alt) =0 dle t <0 (2.50)

1 zaidzmy, Ze sila wzbudzajgca jest okreslona pewns Tunkc jg oscylacyj-
ng o formule
F(t) = Fg(t)sina(t) + F(t)cosa(t) . (2.51)

Funke je Fs(t) i Fc(t) dla t >0 33 znenymi Tunke jami czasu,
znene sq réwniez rozkiad predkoSci fazy wzbudzania (czgstosci koxowe])
oraz przyspleszenie fazy

o(t) = 9(t) , B(t) = $(t) , (2.52)

natomiast funkcje

T
o(t) =(0) + {p(t)as , (2.53)
]

zgodnie z fizyczng rzeczywistosciq, nie Jest znana, moze byé bowiem wy -
znaczona jedynie z dokadnoscigq do wartosci statej. W te] sytuacji
funkcja (2.51) nie jest jednoznacznie okreslona, znana jest natomiast

Jed majoranta
- - 2,3 i
H6) = VF(s) + (1) . (2.54)
Rdéwnanie ruchu (2.2) zepiszemy w postaci

. . 2 1 .
e *rywy +wq=gFt). (2.53)
n

Caxicd tego rdwnania bgdziemy poszukiweli w postaci analogiczne}
do (2,51) funkeji oscylacyjnej

g(t) = qs(t)sinq(t) + qc(t)cosm(t) .

o
o
.
1
o3}
N
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_ Pochodne kinematyczne maja postad

a(t) = (qs- ch)Sin<D* (qc+ pqs)cos@ .
~d(¢)

(2.57)

]

. 2 o
(g~ pzqs- 2p4 - Bg_)sino+
+ (-7 3% 2Py + bqs)cow .
Wyrazenia (2.56) 1 (2.57) nalesy podstawidé do réwnania (2,53),
Funkcja (2.36) bedzie caiks tego réwnania, jesii speiniony bgdzie uke-

ad sprzezonych réwnand rézniczkowych o Zmiennych w czasie wspdiczynni-
kach

1, 01" &s +lvyo , .ep_ -ng' +
0, 1 a 20, vo| |q |
- ° (2.58)
2 2 P I 17
PlO P s mvuped  frlqg| = T lEg|,
. 2 02
YopeD , ©T-p | % | e

przy czym nieznene funkcje qa(t) oraz qc(t) ze wzglgdu na (2,50)
powimay spexniad Zerowe warunii poczgtkowe, Réwnanis te mogg byé roZe
wigzane jedynie metodemi numeryczaymi, Formuia ruchu (2.56) nle moze
by¢é jednoznacznie okreslona ze wzgledu na brak peinej informacji o

funkeji @(t), hiemniej rozwiszanie réwnad (2.58) umozliwis wyznacze-

nie majoranty ruchu
1) =Vai(e) + Sty . (2,59)

Cbcilazenie kimetyczne zzodnie z {2.%1) wyrazimy formuze

Ut) = k(g + %) = |
= k(q+ Tgﬁs- xu'?qc)8§n o+ k(q + ?I'ic* %qs)cos_qa, (2.60)
‘a wige
- Y. _ - {» . XD
Ut = Mlagr 4~ T o Q%) = K(q+ Ly e By
. oraz

o) =Vit) + Sre) . (2.61)
W ten sposdh majorancie wzbudzania (2.54) zostaly przyporzadkowane mae
Joranty rozwigzad (2.59) i (2.61).

Zauwazmy, Zze w przedzisle stacjonarnege wzbudzanis Jest p = const,
p=o, Ty = const, ¥, = const. Réwnania (2,58) przeksztacaja sie na
uktad o statych wspSiczynnikach gz ustalony prawg strong, Rozwigzanie
vakiego uktadu asymptotycznie zmierza do rozwigzania znanego ukiadu
‘réwnan algebraicznych (2.33), jak by¢é powinno,

W przypadku wymuszenia bezwiadnosciowego ze zmienng czestodcig

wzbudzania, oprécz siky odsroditowe j r, = mcep2 =y€op2, pojawia aie



réwniez styczna sita bezwiadnosel ¥y = -moe§ =
= -a@oi (rys. 2.10). Azutujgc te sily na kieruw
nek drgad, otrzymamy

r(t) = op sin (t) + &4 p cos (t) ,

(1) = &, Vp M

Poglgdowy ©przykiad rozwigzanla procesu

(2.62)

przejdciowego Jest przedstawiony na rys. 2.11.
Linig cilenks oznaczono txo odpowiadajace ele-
mentarnem rozwigzaniu na podstawie rdéwnad

(2+33). Charakterystyczng cechs zjawiska rezo-
| nansu przejsdciowege Jest opdéinienie kulminecji

Rys. 2.10 |
b pit) . {
100+ {
LE(t)=p sing+eosp |
w _ 'K 30,1 7 [
ol [ |
|
t i
|
0 2 8 10 ):
i :
10 |
ﬂ i
8

6 6,03 f
4,86 |
‘ |

il /]

" M%‘mrv |
. l& t 1

&}
o8]
o
Wy
=

Bys, 2.1
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efektu dynamicznege oraz zmniejszenie wartosci rezonansowe] w stosunku
do wyniku okredlonego wzorem (2.47).

248, Wymuszenie kinematyczne

Aozwazmy uktad, Jjsk na rys. 2.12. Ruch jest tu wymuszony okres-
lonyni drganiami z(t) wykonywanymi przez ostojg. Mesa m wykomje
ruch zozony ze skiadowe] kinematycznej z(t) oraz skiadowej wzgled=-
nej q(t). Réwnanie ruchu ma post&d

&z(t)

m(Z + 3) + cd + kg =0 .

(2.63) .I..
Po uporzgdkowaniu otrzymujenmy rdéwnania k c
ruchu wzglgdnego

mi + ¢§ + kg = = F(t) . (2.64)
m
Sixa wzbudzajgca Jest tu rdéwna
ile bezwiadnosci wynikajace] ze skiaw z(t)+glt)
dowe] kinematycznej. W przypadku wzbu-
dzania harmonicznege z(t) = A sin pt Rys. 2.12
otrzymamy site wzbudzajqeg F(t) =
= map sin pt, a wigc zgodnie z (2.36) i (2.42)
o(t) = am qrsin{pt= ¢) ,
amg =g map® = vnéa , (2.65)
am Q = V'mAp2 = v1Pes
Caikowite przemieszczenie masy wWyraza wzér
(z + ¢) = & sin pt + vn2a sin(pt=- ¢) , (2.66)
a zatem zgodnie 23(1'39) o
Amcmq) A-\/'l .2 n + 2 viPcos ¢ . (2:67)
K Uwzslqdniajqc to, ze '
cos ¢ = 1/\/1 + tg2¢ = (1 =12 (2.68)
1otrzymamw eatatecznle .
_am(z+q) = vV '+ yena A=Vva. (2469)

Zauwszmy, ze przy p > w jest vno v'= 0; wtedy
a(t) = <A 8in pt = ~z(t) oraz (2z+q) = O. Mass pozostaje w spoczynkn,
a8 jej ruch nzglqdn& Jeat odwzoroweniem przebiegu wymuszenia kinematy-
cznego. Zjawisko to jest wykorzystywane przy budowie bezwiadnosciowych

=1, Q):‘K.
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miernikdw drgad (rys. 2.13). Ma-
sa zawieszona na sprQZynie W obu-

kg dowie miernika cdiwarza za pomow

' 2 | 4z(t) ca rysika na obracajgoym sig wale
_mﬁ . cu picnowe drgania obiektu, na
L ktérym niernik zostal umieszczo-
CL]—1 , ny. biierzons megg byé drgania o

gz(t) czestodciach dostatecznia duzych

Rys. 2.13 w stosunkn do czqstoﬁci drgad

wWiasnych zawieszone] masy.

2.8+ Drganlia wymuszconse apericdycznie

Rozwazmy przypadek siily wzbudzajgoej o statej wartosci P, nagle
przytozone] w chwili ¥ = O, Réwnanie ruchn ukiadu nietiumionego ma
dla t >0 postad

m§ + kq = P , (2.70)
a.Jego catka }
g{t) = agsinuwt + g coswt + B/k . (2.71)

Zaktadajac zerowe warunki poczgtkowe, otrzymamy g = 0 oraz Qe =
= «-P/k, a zmatem ostatecznis

at) = *‘E (1 = cosuwt) . (2.72}

Obéia,Zenie kinetyeczne

Qt) = kg = P(1 - coswt) , maxQ =2 P . (2,73}

Efekt nagiego prayiozenls siiy Jest w poczgtkowej fazie procesu
réwnorzedny ped¥ojonemu statycznemu dzisXanin tej silty. W przypadkm
uktadu ttumionego poczatkowe efekty dynamiczne sg nieco mniejsze, &
rozwigzanie zmierza do wartosci stalel.Przyjmujge >0 przy t—+o,
otrzymamy q-—>P/k, jak w zadaniu statycznym. Przebieg czasowy siiy

t t
ol P/ £\ /
2P/ N i
TF(t) Yalt)
Rys. 2.14
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wzbudzajgce] i przemieszczenia Jest przedstawiony na rys. 2.14, Linig
przerywang zaznaczone charakier odpowiedzi w ukzadzie tiumionym,

Drugim waznym przypadkiem wymuszeniz aperiodycznego jest dziataw-
nie siky narastajgcej liniowo od zera z wydatkiem P1 na jednostike
czasu. Réwnanie ruchu ukiadu nietiumionege ma postad

ng + kq = ¥(t) = Pt , (2.74)

a Jjego rozwiszaniem po uwzglednieniu zerowych  warunkéw poczatkowysh
Jest funkcja
a(t) = (B/k) (t = % sinwt) . (2.75)
Przebieg czasowy 8ity wzbudzajgce)] i przemieszczenia przedsta-
wiono na rys. 2.15. ObcigiZenie kinetyczne

g(t) = kg = Pyt - (P,/w)einut = F - (P{l‘/En)ainwt . (2.76)
| vt l ! t

P N Rk

qlt]

Rys. 2,15

W omawianym zadanin interesujaca jest amplitude dyramicznego

przyrostu obeigdenia

en(Q-F) = P, T/2 ™. (2.77)
Wielkodd ta jest proporcjonalna do przyrostu obeigzenia w okresie drgexr
swobodnych obiektu, Wynika stad wniosek, Ze checge unikngé znacznych
przecijzen dynemiocznych nelezy ukiad obeigzad tym wolniej, im wigkszy
Jjest okres jego drgsd swobodnych.

Rozwazmy 2z kolel przypadek obecigfenis w formie impulsu’ dziazajg~
cego w przedziaie A%, niewspdimiernie maego wobec okresu drgad wiase
nych obisktu. Wartosd siiy nie jest tu znana, wiadomo jednak,zs FAt =
= [I. Impuls -II Jjest popgdem sily, ktéry zostaje przstworzony na nagity
przyrost pegdu mazy. Przy zerowych wWarunkach poczatkowych mamy po oza=-
sie realizacji impulsu q(0+) = 0, §(0+) = /m. Réwnanie ruchu uktadu
nietfumionego ma postad

ni + kg =0, (2.78)

a jego catka ogdélna gq{t) = qQgsinuwt + q.coswt. 7 waerunkéw granicznych
otrzym jemy qg = N/mew q, = 0, a wiec
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I : Tw
q(t) i — BIRUE = e—— sinut
mw k ! (2.79)

Qt) = kq =Twsinut, am Q = Mo,

Efektem wymuszenia impulsowege sg drgania swobodne. Wykres sixy
wzbudzalgce] 1 prremieszezenia jest przedstéwiony na rys. 2.16. Linig
przeryweng Zaznaczoeno charakter odrowiedzi w ukiedzis tiumionym. Zauw
waimy, ze efekt dzlaiania okreslomege impulsu zZwigksza sie ze wzrostem
czqstosci drgedl wiasnych obiektm.

\
t 4 Lot
N -7
\"/
n
Rys. 2.16

Fizyczny przypedek dziaania impulsu wyste-
puje podeczas sprezystego uderzenia (z odskokie.m)

m&sy M pPrzez mase m, =z predkosciy kozrcows v,
h (rys. 2,17)e W tym przypedkn impuls
/‘.\\ 1 ) . ‘ .
{ i 0= _(1+ku)v1mm1/(m+m1) s (2.80)
m - pray czym ku Jest wspélczynnikiem sprgzystoéci '
uderzenia zaleZnym od cech materiakowych ocbu " més
K : i zawartym W przedziale _(0" 1)e W przypadku avo-
K ‘ c bodnego spedania masy “my oz wysokesc:. h Jest Yy =
TTT7777777777 7777 =v2gh, Jesli zaé mesa m1 spade z predkedeis po-
" Rys. 2.‘173 -cza,tkawq Vor to’ v1 =V + 2gh .

Jdednyn 2 waznych zagadmeﬁ Jeat problm dzialania seri:. n 1.m-
pulséw I w odstqpach czasn 6. (rys.. 2.18). Obierajqc nowq ‘zmienng ..
czasowy T = t-(n-1)8, rozwie,zanie uk&acm tiumionego wnika;qce z dzig- -
tania ostatniego (pojedynczago) mpul:m mczna dla T > O zapisaé w,'

postaci

a(T) = ae” sing’ T = ‘a- im e("w"lw )T e

B (2.81) |
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0 8 28 (n-1)86 ot
n M N n
4 =
¥ F(t)
Rys. 2.18
Uwzgledniejac wpiyw poprzednich impulsdw, otrzymemy
ne1
4 (T) = arIm ), el-owrie’)(T+36) (2.82)
. =O '

Wyrazenie ped znakiem sumy Jest postgpem geometrycznym; wWykona-
nie sumowenia daje rezultaet

8 ’ 6 . .
() = a-Im <1 = o{=c0riu)n . e(-uwiw )T>. (2.83)

1 (-ocm+1w )e

Wykorzystujgc zaleznosci

x+1 z 4 2I' -
1 - e 37=1-ec:c>sy-:.eai.ny='\/‘1-2excc7sy-»az-eiq’

3

@ = arctg[e¥sin y/(1ee¥c0s ¥}]
rozwigzanie (2.82) mozna ostatecznie doprowadzic¢ do postaci

-OWT,

an(T) = vyae ™ Tsine’t = o4 0,) , (2.84)

gdzie P 9y dotyczg odpowiednio licznika 1 mianownika we wzorze
(2.83), natomiest

1) -, R

_ 1 -2 ownd cop Wn B, o 2% wn 8

v, = T AR . (2.85)
a 1 = 2e7%0 o540 4 ™AW

Wynik (2.84) ponownie opisuje pewne drganie swobodne uktadu, ikts.
re w stosunku do (2.81) charakteryzuls sig pewnym przesunieciem fazo.
wym, & przede wszystkim wspdiczynnikiem krotnosei v _ wyrazonym DPIZuz
%z6r (2485). & przypsdku nieskoriczenie licznej sernnma.m éla

o

” - wd . 2y 0 = S
Vo= (1 = 28 cosw@-&e“““ﬁ) /2 T
X Ll

. - DA Z VA w1/,
= ({1 «2e" 7" cosznre E%Dx) /2 :



gdzis
o =awT' 2 A= e/T‘ - . . (2.87)

Z wzoru (2.85) wynika, %e w przypadku serii ograniczone]
Vo, = V(M vmA) . h (2.88)

Halezy tu gwrécié uwagg na o, Ze dsiaanie ogia;ziézonej serii impule
séw moie w pewnych przypadkach dawad wyniki bardzie] niekorzystne niz
dzistanie serii nieskerczenis licznej.Pogladowe wykresy funlkcji vy (A)
sg przedstawione na rys. 2.19. Linlg cienks zaznaczono rozwigzanie 2
peminigeiem tiumienia, '

4 V=

05

7

Rys. 2019

Szozegdlnie prosty wynik otrzymje sig whedy, gdy © Jest caz-
iowita wielokrotunodcisg okresu drgerd swobodnych (rezonens uderowyj. W
tym przypadlu cosw © = coa2mA= 1, @ zatem

=1/(1 - efc“”e =101 =N, . (2.89)

przy czym naabardz;.ej niekorzystine rezultaty daje tu zawsze serla nie-
skoriczenie liczna, : :

Jeko kolejny przypadek wymuszania apev'mdycznego rozpatrzymy ude-
rzenie plastyczne (bez odskoku), Przy- ktérym siza wzbudza;jaca skXeda
sig 3 impulsu poczgtkowege II' i fruwale przyiozone] gizy P, Sumujge
wyniki (2.72) 1 (2.79), otrzymamy o

o4 )
q(t) = 'E(P +H_q:sinmt - P.coswt) ,

‘ (2.90)
Q(t) = kg =P + Huwsinuwt -~ P cosut ,

P+\/Enm)'2+ P2 .

Wykres sity wzbudzajacej i przemieszczenia jest pokazany na rys.

i

maxQ

2.20. Linig przerywans zaznaczono charskter odpowledzi W ukladzie tiue
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mionym. ¥ przypadlar uderzenia plas ycznego masy nm nrzez plonowe spae
dejacq masg mq nalezy przyjgé P = me I=mv,, w2 = lg/(mm1). Joba
1i V4 =/2gh , to

mexq = me(1 + V1 + Ewgh/E ) . (2.%81)

N N
n | W \C

Vel | Ta(t)

x|

Ryse 2,20

Rozwazmy W koXicu ¢gdlny priy-
padek sixy wzbudsajqece . ¥ Iformie }
dowolnej cazlkowalne] funkeji czasu, @ q+dr %
Jak na rys. 2.21. SiZg také. mo3emy
myslowo podzielié nes rézniczkowe
impulsy & N= F(T)dT, & stad zgode Flx)
nie z (2.79)

dg = aa sinm(.t-'r) =
. mw )

(2.92)
g:%u-;l sinm(t-‘t)d Te

[ F(t)

’ - Ryses 2421
‘Przyjmujge zerowe warunki po=

czgtkowe, cstatecznle otrzymamy rozwiqzanie v postacx catki Duhemela

a(t) = fF(r) singt=Da 7,
- ' v (2.93)
Q(t) = kq = mf,.‘i(‘c). sinu(t-T)dT »
. ’ ' ‘o . .
W przypadkm ukedun tlumionego o
t
-l b .
gq(t) = ;1;;' fl"('c)e ol T)sinw (t-T)dv ™ (2.94)
)

Moze sie¢ zdarzyd, ze funkcja F(t) Jest okreflona przez pomiar
i nie ma formiy enalitycznej. Rozwigzania typu (2.93) Iub (2.94) moz=
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[

na wowczas uzyskad obliczajic numerycznis wystgpujace tam cazki., Na
ogdd wygodnie] jest Jednak bDezpodrednio calkowad minerycznie réwnanie
Tuchu {2.2).

2,70, Zasedvy projektowenis. Zmeczenie

Prawidtowo zaprojekiowanaz konstrukcja budowlana powinne sig cha-
rakteryzovaé tym, ze JeJ] przemiecszezenie 88 zawarte w granicach uzna=-
nych za dopuszczalne. Ograniczeniom mogs podlegeé bgds tylko przemie-
szczenia stetyczne, vgdZ gczne przemieszezenis statyczno-dynamicane
lub wylqcznie przemieszezenia czysto dynemiczne (np., % blokowych fun-
dementach pod maszyny). Stan przemieszczenia konstrukecji spowodoweny
obcigzeniami dynemicznymi wynika wprost z rozwigzania rdéwnard ruchu,

Drugim kryterium poprawnosci konstruke ji jest okredlony poziom
stanu wytezenisz, Na pelny stan wytezentis konstruke ji skiade sie wytg-
Zenle statyczne wynikejgce z dziaanis cigZzaru wissnego i atatycznych
obcigzed uzytkowych orez wytezenie dynemiczne., Sten dynemicznego wytg-
zenie konstrukcji okresdls sies metodami statyki budowli, przy czym zgo-
dnie z zsasadsg d’Alemberte do obciggen zalicza sig s8ixy wzbudzejace,
sily bezwiadnogecl 1 ewentualne opory ruchu, Jjedli nadaje sie im sens
siz zewngtraznych., Sity te acznie tworzg ovcigzenie kinetyczne (),

‘F(t)

m

A ~8- Ay m$ A
l I

le:J
$G=mg 1

schemat statyczny

schemat dynamiczny

;F(’()-mﬁ-pmd=0(f) iamo
K A X pi
Ie s

schgmot kinetostatyczny  schemat obliczeniowy

Hys, 2.22

pray czym z punk¥u widzenis projektowarnia istotne £d ekstremalne war-
tofel obeilgZania kinetycznego, Idea przetworzznia statycznego 1 dyna-

&) nego schemgtu konstrukeli ne schemat ovliczsniowy, przyastny do
okresle=nia stanu wytgzenie, jest prze¢staviona na rys. 2.22,
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Przy kontroli naprygzed nalesy uwzglgdnic pewns wiascinosd mate

riaiow, zweng zmeczeniem, Liczne bedenia (zepoczgtkowarne przez Wdhlera

W XIX w.) wykezaly, ze w przypadku cyklicznie zZmiennego stanu wytesew

nia podstawowa (statyczna) wytrzymaiosé materisiu Ro zZmniejsza sie w

misrg wzrostu liczby cyklz i Przy pewnej umowne] duzej ich liczoie
oslgga wartosé Rz, zweng wytrzymeXoscia zmeczeniows, Wspbiezynnik

T = R,/R, (2.95

hazywemy podstawowym wspSiczynnikienm Zmgczeniowym dla cyklu symetrycze
nego (rys. 2.23).

R(n)
Ro
Rz
| i )
r R
nU

. Ays. 2.23

W prakiyce wystepuja zwykle zXozone steny napresenis, statycz-
no-dynamiczne, charakteryzujace sig asymetrig cyklu, jek ne TYS. 2424,

oo
S
L 7

\_ /=

Bmin 4 NS T

Rys. 2.24

¥ regularnym cyklu ésymetrycznym mozemy wyrdanid stetyczny silzdnik na-

rrezenia o oraz emplitude symeirycznego skiacdnika dynemicznege o,
s d

o, = o o

s !

. —~ -
mex ¥ mlu’ s g =3 !cmax - Uminl . {2.98)

£

Zmigne wytrzymalodes zZmgezeniowe§ W zsleinosci od udzieiu RADTE~
Zel stetyecznych w meterisle o jednorodnych wredciwodciach ilustruje
linig "a“ na rys. 2+25. Zoleznossé g bedziemy eproksymowali na korzygd
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bezpieczerdstwa odcinkiem prostym "b". Zmisng naprgzenia dopuszczalne=

go ilustruje odcinek ™cf. Punkt szczytowy naprgzenia dopuszczalnego

jest ne wysokodci statycznego naprezenia dopuszczalnego Oos ® tym bo-
wiem przypedku nie me Jjuz miejsca

46 na naprezenia dynemiczne, jako Ze

Ro : Og = Oge Punkt poczgtkewy linii

7 nem jest oparty na rzedne]

e OoRy/Ry = Oo/ ¥ Wwynikajace] % poO=-

a5 stulatu ustalonege wapdiezynnika

// bezpieczedstwa; w tym przyvadkn

2 ag = 0, co odpowiada c¢yklowi sy=-

metrycznemu. Odcinek "c" jest

fragmsntem linii prostej o réwna-
So nia

Ss c;—%ooq-(']-%)cs, (2.97)

& zatem warunek wytrzymezosciowy
ma& postaé

G Re

Ryses 2,25

=g

lolnaz

1 1
8+gd<zc‘°+(1-g)cso (2.98)

Po przeksztaiceniu tej nierdwnosci otrzymuje sig praktycznie przy-

datng relacje

o+ ch < 04 5 (2,99}

gdzie S, jest napreseniem dopuszezalaym W warunikech statycznych, besz
uwzglednienis zmeczenia, W mysl relacji (2.99) uwzglednienie zmegczenis
polege na wprowadzeniu 4o velementarnego warunkn wytrzymalosciowego po=-
zornie zwigkszonych naprezed dynamicznych.

Mnozac relacje (2.99) przez lc]max
jednoczesdnie przez gg * ch, dochodzimy do nieco innego, ale ekwiwa-

lentnego warunku wytrzymalosciowego

= 04 + g4 oOrazs dzielagc Ja

lolpas < 9o/Tr (24100
gdzie
og* £y
=T o s 1<%, < & {2.101)
s 4

jest zredukowenym wspéiczynnikiem zmgczeniowym, uwzgledniajacym asyme-
trie eyklu., Relacje (2.100) mozna dobrze zinterpretowaé fizycznie, wy-
stepujaca tam bowiem po prawej stronie wielkoéé co/gr jest aktualnym
w danych warunkach naprg¢zeniem dopuszczalnym 2 uwzglgdnieniem zmgczenia
przy okreslon metrii cyklu.

45
W praktyce operuje sie czesto mspéiczynnikiem asymetril eoyklu
A= (gg =04)/(og + 04) > -1 <A<, (20102)
‘Wtedy . .
.=5(%+1) =5(T~1)a. (25403)

Zaleznosé zredukowanego Wspbiezynnika zmgozeniowege od WspSICTyne
nika asymetrii cykiu jest przedstawiona na ryse. 2.26.

Bys. 2.26

Podstawowy wspdezynnik zmeczeniowy mozna przedstenid w  posiaci
iloczynu
C=C, % (2.104)

gdzle ;m zalezy od cech samego materiaim, natomiast §k>1 Jest wspii=-
czynnikiem karbu, uwzgledniajacym -sztait elementu, rodzaj obrébki, ro-
dsej poxgczenia itpe

Przedstaewlony zarys teorii wytrzymatodci zmeczeniowej Jest jedyw
nie uproszczonym opisem problemu, bedgcege Jednym z bardziej ziozonych
i trudnych do rozsirzygriegcia zZagadnier wytrzymaodci dynamiczne].
Szczegbiowe sposoby wjznaczania ,Isp&kczynnikéi zmeczeniowych sg okredw
lone przez stosowne przepisy normove.

2:11. Drgania wymuszone sitami losowymi

Analizujgc drgania wymuiszone mielismy na mysli ukiady o zdeves~
minowanych perametrach wiasnych, poddane dzialanin siz wzbudzajgqoych
okresdlonych zZdeterminowanymi funkcjami czasu. Wyniki uzyskane na pod-
stawie tych zalozed sa 6czywiécie.tak2e zdeterminowane, Jesli analizu-
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Jemy konkretny obiekt, to jego parametry mogs byé na ogétr zidentyfi-
kowene, site wzbudzajgce natomiast w niektdrych przypadkech nie moze
by¢é okreslona w formie zdeterminowanej funkeji czasu i nalezy Jja trake
towaé jeko funkeje losowa (proces stochastyczny)s W szczegdlnym Przye-
padku sia ta zgodnie z wzorem (2.64) moze reprezentowad losowe Wymu=-
szenie kinematyczne.

Rozwezmy réwnanie ruchu

mg + ci + kg = ¥(t) , (2.103)
% ktérym siza wzbudzajgca ?(t) Jest procesem stochastycznym - stacjo-
nernym i ergodycznym (rys. 2.27). Oznacza to, Ze charakterystyki pro=-
babilistyczne procesu nie zalezq od poozenia punktu zZerowego na o0si
czast oraz Ze znajomosé pewnej pojedyncze] realizacji procesu w dosta-
teocznie duzym przedziale czasu pozwala wyznacsyé charakterystyki repre-

4 Fit)
M o /\/‘\‘\N\,,m.,\,\h_/\v\ y
WOW TV T
° t
5 o
Bys. 2.27

zentatywne dla danego procesu. Funkoje ?(t) i 3(t) mozemy przedstewid
W postaci :

Ft) = Fo» F(+) , () = a_ + q(t) , (2.106)
gdzie ?
¥o=1m A fFe)as (2.107)
o] 27 T
T ® =

Jest wertodciq przecigtng procesu 'f, natomiast s(t)=1i(t) - Eo jest
Drocesem stochastycznym O zerowe] wartodci rrzecigtnej. Odpowiedzig uke
tadu na ustalone w nieogrsniczonym czasie wymuszenie fo Jest

qo = Fo/k N 2.108)

Jak w praypadim cbeigzenia statycznego. Odpowizdnie obeigZenie kinety-
czne Qo = kqo = FQ. W delszym ciagu moiemy enalizowad rdwnanie
mi + cd + kg = ¥(t) (2.109)

Z Wymuszenliem o zerovel wartodeci bprzeciginej,
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Najwazniejszg charakterystyks probabiliétycznq procesn stochase

tycznego F(t) Jest odpowiadajace mu Tfunkeja korelacyjna
m

Kp(t) = lim E% fF(t) F(t+T)dt . (2.110)
-7

T

Jest to Iunkcje perzysta, bezwzglednie nie wigksza od wartosci w zersze,

a wige

Kt = K(-7) , |x(t)| < k(o) .

W punkcie <t = 0 funkcja korelacyjna przyjmuje wartosd wariancji
procesu F(1t)

(24141)

T
Eg(0) = lin 3% [F(t)at = o3(F) . (2.112)
T—>c -T
Transformate caikows Fouriera funke ji korelacyjnej KF(r)
® @
1 ~iAT 4

SF(;\) = f K(7) e 4T = ¢ f Ke{7) cosrwat

. - ° (2.113)

nazywamy gestoscisy widmows (spektralna) procesu ¥(t). Jest to nieujem~
na funke je parzysta o ogreniczonej caice, a8 wiec
[ v]

f S(A)dA <™, (2.114)
-0

5(a) 20, S(A) = s(=n) ,

Parametr A ma wymiar czestosci kozowej,
TIranstormacja odwrotna do (2.113) me postad

@® @©
A .
(1) = [ S5 e Tdr=2 [S,0) coshtar.  (2.115)
-0 [}

Z (2.113) wynika, ze wariancja procesu F(t)
wyrazona wzorem

@® ®
o%(5) = kg(0) = [ s,(M)an =2 § sg(nan,
-0 [~

mose byé réwniez

(2.116)

Funke je korelecyjne proceséw Tzeczywistych aproksymije sig zwy-
kle pewnymi typowymi formuami analitycznyni, Przykxady formux fnnkcji
korelacyjnych i odpowiadajgeych im ggstosci widmowych podano w tab.2.2
@ niektdre wykresy - na rys. 2.28. Parametry o, B, 9 aq tu dowvolnymi
liczbami dodatnimi, Symbol 6(T) oznacza dystrybucje Diraca, Przy=-
padek 1 odpowiada procesowi calkowicie nieskorelowanerm (tzw%, biatemu
szumowl praktycznie mozliwemu tylko w sensie asymptotycznym),

2

Przypa-
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/-\"C .
TN 2% B
B B '
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8/
.@ A
! T 2n
8
Klz) 4 S(a) :
1
@ . T
! 1
x
Kie) | S(2) |
1 . ) —6(@—7\)
\.

Rys. 2,28

-

gGelk 2 Jest opisem bialage szum 2z odcigciem widma dla IA_I > Bs Przye

padek & odpowieda procesowi harmonicznemu o zdeterminowanej czestodel
kotowe] 8.
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Tabela 2.2

Funkcje korelacji i gestofci widmowe

Nr () s(A)
1 (o 1/2n
2 _BJ;_ cin BT 1/28  aia [Al S B
] ata A > B
1 = 28 dla T £ 29
; Iel/ I+l ¢ (g
0 - dla |t} > 2@ w oA
l o
s I TELR
o oc2 + Ba + 7&.2
5 e-a]'c] cos 8T T w2182 wn2) 1 el
6 cos BT . %5(5_{7\1)

Zgodnie z ‘wzorem (2.94), przy zetoizeniu nieograniczonej rozleg-

¥odci procesu w czasie, moina nepisad

qf{t) =

t

-0

r(tet)= v

lub po podstawieniu t - T
a(t)

Wobec tego

K(z) =
A =1
T ©
]
=un oz [ f
T~ T ©
@ @

c o

=x
x

= f Fltex) r{x) dx .

o]

T
1im 5% fq(t) a{ t+7) dt
— 0 ..

©

1 =~ t=1)
.

§ ¥ (-7 aT,

sinw’ (-1 ,

(2.117)

fF( tex, ) F(t-%,+ 1) r(x1 ) r(xz) dx dx,dt =
o

ffKF(w:+x1-x2) x(x1) r(xa) dx1d12 °

(2.118)
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Z kolei na pedsiamie (2.115)

@
J s ) **Tan,

KQ(T) ) - (2.119)
. ® )
KF(,T+:1-32)' = ;[o SF(A) ei)»('r+x1 zz)dk .

Relacje (2.119) nalezy podstawié do (2.418). Réwnods bedzie speie
niona, Jjeéli réwne sobie beda funkcje pgdcakkowe'wzglqdam A. Po Wy~
=iAT
konsnin obustromnsége mnozenia przes e » otrzymamy

@ ©
sg) = 5300 + Jx(z)) P51 4z, J2tz) 2 ax, -

(2+120)
= Sp(A) B(4A) B(-1d) ,
gdzie ® ©
= - «iA '
R(iA) = f 2{x) eﬂ‘“ ax =47 f @ (w=1)x sinw’x dz =
nw ¢
° = (2.121)
1 - o?
- E(mzoxzaiywk) k( ma-xa-iyum)
1 u)4
B(1A)+B(~i)) = . .
E R L (yar
Webse tego geatodé widmowa mrocesu qa(t)
-2 A 2
sq(x) =k vq(x) 54(3) , (2.122)
gdzie 4 .
A} = 9 (2-123)
Y‘!-( ) 2 2.2 2
@=<27)° + (yor)
natomiast wariancja tego procesu
. [s 3 T .
2(q) = 2k A 2.124
o%(a) = 2x" Bf Vg(A) Sg(A) ar. ( )

¥ teorii procesdw atochastyczaych dowodz;. sie, Ze Jezell pewna

funke Ja losowa Z(t) - jest iiniowym przeksztaiceniem rézniczkowym funk-
eji aq(t), : . S

S E® = Wa/at)eg(t) , |
gdzie 1L Jest wielqmianem operatora d/dt o statych 'wspélczynnikgch,
to geatosd widmowa procesu Z(t) o

" (2.125)

2
Sz(M) = [T ] s (M) o (2.126)
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dezeli interssujacq nas funkcjg jest np. cboigZenie kinetyczne
zdefiniowane wzorem

At) =ka v ei = (k+odpq, (2.127)
to L{in) = kX + 1Xc, a zatem

S = (0 + A3 s4(%) =

(2.128)
= (14 ¥A%/®) T () sy) = TR s5(0)

gdzie " 2

Vo (A) = et (Y0A) (2.129)
Q'( ) @2-2)2 & (vwr )2
Wariancja procesu Q(t)
’ ©

o2 =2 f 7,0 sy aa. (2.150)
o .

Konfrontujge wzér (2.116) z wzorami (2.123) 1 (2.130) widzimy,
Ze W tych oatataich pod znzkiem caXlki pojawials sis bezwymiarowe funke
cle wagi Vq oraz VQ.. Wprowadzajae pedstawisnie AJw =71, otrzymu jo
sie Vq = (v)2 oraxz vq = (v')a,, co pozwala wyobrazié scobie ksztetty
funkeji wagi na podstawle rys, 2.6, Jak widad, Tfunkeje wagl apeXniajs
role filtréw pray przaksztaicanin widma brocesu wejsciowsgo ne Warigne
cje wielkosdci wyjsciowych. Wzmoenienim pedlegajs komponenty wymuszenia
P(t}, kxtéryen Teprezentacjs Jest obszar widma w przedzisle O < A <+Zu
Ze szczegdlnym uwzglednieniem punktu rezonanmu A= w, wartesci lieza
bowe caek typu (2,124) i (2.130} mozns obliczad mumeryeznic w  dostae
tecznie duzym przedziale skodiczonym ze wzgledu na szybkie Zanikanie
funkeji wagi dls A >vBuw. W badaniu skutkéw wymuszenia o charakterze
biatego szimu mogg byé przydatne wyniki

@

«©
2
2 Jv(Mar= nuw/ v, 2 Vo(A)dA = mw(1+¥ ) /v »
’ \of ¢ af 4 ¢ (2.131)

Znajge wariancje rozwigzan, mozna juz xatwo obliczyé prawdopodoe
biledstwo utrzymania sig rozwigzad w ckreslonych graniceach, Jesli T0Ze-
wazane procesy sg normalne (gaussowskie), to _'brawdopodobieﬁstwo tego,
%e bezwzgledne wychylenie nie przekroczy wartodei £ .0(q), wynosi

P{lal <z.o(a)} =a(%) , (2.132)
gdzie E
2 -2 /2
2(g) = \@?ofe ©dx (2.133)
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Jest caiks prawdopodoviedstwa., Wielkodd O, réwng pierwiastkowi wa-
riancji, nazywamy odchyleniem standardowym. Wzdr analogiczny do (2.122)
dotyczy réwnies wislkodel Q.

- 2.12. Przykiady liczbowe
PRZYKLAD 2,12.1
Hyznaozydé charskterystyki gietnych drgad wiasnych siupa © sche-
macie jak na rys. 2.29. Dame jest m = 850 kz, EJ = (12E6)%) N2, h =
= 4 M.
Rozwigzanie

m
I et Sztywnosdé ukiadu w kierunkn wspéirzedne]
glt) uogélnione]
k=3 EJ/xP = 5.(1235)-.45 = 562500 N/m.
h
Czestosé korowa drgard wiesnych
EJ
w =Vik/m =/562500:850 = 25,725 rad/s .
R Czgstodé fizyczne
Bys. 2.29 £ = 0,159-25,725 = 4,09 Hz .

Czgsto$é techniczna
n = 9,55+25,725 = 245,67 c/min .

Okras drged wiasnych
T=2%"/w=2T:25,725 = 0,244 &8 .

PRZYKEAD 2,12,.2

Z pomiardéw wynik¥o, ze po dwudziestu cyklach smplituda drged swo-
bodnych zmniejszyia sig dziesigclokrotnie w stosunku do amplitudy po-
czgtkova]j. Wyzneczyé parametry tiumienie oraz obliczyé, po ilu cyklach
gmplituda zmniejszy sie tysigckrotnie (co praktycznie oznacza catkowi-
ty zenik drgaid).

Rozwi gzanile

Na podstewie wzoru (2.16) obliczymy logerytmiczny dekrement tiu-
nienia

o= 2—15 1n(10/1) = 0,115 ,

a zatem liczbe tiumienie

¢ = 0,115:(2w = 0,083 ,

%) s
(12E6) = 12.10° = 12 000 00 »
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bezwynierowy wepbxzezynnik tiumienis

Yy =2+0,0183 = 0,0366 ,
fazowy pereametr tiumienia
g = aresin(0,0183) = 0,0183 .read.

QdpowledZ na drugie pytanie otrzymany réwniez ne podstawie wzoru
(2.4€), piszac

| |
0,0115 = 7 In(410006/1) = 6,908:n .
Stgd liczba cykli, przy ktdére] amplituda drgad zmniejszy eig ty=-
sigckrotnis, wynoai
n =6,908:0,115 =60 ¢c .

PRZYKZAD 24,12.3

Urzadzenle o masie 5000 kg, charakteryzujgce sig momentem niewye
wazenia 2 kgm i pracujgce z czgstodciy <+techniczng 220 ¢/min, nalesy
ustewidé na stalowej konmstrukecji
waporcze] W formie swobodnie

pedparte] beiki ¢ rozplgtoded ‘ Fit)
s'm, zXozone] 2 dwéch stalowych EJ
dZwigarém dwateowych (rys.2.30). A 5000 kg AN
Naprgzenle dopuszczalne dla atéw
1i wynosi 150 MPa, wspbiczyonik 50m I
{

zmeczeniowy & = 3, wapdiezyne
nik tiumienia Y = 0,02, modux
sprgzystodci « 206 000 ¥MPs, Maw
sq wiesng konstrukeji wsporczej pomingd.

Hyse. 2430

Rozwiligzanie
Moment grycy w varunkach statycznych

Ms = 0,25+5000+9,81+5 = 61312 N.m,
Potrzebny wskaznik wytrzymaodci

W = 61312:(150E6) = (409E-E) 2 = 409 on.

5
Przyjmujemy wstgpnie diwigary 2 I 200, W = 428 cms, d = 4280 e o

EJ = (206000E6)+(4280E=8) = 8816800 K-m°,
k = 48.8816800:5° = 3385651 §/m, B
w = V/3385651:5000 = 26,02 rad/s,

p = 0,1047.220 = 23,03 rad/s,

= 23%,03:26,02 = 0,885 <1 (wysokie strojenie),

=
i
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v’ =V120,022-0,885° \/(1-0,8852)%+0, @2- 0,885 = 4,598 ,

F_ = 223,08 = 1061 ¥ ,

am Q = 4,598-1061 = 4878 X ,

(125N ) = 61312+3-0,25-4878+5 = 79604 ¥'m ,

O = 79604:(428E-5) = (186E6) Pa = 486 MPa > 150 MPa . 5
Przyjmujemy @ drugim przyblizeniu diwigery 2 I 220, W = 556 cm”,
J = 6120 cm‘*}.

EJ = (206000E6)- (6120E-8) = 12607200 Nz ,

k = 48:-12607200:5° = 2841165 N/m ,

© = \V4841165:5000 = 31,12 red/s , -

N =23,05:31,12 = 0,740 <1  (wysokie strojenie) ,

v =\/1+o,022- 0,7421 ;\/(1-0,742)2+0,022- 0,,742 = 2,209 ,
am ¢ = 2,209-1061 = 2344 H ,

(Ms+§Md) = 61312 + 3-0,25-2344-5 7012 E-m ,

0 = 701R:(556E-6) = (126E6) Fa = 126 MPa < 150 MPa.
Przekrdéj diwigesréw 2 I 220 jest wystarczajgey.

"

L}

PRZYKZAD 2,124 4,

Poprzednle zadanie rozwigzad przy czestosci ¥zbudzenia 320 c/min.

Rozwiligzanie

Przyjmujemy wstepnie diwigery 2 I 228, W = 556 cma, w= 31,12
rad/s, p = 0,1047-320 = 33,5 red/s > w (niskie strojenie). Sprawdzemy
wytezenie w rezonensie przejsciowym z pominieciem wpiywu przyspiesze-
nia fazy.

v’ D0, 22 : 0,02 = 50 ,

F,=2:31,12° = 1957 § ,’

am Q = 50-1937 = 96850 ¥ ,

(M +ZM) = 6131243 0,25-96850+5 = 424500 N-m ,

0 = 4243500:(556E=6) = (763E6) Pa = 763 MPa > 150 MPa.
Przyjmjemy w nastepnym przyblizenin 2 I 260, W = 884 cm?,
J = 11480 en®,

EJ = (206000E6)- (11480E-8) = 23648800 Fif ,

k = 48-23648800:53 = 9081139 N/m ,

w =V5081139:5000 = 42,62 rad/s ,

m o= 33,5:42,62 = 0,786 <1 (wysokie strocjenie) ,

V' =V1+0,@2. 0,786 1\V/(1-0,7867)2+0, 2+ 0,7862 = 2,615 ,
F, = 2-33,52 =2244 § ,

am Q= 2,615-2244 = 5868 ¥ ,

(1 S+;Md) = 61312 + 3-0,25-5868-5 = 83317 N-m ,
o = 83317:(884E-6) = (94,3E6) Pa = 94,3 kPa <150 MPa.

2

Przekré] dfwigardw 2 I 260 Jest wystarczeajacy.

isczne najwieksze naprgzenie na grunt
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_ PRIYKZAD 2,12.5

Budynek Jest Posadowiony ne warstaie plasku o grubodei 3 nt 1 mow
dule scifliwodci 120 MPa. Pod riaskiem jest lite skaZa (rys. 2.31).

Bys. 2,31

Naprezenie statyczne na grunt wynosi 0,2 MPa. Podczas propagacji poe
wierzchniowej fali sejsmiczne] podzoze Osigga amplitudy pilonowe 4 =
= 100 um przy czestosci & Hz. VWyznaczyd przemieszczenia pionowe budyne

ku i naprgzenia na grunt z uwzglednieniem WpXywéw dynamicznych, przyj-
mjge v = 0,10, .

Rozwigzanie

Zadanle rozwiazemy rozpatrujge stan na Jednestike powierzehni fune
damentu.

k = (120E6):3 = (287) N/z°,

m = (0,2E6):9,81 = 20387 kg/ma:

w =V(4E7):20387 = 44,29 rad/s,

p = 6,283-6 = 37,70 rad/s,

n = 37,70:44,29 - 0,851 <1 (wysokie strojenie),

v'=\V1+0,12+0,8512 2\/(1-0,8512)2“),12-0,85? = 3,477,
Bezwzglegdne przemieszczenie budynku wediug (2.69)

an(z + q) = 3,477100 = 348 pm.
Obcie‘Zeﬁie kinetyczne wediug (2.65)

&m Q = 3,477+0,8512- (487)+(100E~6) = 10072 N/af = 0,01 Mra. »

o=0,2 + 0,01 = 0,21 UPe,



PRZYKLAD 2,12.6

Ukad o masie 1000 kg jeat poddany dziataniu diugie] serli sprg-
Zyatych uderzerd mesa 100 kg wolno spadajgcq z wysckodei 2 m. Wapdi-
czynnik spreZystosdol uderzenia wynosi 0,6, Wapdiczymnik tiumienia Y =
= 0,08, sztywnoéé ukladu - 2 MN/m. Odatgp czasowy impulséw wynosi oko-
o 0,5 s. Wyzneczyd impuls uderzenia oraz obcigzenie kinetyczne w naj-
riekorzystniejszy: praypadku.

Rozwigzenie

4 =V2°9,81°2 = 6,246 /s,

I = (1+0,6)-6,264-1000-100:(1000+100) = 911 Ns,
w =/(286):1000 = %4,72 rad/s,

am Q, = 911+44,72 = 40740 ¥,

a = 0,5°0,04 = 0,02,
awd = 0,0244,72:0,5 = 0,4472,

v

1

¥ najbardzie] niekorzystoym przypediku wediug (2.89)

am Qo = 30740:(1 - e=02%72) | 445083 1,

PRZYKZIAD 2.12.7

Na cbiekt o masie 4000 kg i sztywncdci 650000 N/m spude mesa
1500 kg (bez odskoku) z wysokosci 1,2 m. ¥yznaczydé obeigzenie obiekitu
przed uderzeniem, pedczas uderzenia 1 po uderzeniu.

Hozwigzanie

) 2
w2 = 6500003 (4000+1500) = 118 (rad/s) .

Obcigzenie kinetyczne podczas uderzenia wediug (2.91)

maxQ = 1500-9,81«(1 +V/1+2:118-1,2:5,81 ) = 95136 K.
Obcigzenie obiektu przed uderzeniem

Qo = 4000-9,81 = 39240 N.
Cbciszenie obiektu podczas uderzenie

Qq = 39240 + 95136 = 134376 N,

Obcigzenie obiektu po uderzeniu

q, = 39240 + 1500°9,81 = 53955 N.

PRZTXZAD 2,12.8

Ukad o masie 3000 kg i sziywnodci 1 MN/m jes? cbclazony slig
losowo zmienng o zerowe] wartodci przecietnej i o warismeji o (F) =
= 900 §2. Cgatesd widmowa wrbudzanis jeat bisiym szumem 2z ogrenicze-
niem [A| < 30 zad/s. Wepdiczynmik tiumienia Y = 0,04, Jalde jest praw-
dopodobierdsiwe, %e przemieszeSenie ukisdu nie przekroezy mermy 200 pm,
a coboigzenie kinetyczne - normy 300 N,

Rozwigzanie

w =\/(1E6):4000 = 15,81 rad/s,

VZu =/2* 15,81 = 23,36 rad/s < 30 red/s.
G¢stod¢ wldmows wzbudzania wediug ta8be 2.2, poz. 2
{900:(2'50)

15 F®s  ala |A] < 30 rad/s,
.SF(A) = '

[

] die [A] > 30 re¢/s.
Wariencja przemieszczgpia

[so]
o®(a) =2 2 [ v, (A sgman = k550002 [V (A)an =
[¢] o

= x25,(0). Tw/ ¥ = (186)™2.15. §.15,84:0,04 = (4,86E-8) n°;
cdchylenie stendardcwe przemieszozenia
co(q) =V/(1,86B-8} = (1,365E=%4) m = 136 pm,
Prawdopedobienstwo nieprzekroczenis normy przemieszezed
# {la] < 200} = 8(200:136) = 0,8584.

Wariencja obeigzenis kinetycznego
@ oo
2
o (@) =2 fv(x) syladan =5p(022 (Vo (Rar = Sp(0)ema(i+F)/y=
-8 &

= 15 115,81 (140,042):0,04 = 18656 F-.
Gdchyplenie étandardowe cbeligzenia kinetycznego
o () =+/18656 = 132 N,

Praudopodobienstwe nieprzekroczenia normy obecigienia

# {la] <300} =8(300:137) = 0,9714.



3+ UKLADY DYSKRETNE

3+1._Réwnenie ruchu

# analizie dynamicznej uk*eddw dyskretnych operujemy trzeme 1o
dzajami wspdirzgdnych. VWspdirzedne zewngtrzne (np. kartezjarskie z,
12) siuzg do opisu konfiguracji obiektu w poioZeniu rdwnowagi statycze
nej. Wspé2rzydne lokalne uj, zaleine od czasu, opisujg wychylenie
elementéw obiektu z poxozenia réunowagi statyczne]. Wspéirzedne uogdl~
nione Lagrange”s Qs zalezne od czasu, sg zbiorem niezaleznych infor-
macji geometrycznych, za pomocg kidrych mozne wyrazicé wszystkie przee
mleszczeniz lokelne. Liczba wspdéirzednych uwogdlnionych n nie moze uyd
aniejsza od liczby dynamicznych stopni swobody d. Nea ogéx przyjmuje
sig wspbirzedne uogdlnione zgodnie z dynemicznymi stopniemi swoboedy,

wtedy n = d (beze minimelna).

‘ﬁ 4% ;% Sg Jednak przypadki, zZe wygod-

m, ®m2 : niej Jest przyjaé n > d. Neg rys.
AN @ £ 3.1 pokszsno prosty przykied, w
lq‘; 10-2 ¥O'3

Ryse 3.1

ktérym ze wzglgdu na strukture
obclgzenia wskazane Jjest operowad
trzyelementowym zbiorem wspdie
rzgdnych uogdlnionych, mimo ze
ukad me dwa dynamiczne stopnlie swobody.

W przypedku matych drged Wopdzrzedne loxelne sy liniowg traNe-
formacja wspdirzgdnych uogélnionych, przy czym wspdiczymniki trensiore
macji zelesq wyigeznie od kont'iguracji obiektu. Przykiad transiormecji
wspbirzednych w uktedzie praskin przedstawiono na rys,., 5.2. Speinions
Jeat tu relacja macierzowes

Uul = T, 0, ‘Xa T

u o, 1, x 3. (3.1)
1 2

U ¢c , 0, 1 13

lub krdcej
: U =4 q. (3.2)
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Zexdzry, Ze sten przee

MlesZC2ENlE M8S W bAd8nym TUKe

tedzie Jjest opiseny zhiorem

wspdirzednyeh lokalnych two-
rzgeyeh wektor

- 1
4= [u1, U, s, ool T, (3.3)

Zbiorowi tem: przyporzad-
kowujemy 2bidr mes (mas sensu

stricto lub mesowych momentdw
bezwZadnosdci mJ= J?, stosow=
nie do rodzeju wapéirzedne ]
lokelnej - translacyjne) lub
rotacyjinej), uprorzedkowany w macierz diegonalng

Lys. 3,2

¢ .
g@ = diag(m,, Moy Bay ees) o (Zetr)

Energie kinetyczna uriedu wyrezl sig¢ wzorem

1 2 g 2T
3 X s = 8w (3.5)
j

IR ]

g

rrzy czym wzdér ten jest siuszny, gd

«!

uspeirzedne loxealne sg zredukowa-
ne do £rodikdw rozwezenych mes, & wspdirz.éne trenslecyjne 5§ ortokér-
tezjerskie. Jesli dla zuioru mes Jezt okreslons trensiornecjy  woendie
rzgényen U = Ami, to

e _ 4T = _ 1T, 2 -

Berzealladi-28e g . (o)

Znergie Linetyeczne jest Tormg kwedretowg predkosci uogslnionych;

Jadrem tej iormy jest kvacretowa symetryczne maciersz bezwednodei HB,
Ye przykisd vle n = 3 otrzymu jemy ogdlnie

. RPN .
E, = ggquA + b1¢q

I

&3]
I
=



&0

Z konfrontacji wzordw (3,7} i (3.8) wynike zwiazek migdzy abtruke
turg Tormy kwadratews] a sirukiturg jej macierzovego jadrs. Elementy
bi i dla i # j neszywamy wWspdiczynnikemi sprzezenia bezwiasdnodciowego.
W bezie minimelne], a wige gdy =n = &, maecierz B Jest nieosobliwa 1
dodatnio okredlona; dat B >0, Jesli zad n >4, %0 macierz B Jest
okreslong nieujemnie i Jest osobliwa; .det B = 0. :

Zatdézmy dalel, Zzs w uktadzie znajduje sie wieze sprezysie oszt'ﬁ-
wnodciach k:‘.’ uporzadkowanych ¥ mecierz disgonalinas

i} = dtee(k,, X, kyu ven ), (3.9)

z ktérymi sq skojarzone wWspdirzedne lokalne uJ, bedgece wynikiem transe
Tormacji q = Akcz. Energia potencjelna qdksztalcenia wyrazl sie wWzZo-
rem

=+ 2 222800
Fp =2 ‘E‘k:lu.‘i 2@t
(3.10)
_ 1T S R
=z aa{dai=z3xg.

Jest to forma kwadratowa przemieszczed uogdlnionych; jgdrem $ej
formy Jjest kwadratowa symetryczna macierz sztywnodci - K. Elementy ki‘,
dla 1 # j nezywamy wspdtczynnikemi sprzezenia statycznegt., vJeili poe
staé réwnowagl Jest zschoweweza, to maclerz sztywnodei Jest niecsoblie
wa 1 dodatnio okredlona; det X > 0, Macierzg odwrotng do K  jest mae
cierz podatnedci D = K"1. Jdedli wspdirzedne uogdlnione sg niesprzecz=
ne z ograniczeniami kinematycznymi, to réwniez det D >C. W dalszym
ciagu bgdziemy zakadali, %e wymienione warunki ss speinicne,

Ustrd] moze zagierad tiumilki wiskotvczne ¢ paremeirach cj, UDC=
rzadkewanych w maciers diagonalng

{e} = aiealeqs cpu egn ane) (3.11)

z ktérymi sg skojarzone wspdirzedne loksalne uJ. bedgce wynikiem transe
formacji q = ACE. FPunkc ja tiumienia wyrazi sig wzorem

o =3 Do -4 ()i -
J
. ) (3.12)
=% T}\T{CJA?;._ 1ch§.

Funkcja ta jest forma kwsdratowq'prqd»oéci uogdlnionych; jadrem
te) Tormy Jest kwadratowa symetryczna macierz tlumisnia C,

Zaldzmy W kovicu, %e rouwazany ustrdj jest oboinlony silami  zave
nyLeanyad Pj uporsgdicnwanymi w wekbor

W

= Lo, 2y, Byl (3513)

81
ktdrym mozna przyporzadkowsé wspdirzgdne lokaine w 3 bgdgos wynikiem
transformacii = A_d. Prace tych six okredls uwzdr

i Z =
— =808 o =T,T5 _
= 3 P.‘iui oz q Apf

T , (3.44)
quagqF,l-rqua-r q5F3+ see o

raca 51 zewngtrznych jest forme liniows przemieszozer wuogdla
nionych; wspdiczymikami tej formy sg sixy wuogdlnionse Fi sdpowiada-
Jace uogélnionym wspdirzednym Q4. :

Podstawiajge wyniki bilansu energstycznego 4o réwnad Lagrangs e
(1.21), otrzymamy maciezzowe réwnanie ruchu ukiadn dyskreinego

Bq +C§+KI=F, (3415}

zapisane w bazie wepéXrzednych uo-

gélnionych. Réwnanie to wyraza po- ;a(ﬂ
stulat réwnowagi dynamiczne], a do
Jego sformuiowania zostaza wyko- m,
rzystana macierz sziywnosci, Przez

analogie 4o nomenklatury ° uiyvwanej é%
w statycs bedziemy Je nazywall réu- . k1 I;I-_j
naniem metady przemieszcezed. l

e o e

H+h

Réwnania ruchm mozna réwnies
zapizad metods si:, wWykorzystujac
nacisyz podat ncéci i pestulujac’
ciggiodé przemieszezers. W tym celu ' 40»
pomnozymy (3.15) lewostronnie priss k, 2
D i otrzymamy )

wsddn aom abe
N"

/

DBq +DCE + 3 = DF . (3.’16) Rys. 5'3

Rozwazmy dla przykladu ustrcSJ
0 schemacie przedstawionym na rys. 3.3. Ustréj ma dwg dynamiczne sto=

‘nie swobody. Bilans gnergetyczny.daje rezultaty

B =3 (n 1 ),

Ep—a[k(‘la ‘11) ’kzqel‘

-
=3 [ - 2kgaq9 + (k5 » e ],
" 2ol .2
5 0q(3p= 47 =5 (egdy - 20,443, + 0,3)
L = P'lq'l :
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a8 zatem
B = m, , O » K = k., -k1 ,
6 ., om ks kvl
C = c1 ) -c1 ’ F = P1 .
-, 01 0
Réwnania ruchu napisane explicite majg postad
T T S8y m ey v ke - kg, =P
Tl = %489 ¥ 049, = kyqy + (kyvk)a, = 0

Zauvwasmy, Ze w macierzy sztywnosci pojawito sig sprzezenie sta-
tyczne, macierz bezwtadnosci natomiast nie jest svrzgZona. Oknlicznesdé
ta nie jest charekterystyczna dla rozwazanego obiektu i wynika Wy tgcZe
nie z¢ szczegdlnego doboru wspéirzednych uogbélnionych. Gdybysmy obrali
nove wspdirzedne uogdlnione T, =q, - G T, = a (rys. 3.3). to ma-
clerze ukadu przybraiyby vostad

B = m1 3 m,, > X k1 1 o ’
m, , m1+m2 o , k2

[01 , 0} , P P1] .
0 , 0 P1J

W tym przypadku pojawiio sie Sprzgenie bezwadnosciowe, brak ﬁa-
tomiast sprzezenia statycznego. Mozliwy jest rdwniez taki dobdr wspbi-
rzgdnych wogélnionych, przy ktéryech pojawisjg sig obae typy sprzezed lub

oba Jednoczesnie znikajg. Vi tyn ostatnim przypadku wWspbirzgdne uogdle-
nione nazywamy wspdarzednymi giéwnymi.

-

Q
i

i

3e2._2Zagadnienic wiasne

Wychodzge z réwnsnia ruchu tyru (3.15) otrzymuje sis réwnanie
drged wtasnych v
Bl + X3 =20. (3.47)
Przewidujae rozwiszanie hsrmoniczne zetodymy g = -w'J. Réwnenie
uchu przybierze nostad "
(X ~eB)S =8 . (%,+3)

€63
Jdest to ukiad liniowych jedmorodnych réwnad elgebraicznych, kid-
Iy mo2e mied niezerowe rozwigzanie, gdy

) det(K = wB) = 0 . (3.19)

Po rozwinigciu wyznscznika otrzymuje sig rdéwnanie algebraiczne
wzgleden wz, Zwane rdéwnaniem charakterystycznym zsgadnienia wiasnego.
Pierwisstksmi réwnania =g czgstodci koowe drgad wissnych Wys Uy eee
wy+ Plerwiastki te sg rzeczywistymi ograniczonymi liczbami dodatnimi,
pray czym liczba pierwiastkéw jeat dokladnie rdwna liczbie dynamiocz-
nych stopni swobody ukadu (mogg wystepowaé pierwiastki’ wielokrotne),
Pojawienie si¢ plerwiastkéw zerowych swiadczyioby o niezachowawczej po-
stacl réwnowagi rozwazanego ustro ju.

Kazde] czestodci wy odpowiada takie rozwiszanie q = ii, e

(x -wiB)ﬁi =3 . (3.20)

Viektor W%j nazywamy wektorem wiasnym i-te) formy drgak. Okrsdla
on z dokladnosdcia do statego czynnika rozkad uogélnionych przemiesz-
czel pedczas drgaf z czgstodciq Wye Zbidr wektordw wiasnych tWorzy ma-
cierz wlasng

=3 , % ,...] = Wig o Map 0 eee s Wy

F29 0 Fop s see s Wy (3.21)
wm,wre,...,wnd , n>2d .
Relacja (3.20) moze byé zapisana kompleksowe w formis
K= B {u?) (3.22)
gdzie
{w}= diag(w1, ) wd) (3.23)

Jest diagonalng macierza widmows. T
Pomndzmy zwigzek (3.22) lewostronnie przez W 1 wykonajmy trans.
pozycje tego iloczymu; otrzymemy dwie relacje

Wi = wlw w2} Wikw = {0?}wBu , (3.24)
z kidérych wynika, ze czynnik dﬁaw Jest komtatywny z czynnikienm dia-
gonalnyn {mz}- W ogélaym przypadku warunek ten moze byd spexniony tyle

ko wtedy, gdy czymik W BW Jest réwnies macierzg diagonalng, BMusi

wigc byé
Wi = (5%, ke = {n%)-{u?) - {°}, (3.25)
0 oznacza, e macierz wtasna Jest ortogonalna z wagg bezwiadnodci 1 gz
iy sztywnosei, Many wige w praypadim i #J
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T - -
v LS 8 = [} iix 8 = s} (3.26)
craz dia i = §

- a T = i

WP, =m >0, TR =k >0, 1= 1,04, (3.27)

gdsle ng, k] ea cdpowiednio masami giéwnymi i sztywnodciami giéwnymi
edpowiada jaoyml it-tej formiec drgsd, przy ciynm

g =l al

. Opisane prewidicwodci nazywamy zasadg ortogonalnesecl drged wiase-
ayoh. Zasads tg mozna zinterpretowadé fizyeznis, jesli mzeuwazymy, 2ze
iloczyn xij Jest wekiorem nogélnionych rgekcJi sprgsystych ustroju
spowadewanych stanem przemicazezenia ¥#,, 1loezyn Bﬁi natomiast Jest
propor cjonalny do mektora uwogdélnionych siz bazwladnoéoi pojawiajacych
sig pedogas drgeid harmonicznych wadiug formy ’J’ Z relacii (3.26) wy-
nika, 22 praca garéwno six bezwzadnesci, jak i reakeli apregiystych ode
powiadajgeych formie I; na przemieszczsniach '1 Jjest réwna geru,
Jedlt L # J.

- Jeéli pewne ozgstodd wiasna Wy Jest jednokrotnym pisrwiasthkiem
réunania charskterystyocznege (3,19), to nietrywialnym rozwigzaniem réw-
nania (3.20), a wiec wektorem wasnmym ;1’ Jeat kezds niszerowa kolum-
na lub dovolna niszerows kombinecja linicws kolumn macisrzy doigczone]
de (X = mis), oznaczane) symbelem adi(kK - wziB). Fiezerowe kolumny tej
macierzy sg do sisble propcrcjonalns. Sposdéb ten zewodzl, gdv wy Jest
pierwiastkiom wiclokrotnym, W tym bowiem prsvpadka 8di(K - mfﬁ,‘i = 0,
Znane sg algorytmy umoZliﬁance wyznaczenis wektordw wiasnych cdpoe
wiadajacych wielokrotnym wartodeiem wlasnym (por. rozdz. 5). Tu cgra=-
niceyny sig do wyjadnienia, ze Jedll wy Jest r-krotng csastodcis drgad
wiasnyoh, to réwnenis (3.20) ma r liniowo niezaleinych rozwiazand ?1,
5"2, ess, ?1,, ;:téz‘e na ogét nie speiniajg warunkéw orfogonalnosci. Je-
den 5 tych wektordw moze byé utcisamiony z wWektorem wiasnym roswezane]
re=grupy. Pozostate (r-1) wektordw wiasnych r-grupy moine wyznaczyé two-
rzac takie kembinacje liniowe rozwigzed ?J, @by kazde para wektordw
wiagnych r-grupy speiniata waﬂunki ortogonelnodci z wagg B lub K. Roz-
wigzanie nis jest jedynms, niemnie.’; Jednaek keida prawidiowo wyznaczona
r-grups wektordéw wiasnych moze byé zaakceptowana.

Ka%dy wektor wiasny Jest okredlony z dokladnodeis do stalego ozyn-
nike 1 moic byé dowolnie unormoweany wedkug WzZOoru

(3.28)

ia.norm = iJ/HJ . (3‘29)
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Za norme wektora wiasnego przyjmuje silg czgste modulernie najwlgkszy

element wektora

By = maziiwijl . (3.30}

W tym przypedku wazystkie elemsnty wekiora unermowanego zawieraja ailg
w przedziale (=1, +1). Inny sposéb polega na przyjgciu

s "\,

(3.31)

Witedy po unormowaniu jest mJ =1 oraz kg =m§, 2 wige {mo} = I,
) = {?).

Zegednienie wtasne moznes réwnies rozwigzad wychedzge z réwnad
metody sit. Otrzymujemy whedy

nsé +3=0 zemiast (3.,17),
(DB - w21)3 = 0 zemiast (3.18)
det(DB - 0™7I) = © zaniast (3.19), (3.32)
(B - tni°2.‘L)~.'v1 =0 zamiast (3.28),

DB = W {0} zemisst (3.22).

Nelezv tu podkre$lié, Ze wektory wiesne nie sg oriogonalne 2 wo-
ga D. Ponadto jedli n >d, to w rozwigzaniu réwnania cherakferysty-
cznego wWzgledem w2 mogs sie pojewié plerwiastki 0wt = 0, a wiec
w =w; plerwiastlki te nalezy edrzucid.

Przebieg czasowy drged wiasnych ukiadu dyskretnego Jjest kombine
c¢ja prostych drged harmonicznych o czgstodciach koowyeh w 4 orez

rozktadach przemieszczed pfopo:cjonalnych do form ?«i. WMamy wige

it

q(%)

3 ws( s;sinwst + cycos wit) =
=1 (3:33,
W{sin mt} 8 &_W{cos wt} g,

{008 w 1’:}

- T
g = [c,,, ?2, coay cd]

;3

gdzie

{sinmt} = diag(sin wit), = dlag{cos wi‘c)

~
'\

s = [51. Byp eees sd]T s

Elementy wektordw 8 oraz ¢ sg starymi dowolnymi.

- 3.3, Drgania swobodne

Zeiézmy, e zeburzenie stanu réwnowagl statryoniiey Gk edu dyskra

9?

nego wynika z naxozenia werunkdw peczatlowych oy = 5_0
= qo, przy czym beza J Jjest bazs minimelng (n = d4).J=611 =
mienia jest pomijelnie maty, mozna wykorzystad rczwigzanie {(3:33}, ekad
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= w-1a° N

= (o7,

Prasbiag czasowy nistiumionych drgard swobodnych jest ostatscznié
okredlony wektorsm funkeyjnym

aoswc —
£
Q

of

= I{w}i e

(3.35)

a(t) =¥ {cos wt} g, + W { “’;"’*} g .

Drgania swobedne tinmions okresdlimy ma podstawis rémmania ruchu

BI+05 +Ki =0 . (3.36)

Wprowadsimy tu zaodenie, %e macierz tiumienia da sie przedstevid w
voataci kombinacdi liniowe] macierzy bezwiadnodel i1 sztywnedcl

C=pB + uK. (3.37)

Po wprowadzeniu gmiany zmiennych g = Wr ores po Wykonaniu pre-
m3itiplikac)d réunenia (3.36) przez WT, réwnanie to dzigki zasadzie
ortogonalnoéci sprowadzi sie do postaci

{m°}x + {c°}r + {k°}5 :'5 R

PTEF czym {c°} = WTCW. Jest to uklad separowanych réwnazi typu (2.7),
a8 satem wediug (2.12)

R e ERREL P YL

(3.38)

~

coa B . weosB c ,
‘ 3039
() = w{ - w0y 30_5.(3'_1.&1} 1+ w{ -cot sinw t} w-‘xéo ,
dzie cos B wcos B
8 7.
{ -4t COSQ W - t-Ez } . dlag "%u)lt cos(wit-,ﬁi) ,
-cos B co-_—-s By » (3.40)7

{e-aut ainw’t} . diég(e'aiwi‘t‘ sinu_);t )

weos B wicos Bi

Wystepujaca we wzorach (3s35) i (3.39) macierz w'1 nie musi byé
obliczena przez formalme odwracanie macierzy W, =z masady ortogonslnce
goi wynika bowiem, 26 W' = {n°}~TuTB = {x°)}~T4Tx,

Zeuwazny, ze dzigkl zstozeniu (3.37) kazdei formie wiasnej ;1
mozne byic niezaleznie przyporzgdkowad gquasi-czgstosd m’1 oraz liczbg
tiumienie «,. Jesli zakaenie (3.37) nie jest speinione, rozwiszanie
kemplikuje sig, iloczyn W‘cw nie Jest wtedy bowiem disgonelny i réwe
nania (3.38) pozostejg sprzgzone przez mecierz tiumienie. W takim PrIy-
padim réwnanie (3.36) wygodniej jest bezposrednio catkowad mumerycznie.

@

67

3\4. Drgania wymuszone harmonioznie

Prayjmijmy w réwnanin (3.15) wekior si wzbudzajacyoch W postaci
(3'41)

gdzie p Jest ozgstodels kolowa wzbudzania., Hozwigzania stacjonarnego
bedzlany poszukiwadé w formis analogicznego wekiora funkey jnego

B(t) = Fain pt Fooos pt ,

(3c‘42 )

Speini on rdéwnanie rucmm (3415), Jjesli speiniony bedzie ukiad algebra=
icznych réwnad macierzewych

a(t) = §ssin ot + Eocos vt .

(K-PZB)E, - pc G:c = fﬂ »
¢ 3, + (E-r°B)3, = ¥, (3.43)
ktéry mozna zapisaé w pestaci blekowe]
(R-¥°B) | -pc |-[a_|=[F_].
| I (3.45)

e || |3 ] |7,

Rozwigzanie réwnaf (3.44) daje . w wynikm poszukiwans wektory
liczbowe is, Ec, dzigki czemm formmza (3.42) staje sis Jednoznaoznis
ckreflona. Jedli wpiyw tiumisnia Jest pomijalinie maly, rduwnanie (3.84)
upraszcza sig do postaci

(x-7B)i=F, (3025)
prawdziwe] zardwno dla skzadnika simusowego, Jek i cosimusowego.

Uychodzgc z réwnenia $yru (3.16), w analogiczny sposéb dochodzi
sie do réwnask algebraiczn‘ych

(r’m) | -pc ]-[3] = [2F,]-
) 2 - - o846
e | (10°DB)| |3, oF, (3.46)
ktére w przypadku C = b‘upraszc‘zajq_ slg do postaci
(1 - 1°IB)3 = IF . (3.47)

Opisanea metoda ‘nosi nazwe metédy bezposrednie). Rozwlgzanie zaw
gadnienia wiasnego nie Jest tu potrzebne, konieczZne jest natomiastroze
wiggywanie ukadéw réwnad elgebraicznych. Trudno$ci tsJ] mozna uniknaé,
Jedli zZnane jJest rozwigzanie zagadnienia wiasnego, a wige jesli znamy
widmo czestosci wiasnych {w} orez macierz wiasng W. Zaié2my ponadto,
ze‘macierz tiumienia speinia zatozenie (3.37) i znana jest specyfiks-
cJa bezwymiarowyoh wspéiczynnikéw tiumienia Yy odpowiadada,dyoh kolol
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nym formom drgad wiesnych. W tych ckolicznodciach zadanie mozna roze
wigzaé metodg transformacji wiasmej, ktérg stosowalismy Jjuz w anelizie
drgad swobodnyeh tiumionych. Podstawmy

q = W E (3048)
i wykoneJjmy premmltiplikacje réwnania (3.15) przez WT. " wyniku otrzy-
mamy = .

weef » wloud + WORWF = WIF = (%) . (3.49)

W dalszym olggu wykorzystamy zasade ortogonalnedci (3.25), ponadte zad
uwzgledrimy relacje

T A

oW = {Y *’m° }: diag(*(i\/k:m: ), (3+50)
dziski czemmt rdéwnanie (3.49) sprowadzl sis do postaci disgonalne]

{=°}F + {7 °m° }5 + {°}F = (1) , (3.51)

Jek dla gbioru niezaleznych uktaddw o jedmym stopniu swobody.

Rozwigzanie (3.51) polegs nz niezaleznym rozwiszywaniu rdéwnad ty-
- g
- G 0 . (]
mr, + Y, Vign &, o+ kT, = R,(%) (3.52)
i moze byé uzyskane dla dowolnege redzaju wzbudzania.

W szczegbflnym przypadkn wymuszenia harmonicznego

(%) = WT(i’ssir. vt + l-i‘ccos pt) = ﬁssin pt + iccos ot ,  (3.i53)

ek

z(%) = T, 812 p§ + I o058 DF .

Wykorzystujgc wyniki (2.35), moina napisad

F, o= {h}f-la - {h'}ﬁc .

i 2 . (3.54)
.rc = -{h }RE + {h}zc 3’

gdzie
b} = diaglh,, by, oee, By) ,
h‘ = ‘ ’ eso :
{07} = asee(el, 05, .ouu D), (3.55)

2. o 22 22 o

ny, = (1= 03)/k [(1= 0307 + ¥in 1,
h! =

- Offa. n2)2 2
AR AL WS ICER v +Yiﬂi] )

Ny = P/wy .

RS

&8
Uvzgledniajac meleznodci g = WX oraz B = W°F, otrsymamy
' - = » - - o~
3, = w{n}w F o+ win }W"'Ec =EF, +8F ,
Py (3.58)
3 = .w{n‘}wmi"s » Wipjw'E, = -E'F, + BE_,
iub ¥ formis blokowe]
i == B £,
- , - (357}
EW -E E | |E
gdzie ! -
E=-wijs®, B =ulje . (3.58)

Jedli wpiyw tilumienis jJest pomijalnie maxy, H' = C; =wiazki (3.56) &
(3.57) upraazczajg sig do postacl

a. = Ei‘ 5 (5559)

prawdziwe] zaréwno dle skradnika sinuscowego, Jak i cosimuaowege, PIiy
czym >
b, = 1/k3(1=15) » (3.60)

3,5, Warianty modelu tiumienis, Wytezenie konstrukell

W przypedku konstrukcji bmdowlanych =&is zawierajgecyeh Jawnych
tiumikéw ponownie pojawia sig¢ problem opisu oporéw ruchu, a wige dobo-
ru mecierzy G 1 definicji obeiszenia kinetycznege 5, w bazie wWapsie
rzgdnych uogélnionych {.

Zaktedajgc Zewnstrzny charakter opordéw ruchu nalezatoby przyjaé

C=uB, =K =F -B(q +pd) . (3.61)
¥ przypad}m medelu Veoigte-Kelvine bedzie natomiast
c=wk, §=kKg+uq)=F-Bg. (3.62)

% poprzednich rozwazed wiadomo jednek, 2ze cba te warianty prowa-
dza do specyfikacji bezwymiarowego wspéiczymnika tiumienia dias kolej«
nych gidwnych form drgad wedlug relacii Yy = /wy; lub vy = wwy, na
0gét niezgodnych z dodwisdczeniem,

Lepsze rezultaty moina otrzymad przylmujac wariant kombinowany
C =pupB + uk ,
- - L - ] s (3.63)
Q=K(o +unq) = F - B(3 + pg) .«

W tym vrzypadku kolejnym giéwnym formom drger odpowisdajq bezwymiarcwe
wspdiczynniki tiumients (rys. 3.4).



70

X

,%izjjjjgfff

®, W, 2 Y

Rys. 3.4

Yy =Ro, » pfe, (3.63)

TRy ozym W puankcis o =\/f/—u' = Q wapdxezynnik tiumienia oslgge mie-
imm y,,. = 2/Hw . Jesell wielkodé Q wuznamy za najberdzie) istot-
ng ¥ zadanium c3gstosd kolowg, 3 kidrg naleiy skpjarzyd miarcdajny wspSi-
c3ymiik tiumienia y= Ymin’ to przyjete zmaioZenis prowadzi do wynikéw

-1 : 1
p=zv8, w=zy/a. (3.65)
Jic2ns réwnie2 wybrad dwis iatotne czgstodel wiasne Wgs Oy iza-
2zadaé, by w cbu przypradkach relacjia (3,'5&) data w wyniku Yy = yj
=Y. Hogwiazaniam wynikajacyeh sted¢ dwédch rdéwnash sg paremetry u oraz

W .
Zouwazmy, 2e¢ trudnedei deboru maciersy tiumienia zmniejszajg alg

R} yrsypadh stesowania metody transformacji wiasnej, mamy tam bowiem
moilivwodé dowolnc; specyZfikacli wapbezynnikdw Yy dla koleJjnych giéw-
aysh form drged, a wige takle mozliwodd przyjecia Yy = Y = oonst, Jest
t6 Jednosnaczne ¥ Tatozeniem

¢ = Bu {ya/="}¥'B = K {y/ux}uTx , (3.66)
1«19&%0 problem definicji obcigzenia kinetyoznego pozostaje tu nie
rosasirsygnigty.
¥ analizie ustalonych harmonicznych drgad ukiaddw dyskretnych
nisktérzy sutorzy zalecals przyJjmowad model Voigta-xelviga Zz paramet-
rem wn =vY/p, gdzie Yy Jest miazodajnym dla daneJ konstrukc i ustalo-
nym bezwymlarewym wapélcsynnikiem tiumienia, p zas Jest czgstodcig
kolowy wsbudzania. Wtedy . :

(3.67)

R 4
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Zazozenie to moina zinterpretowaé przechodszqc do wapbirsednysh gidm-
nych. Po dokonaniu transformasji wiasnej otrzymuje slg

c;’ = 21{,. k: s (3.68)

[+ o0
Yi = °iIVk15~i = Ywi[P = Y/T)i 1

Zauwaimy, 24 W sirefie reronansowsJ, ¥ ktérs] tiumienis Jest i3
totne, bedzis p z-ur, & wiagc Tp 2 Yo Poza obszarem rezonansa natce
miast bezwymiarows wapdiczynniki tiumienia Yy =Y/'ni ré2niq 3ig od
wartodci vy, co Jednek nie ma istotnego znaczenia, w obszarze posare-~
zonansowym bowiem wplyw matsge tiumienia Jeat pemijalny. 2Zazozenis
(3.67) odpowisda wigc praktycznie ‘hipotezis uatalonege dekrementu tiue
mienla. Naleiy przy tym pemigqtad, %e omawiane zsZozenie mozae byd prye
Jete Jedynie w prayvadiu sxabo tumionych uktadéw w stacjonarmych Proe=
cesach harmonicznych, )

Analiza drged upraszcza sie znacznie, Jjesli opory ruchn sq pemie-
Jalne. W tym przypadku memy k ,

c=0, Q:K?!:i“a‘—la (3059)
przy czym stosujgo metedg si réwnanie drged mozna zapisad bespodred.
nic w bazie uogélnionych obeigzed kinetyczaych a

20§+ 3= F. - (3.70)

~ W przypadkm drgad wymuszonyck harmonicznie zamiest (3.47) o%rzy-
mje sie réwnenie

(2 -rED = F. (3.71)

. 3.6, Procss przedéciéy

Rozwaezmy réwnanie ruchu -

BY + C3 + KT = F(t) , det B'>0, (3.72)

z warunkami J(o) = 0, t";(o) =0 dla t <o, Zak&tmy, 2e wymszenie
poJawia sig w chwili t = 0 1 jest orisane niestacjonarng oscylacy jng
funkc Ja czasu ’

T Fe) = Fs(t) sing(t) + f‘c(t) cosp(t) ,

"P=P(t): (‘f):i)(t),

pray czym znane sg wektory funkoyjme f‘s(t), i‘c(t) craz funksja Io5-
kiaqu kotowe] czgstosci wzbudzania p(t). Funkeja F(t) jest =zatem
znana z dokiadnoscig do fazy poczgtkowe], niemniej majoranty elemantéw
wektora F(t)

(3.73)

.
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- 5 .
£,08) =\ /E‘Zis(t) + (1) (3.74)

2g okreslone Jednoznacznie,

Caitlki rdéwnenia (3.72) bedziemy posgukiwali w postaci funkeji os-
cylasyjne] podcbned do {3.73}

q(t) = g (%) sine($) + ic(t) cose(t) ,
§Ct) = (&, = pd,) sine+ (e + pag) o080, (3.75)

Aty = (&, - 204, - B3, - 1°3,) ein ¢ +
+ (3, » 203, + b3, - p73,) cos ¢ .

Formuty (3.73} 1 (3.75) naledy pedetenid do (3.72). Postulat
speiaienia réunmania (3.72) tozsamodolowe wzgledem © prowadzi do ukis-
du péwmed rézniczkowych

B o]-is«» ¢ j-em]-[a]
ol 8] L& 2 | ¢ | [q

(3.78) ~

+ K-pZB ! =pC-}B | - as = i‘s s
2B | E-7PB 3 F
¢ c
pr3y czym Ze wzgledd na przyjete warunki graniczne rdéwnania (3,.72) funke
cle §s(t) i ic(t) powinny speiniaé zerowe warunki poczatkowe., Jest

%0 ukzad rdéwnad rézniczkowych o zmiennych w czasie wspdZzczymnikach, a
zatem rozwizzanie moze bydé uzyskane Jedynie metodami numeryczaymi.

Za¥ézmy dalej, 2e przedmiotem zainteresowsnie Jjest zbidr wielkoda

¢l kinematycznych lub kinetycznych, ckredlonych liniowym wyrazeniem
réaniczkowym

(L) = 3-[5(1:) sing + ‘zc(t) cosS Q=
(3.77)

i}

S°§+S1§+52§+Sil‘ .

gdzie so’ 51, S?.’ Sf sg pewnymi macierzami o elementach staxych 1lub
zaleznych od czasu. Uwzgledniaige (3.75) otrzymamy

g
+

= - 2 - -. - a - -
¥ 5,=P2S, I pS,~DS, ag | + S, 2ps,

- 2 -
, ps+bS, | S,-p%S, | | 4§, 2ps s

2 ]
+1 5, o .
o] 52

ftalid

(o]

s

s } - Sf o 1- (3.78)
c [0 S‘f] 1: 'j

el s K
kgl )

I tak np. je$li ¥(t) = Q(t) = K3 + 03, to S, =K, S, =G, S, =S
= 0., Przebleg czasowy majoranty wielkosecl Yj(t) okredla wzér

T,04) =\&§s + Y, o (3.79)

W ten sposéb znene majoranty wymuszenia (3.74) zostajs przetworzone na
majoranty (3.79) dowolne) odvowiedzi ukZadu.

Zauwaz:uy, %e W przedziele stacjonarnego wzbudzania, gdy p=conss,
fs = gonsat, Fc = const, relacje (3.76) staje sig ukiadem réwnes o sia-
tych wspéiezynnikach z ustalonsg prews strong., Catka takiego ukiadu réu-
na.. zmierza asymntotycznie do postaci, ktérg ctrzymalibyémy przyjmijgc
qs = ‘ic = Iis = qc = 0, & wigc do postaci okredlone] znanym réwnaniem
{3.42), jsk byé vowinno.

3.7. Wymuszenie kinematyczne

Rozwazmy obiekt, kidrege ruch Jest oplsany wektorem wWspdirzed-
nych uogélnionych c-i(t). Zatdézmy, Z%e na oblekt nie dziatajg Zadne zZeW-
netrzne sity wzbudzajace, niektére natomiast elemenfy obiekiu (np. ele-
menty ostoi) wykonuje znany ruch opisany za pomocs dodatkowego zbloru
wspéirzednych z(t). Réwnanie ruchu mozna zapisaé w poastaci blokowe]

B ,5 |]3 c ¢ 1-Tal+]x K gl=[ 3],
aa’ Zaz| |3 " 1%a %az T Faa  Faa || R
Byq » Bgz| |Z Czq » Czz| |2 Kpq » Kpp | | 2 z(t) | C.80)
gdzie Z(t) jest wektorem nieznanvach siz w zbierz Z. Ukad macie-
rzowych réwnafd (3.80) po rozwinigeiu przybierze postad
quq + qu;t\f”cqqq_ + quz + quq + Kq_z =0, (3.81)
quq +B,,% Czqq + C,,E + quq + K, 2= Z(t) . (3.82)
Nadajmv réwnan:.u (3.81) forme '
my £
h‘asqqq * cqqq * Kyqd =
v . (3.83) Kk .L q
=B Z-C, % -X 3 1 ‘T’°1 1
= Byp? = CgpZ - K% -
Réwnenie to stanowi podstewe do uzyska- m,
nia rozwigzenia a(t), Jjeko skutku wymszenia $
kinematycznego z(t). Jesli rozwigzanie 7(%) K 9,
jest juz rnznoznane, to ne vedstewie relacii 2
(%.82) mozna w miare potrzeby zidentyfikowad
sixy Z(t). z

Rys. 3.5
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Dla przykiadu wyprowadzimy rdwnanie ruchu obiektu o schemacie
przedstawlonym na rys. 3.5. Wektor Z(t) Jest tu jednoelementowy, Biw
lans energetyczny daje rezultaty

a 2 .2
B = 2(myay + w40,
1 . . 2 1 2 . o .2
=3 c1(q2- q1) = §(c1q1 - 201q1q2 + c1q2) .

Ep = ;—[k1((l2' fl1)2 + kg(z - q.2)2] =

) 2 2 2
= 5[3%%1 + (kﬁ+k2)q2 * k2" - 2k5q192>' 2k2q22] s
a zatem
B=m1, O[O C = R
o , mE
¢ , 0
K=k, -k o 7.
kg kel ek
0k | g

Béwnanie ruehm typu (3.83) ma rostad

;['§1 > 073+ T Sy s =y ] A+ T k, -, 174 =J07. z(t) ,
s, m, =4 5 <y =k, k vk, k,
natomiast na podstamie (3.82)

Zt) = [0, -] 4+ k7 = k(2 - ) .

Sixa 2Z(t) w omdwionym praykadzie jest resksjs rodioza (ostoi).

328, Drganie wymsszone anerindycznie

Drgania wymuszone uktadu dyskretnego opisuje réwnan;e ruchu
B +C3 + XK = F(t) . (3.84)

Zaibzmy, 2e W chwill t = 0 obiekt byx w stanie réunowagl sta-
tyczne), a w przedziale t >0 zostat poddany wymuszeniu o dowolnym
rozktadzie w czasie, przy czym rozkiad ten Jeat Jednakowy dla VisZyst-
kich elementéw wektora wymuszenia, B wigc ﬁ(t) = 5'f(t). Po zastoso-
waniu transformecyi wiasnej § = WE, R = WT@,

réunanie ruchu pPrzybiz-
rze postad

75
2} F o+ {yVESROIE & (005 < 3 o(t) , (3.85)
it

Jak dla zbioru niezeleznych ukladéw o Jednym stopniu swobody. Zgodnie
% wzorem (2.94) mozna nanisad

t
ry(t) = 2 " \f (e) e'aiwi(t'Tjsincn;(t-r)dr-ai s (3.86)
R W o
1%
2 wiee ac) = w{z(s)} W% , (3.87)
2dzie ’

&
(=)} = aseg| =1 S £(z) a0t 0i(t=t)aT |. (3.88)

i(l.)i ]

I tak np. Jesli w chwili ¢ = ¢ zostalo nagle przyiczone obcige

Zenie o rozkiadzie P w bazie E, to zgodnie z (2.72) rozwigzanie 2z
peminigeiem tumienia me postad

alt) = W {;% (1 - cos wt)] WT§ .

¥ przypadiu wymazesd o résnych przebiegach w czasie nalezy sko=-
rzystad z zasady supernnzyeJi (tylko w zaskresie caxlki szczegdlned =z
zerowyml warunkami poczgtkowymi).

W bardziej skomplikowanysh przypadkach réwnanie (3.8%4) wWygednie]
Jest na 0géx bezposrednio caikowzd rmerycznie,

3.9, Belki i Tamy piaskie

Rozpatrywad bedziemy paskie uktady belkowe lub ramowe, ziozone
%z niewazkich pretdéw prostych. Osie pretéw przecinaja sio w weziach geow
metrycznych. W ustroju mozna wyrdéznié weziy mesowe w rostaci mas skuw
pienych pozbawionych bezwiadnodci obrotowsj i mas o niepomijalne) bez-
wadnodéci obrotowej. Kazdej masie przyporzadkujemy dwie lokalne wspéze
rzedne translacyjne (zaczepione w $redku masy i wzajemnis prostopadis),
ponadto kazde) mesie z bezwtadno$cis obrotows - lokalng wspéirzedns ro-
tacyjné, Jak na r78. 3+6. Po ustalenin mumeracji wspéirzednych lokal-
nych zestawimy je w'uporzqdkéwany zbidér w poataci wektora '

- T
d = [u1, L u5. cen] s ~ (3.89)

Drzy czym wspdirzedne, W kierunku ktérych ruch nie jest mozliwy, mogs
bydé poministe. Zbiorowi wspbirzednych lokalnych przyporzgdkujemy zbidr

mas uporzgdkowany w postaci macierzy disgonelnej
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m} = diea(m,, By, Dy, ees ), (390)
prsy czym elementy skojerzone Ze wspdirzednymi $ranslacyjnymi sg réwne
wartodciom ocdpowiednich mas, natomiast skojerzone ze wspéirzednymi ro-

tacy Jn%mi 88 réwne biegunowym momentom bezwtadnodcl odpowiednich mas,
m, = J 5 ’

B.yﬁo 364

Zatdsmy, e stan przemieszezenia ustroju preotowege jest okredlo-
ny zbiorem wspdirzednych uogdlnicnych tworzgeych wektor

- T =
q = {(L‘a QQ’ q,s’ LEE ¥ ‘ln] ) (9'91)

ktéry transformuje si¢ ne wapéirzedne lokalne wediug relacji €@ = Ama.
Macisrz bezmtadnodci ukiadu, zgodnie z wzorem (3.8), wyrazi sie wzorem

B o= Afmla . (3.92)

Rozwazany ustréj moze byé obeigzony zewngtrznyml sitami wzbudza-

Jacymi; zaxézmy, ze sg to sity skupione lub skupione momenty, ' dziata-

jace w weziach masowych i opisane w bazie masowych ‘wapéirzednych lo-
kalnych (rys. 3.6) przez wektor

- 7 -
P=[r. P, Ps, ene] T (3.93)

Obcigzenie to przeksztacamy zgodnie z (3.14) na wektor obeoigzed uogdl-
nionych -
F = A%B . (3.94)
m
Dalszy cigg analizy dynemicznej ustroju pretowego mozna przepro=-

wadzié metoda sit lub metedg przemisszezei,

i

|
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Hetoda iz

¥ pz-zypadim zastosowania metody siX nalesy wyznaczyd macierzs po=-
datnodci w bazie wspdirzedmych uogélnionych 3J. Elementy te] macierzy
oblicza sie za pomocs zZnanege Weoru Mohra

844 —f £y Hylyds + j‘ ¥ Nds , (3+85)

gdzie Mi' MJ', Ni’ HJ 85 odpowiednioc wykresami momentéw gnacych 1 siz
osiowych od oboigzed Qi =1 lub Q;; =1, & catkowanie przebiega po
zarysis osiowym cazego ustroju. We wzorze tym pominigte skiadnik repre-
zentu Jacy WpiyW odksztalcalnoéc; postaciowe] (w raszis potrzaby sk¥ad=
nik ten moze byé bez trudu uwzgledniony), Maciers podatnodcl mo2na wy=-
znaczyé obliczajge kolejno jej elementy 61 sposcbem  Wereszozagina
lub globalnie przez operacje maclerzows. Wykorzystamy tu fakt, 2¢ moe
menty gngce na diugodel protéw sg funkcjemi liniowymi, & sily esicwe
na dfugodci pretéw sq state. Oblerzmy w kazdym precie dwa przskroje
przyweziowe 1 przekrd] érodkewy, Jak na rys. 3.7. Przekroje te n2 2a-
rysie osicwym badanego ustroju prgtowege utworzg zbidr przekrojéw. Wy-
kraes momentdw gnacych moze bydé okredliomy za pomocy dyskretnege sbiorm
l1 12 3|

" oevea . '

O

Rys. 3.7

liczb w postaci wektora M w bazie zbioru przekrodéw. Ogélnie Jest

B =, 0, (3.96)
gdzie Sy Jest macierzq. wnkywu obeigzer Jednostkowyoh Q = 1 na mo-

menty gngce. Anslogicznie W podzbiorze przekrojéw érodkowych mozna dys-
kretnie opisad wykres siX osiowych Jako wektor

Fo=dapQ, (3.97)
gdzie d”a Jest macierza wpiywu oboilgzer Jednostkowyech Q, = na si-
iy oaiowe. Ne podstawie wzoru (3. 95) mozna wykazad, 2a maoierz podat-
nogci

:/'LT{gE%}A A (5.98)

przy ezym dla przek;rojéw przywgziowych Jest = = 4, natomiast dla prze.
krojéw srodkowych I = 4.



78

Zna jgc macierze B i D nmozna juz rozwigzadé zagadnienie wasne
i wykergzystaé to rozwiazanie w enalizie drgafd wymuszonych metodsg trans-
formacji wasnej.

¥ przypadku wymuszenia harmonicznego stosuje sig zwykle metode
bezpodrednig. Anelizujge drgania wymuszone harmonicznie z uwzglgdnie~
niem tiumienia, naleiy wykorzysitaé réwnaenia (3.46) 1 wyznaczyé stan
przemisszozed uogdinionych. Jezeli maclerz tXumienia zaXozymy W posta=
el (3.62) lub (3.67), obeigzenie kinetyczne wyrazi sie wzorem

§ =F o+ 083, , § =F +o%83, . (3.99)

Yomsnty gngce ﬁs, ﬁc orez sily osiows is, §c obliczymy wede

tug wzoréw (3.96) 1 (3.97). Sily tnace, state na diugosdci pretéw, obe

liczymy jako pochodns przebiegu momentdw gnacych w zbiorze przekrojéw
drcdkowych. Ha przykiad dla preta, Jek na rys. 3.7

Ty =T, = %(ms -u) . (3.100)

¥MoZna réwnies obliczyd amplitudslne wykresy sii przekrojowych we-
diug wzordw h

am M =\/M§+M§ » am T ='\/1'25+T§ R am W =VN§+N§ .
(3.101)

Wykresy amplitudalne sg Jednoczesdnis dynamicznymi obwiedniami ( po
czasis) si przekro jowych, Obwiednie giz osiowyeh i +tnaeych majs na
diugedci protéw przebiég s%axy, a obwiednie momentdw gngecych sg na ogéz
krzywoliniowe z wyjatkiem przedziaxdw, w ktéryeh wykresy Ms, Mc 88
Proporc jonalne,

Jezeli wpiyw tiumienia jest pomijelny, stan przemieszczenia obe
liczamy 2z réwnad (3.47). Obcigzenie kinetyczne moZna obliczyd sposobem
.podrednim wedug (3.99) 1lub niezaleznie od przemieszczed Wprost z réw-
naf (3.71), oddzielnila dla i‘s i fc.

Deodatkowego wyjssnienia wymage problem okreslenia maclerzy po-
datnodci w przypadku schematu pretowego statycznie niswyznaczalnego.
Przecinamy wtedy wiezie nadliczbowe 1 obleramy w ich kierunku dodatko
we wepéirzedne uogélnione tworzace wektor I oraz dodatkowe sily uow
gélhione i. W plerwszym etspile wyznaczamy macierz podatnodci D w ba-

zie poszerzone} :
i=[3a]., §-[a],
x X

okreflajgqc w teJ bazie réwnies macierze wpiywu. Poszerzona macierz po-
datnodci ma strukturg blokowg
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b = [D D
x
[qu Dq ] , (3.103)

xq xz ’
przy czym qu = Diq. Warunek ociggiodcl przemieszezed w gbiorze X ma
postaé qud + Dxxx =8, a stad

%o . =1
T=-n7lp q. (3.108)

Fetomiast z toZsamodeli quQ + qui = D po uwzglgdnienin (3+404) doe
atalemy

-1
Db = qu - quDxxqu . (3.105)

Otrzymalismy w ten sposéh macierz podatnodel ustrodu statycznie
niewyzneczalnego w bazise a. Procedura rozwigzanis zadania dynamiczne~
80 priebiega dale] jak poprzednioc - z tym, 2e po wyznaczeniu obcigZew
nia kinetycznego i nalezy réwniez obliczyé X wediug (3.108) {1 zhue
dewadé wektor @, ktéry Dosiuzy do okredlenia siz przekrojowych w wyni-
ku transformacji przez poszerzone macierze WpZywu.

Msestoda Przemieszsczex

W przypadku zastosowania metody przemieszczed nale2y wyznaoczyd
maclerz sztywnosdcli w bazie wspbirzednych E. Elementy te}] macierzy che

licza sig réwniex na vodstswie wzoru Mohra, ktéry po pominigeiu wplywu
odksztazcalnodel postaciowe] ma formg

Ky .-.fzg. MyMds + f-f} BNds , (3.406)

Przy czym w tym przypadku Mi’ MJ, Ni’ HJ 84 wykresami siX przekrojo-
wych od Jednostkowych przemieszezex 9y =1 lub qd = 1,

Macierzowy sposéb obliczania macierzy sztywnosdei Polega na okre-
$éleniu macierzy wpxywu Jt‘;, pl{;, wyrazajacych w Eym przypadkes transe
formac je Jgdnostkawych przemieszezed zs zbiorn q na 812y przekrojowe
W zblorze przekrojéw, oraz na wykorzystaniu wzoru

K:ﬂTLAﬂ mfiwn. (3.107)
% ler7]"% “2lEs(“e

Znajgc macierze B i K mozna Juz rozwigzad zagadnienie wasne 4

wykorzystéé to rozwigqzanie w analizie drgad wymuszonych metodg transe
formacji wtasnej.

W przypadku wymiszenia harmonicznego stosuje silg zwykle metodg
bezoodrednig. Analizujgqe drgania wymuszone nalezy wykorzystaé réwnanis
(3.44) 1 Wyznaczyé stan przemieszcezed uogélnionyc}i. Obliczanie obcig-
Zenia kinetycznego nie bedzie przydatne, niemniej jesli gkceptujemy de-
Tinicje tego obcigzenia zgodnie z (3.67), to
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I = oy (a""xa) s (3.108)
d D ‘

g

TR R X (3.109)
Majgc pa uwadze to, Ze W przypadku rozwiszanpia harmonicznego

g = q_sin pt + 3. cos pt
. s R ? (3.110)
q@ = p§cos pt - p3 sin pt ,
otrzymamy cgtatecznie
By =a(ag - va,) , M, =,y +v3,) , (3.111)
=c/i;(q..s - Yac) s =:/;’(§c + YES) . (3+112)

Sixy %nace 1 wielkodcl emplitudalne oblicza sig analogicznie jak
w metodzie sit. Jesdli wpiyw tiumienia jest pomijalny, stan przemiesz-
czenia otrzymijemy rozwigzujgc réwnanie (3+45), a we wzorach (3.111),
(3.112) pelezy przyjaé vy = 0.

Dodatkowego WyJadnienia wymaga problem okresienia macierzy sziye
wnodci w praypadku, gdy obrane wapbzrzedme ucgdlnione a nie wWyczer=-
puja geometrycznych stopni swobedy siatki pretowe] ustroju (np. gdy
niektére wezly geometryczne nie sg weziaml mesowymi). Nalezy witedy do-
breé dodatkowe wapbéirzedne uogélnione ® formie wektors =z w taki 8DC=
86b, aby w bazie poszerzonej q uzyskaé schemat geometryczn e WyZna=-
czalny. W plerwszym etapie wyznaczymy ¥ poszerzone] bhazie q macierz
sztywnodcl E o strukturze

(3413)

Przy czym qu = Kg « Macierzowy spésdh zbudowania takie] maciérzy‘wy-
maga przygotowania macierzy wpiywu réwniez w bazie poszerzone:]. Warn-
nek réwnewagl w zbiorze I ma posteé K qq + K = = 0 a stad

T = = Kxxqu“- . (3.114)

Fatomiast w tozsamodci quq + Kq X = K3 po uwzglednieniu (3.114) do=-
staje.my

K= K quxxqu (3.115)

Otrzymalidmy w ten sposéb dla ustroju geometrycznie niewyzneczal-
nego macierz sztywnoéci w bazie g. Macierz te wykorzystamy w rozwig-
zywaniu zadanie d_ynamicznego uzyskulgc sten  przemieszczenia E_. Nas~
tepnie wediug (3.114) obliczymy nadliczbowe przemieszczenia z 1 zbu-
du jemy wektor é’_, ktéry po transformacji analogicznej do (3.111),'
(3.112) z zestosowaniem poszerzonych macierzy wpiywu doprowadzi do o=
kredlenia sit przekrojJowych.

i
|
\
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Przeksztazcania macierzy sztywnoéci moZpna uniknad, Jesli base
podstawows, obierzemy od razu W ®wersjl poszerzone.,, wyeserpujece] gede
metryczne stepnie swobody uairejn (rc > ad; dat B C); Jest o mozliwe
ze wzgledn na jednorodny przemieszczeniowy charakter niewiadomych g
oras X, Jednakie liczba réwnad w Zadamin dynamiczmym zwieksza sig.
Macierzowe réwnanis ruckhn ms wiedy posiad

Bag [ 171 3] * %< | %= [‘1 * ra.q x| 13]=| % -
S I3 b4
0 o Sy ‘ oL | L% Ry | Exx 5. 116)

Zatwo wykezad, 22 jedli C = B +uK, +to niewladome ze zbiloru z
moga byé wyeliminowane. _

¥ przypadkm pastoscwanis metody si przyjecie bazy podatawows]
od razu ¥ wersji poszerzonej nie Jest mozliwe ze wzgledu na niejednc-
redny cherakier niewlademych § oras X W $ych okolicznodciach na=-
lezaioby stosowaé metodg mieszang.

Problem oeaksztazxtcaelnosdei osiowsj

Jezeli w analizie dynamiczae] ustroju pretowege uwzglednlamy ¢-
siowg odksztaicalnosé pretdw, dobisrajgc stoscownie de $ege zalozemia
dostateczng liczbe i redzal wepdirzednych uogélniomych, to w opisanym
poprzednio postepowaniu bisrze udzia mecierz wWpiywn ° L W kodicewym
etapie cbliczed mosna wyznaczyd sity przekrojowe Zaczals 3 siZaml esioce
wymi. Jesll zad wpiyw cdksztazcalnodci osiowe] pretdw me byd pomimigiy,
procedurs metody 51 1 metody przemieszczed ralezy zmedylikowad, Przes
de wszystkim wzory (3.95), (398), (5s106) i (3.107) nalezy ograniczyd
Jedynie do cziomi momentowego, 8 zZatem wyzneczanie macierzy wpiywu
jest zbedne (w metodzie przemieszezed nawet nie jest mozliwme). Wapdiw
rzedne uogélnione nalezy dobrad z uwzglednieniem zaXozenia o osiowe]
nieodksztatcalnodcl pretéw. Rozmiar réwnad ruchu sig zmniejsza i obli-
czenia sg prostsze, nie moina Jednak w jednolitym algorytmie uszyskad
poprawnego rozkiadu siz osiowych (wzory (3.97), (3.109), (3.112) prze=

stajgq hyé aktualne).

W przypadku metody six konflikt polega na tym, %e uogélnione ob-
cigzenie kinetyczne a - Jest ekwiwaelentne z rzZeczywistym obclg2eniem
lokslnym jedynie w aspekcie rozkiadu momentéw gnacych i sit tmacyen.
Prewidowy obrz;z siX osiowych uzyskuje sig dopiero po obolaseniu U '
stroju sitemi kinetycznymi w bazie lokalne] U, Jedli akceptujemy model
tiumienia wewngtrznego, to lokalne cbceigZenie kinetyezne ogbélnic wyrae
%a sie Wzorem - v

T = P-fi = %~ {x}agd. (3.117)

W przypadku stacjonarnych drgad wymuszonych harmonicznie



g = Fa pa{m}.ami . (3s118)
Jesli natomiast Yy = 0 i korzystemy z réwmania (3.74), %o

§ = F+rflmad. (34119)

Zna Jac lokal ne obeigienie kinetyczne ﬁ, mozZna Juz bezx trudu
cbliczyé siXy osiows. W zadanin statyecznie ualewyzmaczalnym naleiy
uwzgladnid réwnie2 812y nadliczbowe I.

W przypedkn metody przemieszozed istots konflikiu jsat niecoznae
czona wertodd iloczym nieskorozenis duzsj sztywnodci osicwej 1 zero-
wego wydkuzenia prgte. A zatem 1 w tym przypedkm nalezy obliczyé loe-
kalne ohoiazenis kinetyczne weddiug wzoréw (3.117) lub (3.118), nastep-
nie zaé naleiy wykorzyastad postulat réwnowagi si dzisxajacych na nySe
lowo wycigte weziy gscmeiryczne usiroju pretowego. W kazdym wgile PO~
winny byé speinione dwa réwmnania réwnowagl rzutdéa siX. W rdunaniach
tych wysitapis siowe elemsnty wekiora ‘ﬁ, " zZnane. prayweziowe sity tnge
¢e oraz rnieznane Preywgziows sity osiowe. Réwnania te stanowia podsiae
wg do obliczenia siX osiowych; mogg takze ppslu:ky& do kontreli rechune
km, jeko Zze liczba réwnaf moze okezad sig wigksza od lioczby niewlado-
mych. : -

75.,10., Kratownice -

Rozwazmy kratownicg sfatyeznie wyznaczalna lub niewyznaczalns,
ziozops z preiéw pryzmetycznyeh o sziywnosciach osiowych EAJ, diugos-
clach 1, oraz masach caikowityck m., pokaczomych przegubowymi weztae
mi. Traktujac kratbwnicq Jako ukiad dyskretny vrzemodelujemy jgq na nie-
wazka aprqzysta, Lstmktuzq kratows, w ktdérej weziach sg skoncentrewane
masy skupione,pozbawionebezw?_adx}oéci obrotowej, Jjek na ryse 3.8. Hasy

te reprézenﬁﬁjé‘ mase wiasng i usytkowg kratownicy. KazdeJ masie przy- -

porzadim jemy dwie lokalne wspéirzedne translacy jne {ortokartez jadskie),
Przy czym masom w wWeziach podporowych nale2y przyporzadkowad wspbirzgd-
ne 2z uwzglednieniem wystepujacych tam ograniczed kinematycznych. Uo-

Ryse 3.8
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gélnione wspdirzedne Lagrange’a najwygodnie] w tym przypediu przvisd
zgodnie ze Wspdirzednymi lokslnymi. Memy wise

3 = 1, A = I, B = {m . (3.120)

Przemodelovwanie masy wiasnej kratounicy polega tu na sikupieniu w WQZ-
Zzach poxdwek mas pretéw zblegajgeych sie w danym wgile, stad

. 4
byy = my o= My o+ > ?mj s (3:124)

gdzie mi Jeat skupions masg uiytkows skojarzomg ze waplirzedns 9y
natomiasdt sumowanie po J dotyczy wiazki pretéw skojerzonych z Q4o

Béwnanie ruchu kratownicy sformiujemy metods przemieszczex, nalezy
zatem wyznaczy¢é macierz sztywnodci ukiadu. Jske lokalpe wapdirzedne

stam odksztacenie pretéw cblerzemy wydiuzenia pretéw A;}" kidre w
zbiorze pretdéw utworzg wektor

- T

A ={aq,80,83, ...]" - (3.122)

Weltbor ten mozna przedstawid w formie transformacji Wspdirzednych La-
grange’a
A= AkE_ . (3.123)
Energie potencjalna odksztaXcenia kratownicy okresla wzdr

_ 1 2 15T ~_.1=-7.7 = ,
Ey=3 ;AJEA;./].S =s3 {man}a=213 ap{Ea/a}ad ,  (3.128)
stad macierz sztywnodei T
£ = afEa/na . (3.125)
Eratownica moZe byé obecigiona sirami wzbudzajgcymi w formie sik
skupionych przyiozonych w wez&éch. dedli sily te okreslimy w formie

wektora P w bazie lokelne] u, to ze wzgledu na (3.120) otrzymamy
F = B, Mecierz tiumienia C nalezy zdefiniowaé stosownie do wybrane-

- modelu tiumienia. Béwnanie ruchu ma postaé (3+15)s Po wyznasczeniu

stam przemieszczenia wezidw nalezy wyznaczyd stan wytezenia w formie
wektora six w zbiorze pretéw. . - ;

Nt) = {Ea/1} (% vud) = {Ea/}a (T + ud) . (3.126)

W przypad}m drgad stacjonarnych wymuszonych harmonicznie maclerz
tiumienia mozna przyjaé wediug wzoru (3.67). Wtedy

ﬁs = {EA/I}AK(ES - v&c), F, = {Ea/1} ala, +vay),

amNj=Vm§a+R2 »

Je
Przy czym q., I, spelniajg réwnania (3.44).

(34127)
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Jefli wpiyw tilumienia jest pomijalny, wykorsystamy réwnshia (3.45),
a ws muzorach (3.127) podstawimy vy = O,

Gdy mesa wiasna kratownicy starowi znaczng czedé ogbine) masy
obiektu, przyiscie w schemscie dynamiczoym mas ggramilowanych W WeZe
xach mozs okazad sig zbyt duzym uprosgezeniem.. Nalezy =zmatem ulepszyé
komstrukcje macieray bezwXadnodci. Pozostasmy w mocy zaxozenia © quae
si-statycznym rozlkiadzis cdkaztaicesl protéw kvatewnicy; prayjmijmy Je=
dnak rseczywisty rozkiad jej masy. W te] sytuac]i mamy do ozynienia ze

skalarowym polem masowym (1) rpz=-
3. =21 pigtym ne siatce kratownicy. Zau-
wasmy, ze uogélnionej predkodci c';_i =
= 4 odpowiada wektorowe polvc prode
kodei -fi rozpigte na siatce kra-
townicy W zakresie wizzki pretéw
skojarzone] Ze wspdirzedng 9y (zys.
3.9}, Emergia kinetyczna kratownicy
wyraza siq wzorem

1 =, a2 1 T
E = §f(u)(§ V;44)7ds =5 §'Ba, (3.128)
gdzie catkowanie przebiega na grafie str&kﬁmz‘y kratowej. Stad
b = §(u)VTaés . 3.129
= ST (3.129)

Wykonanie calkowania daje rezuliaty:
dia i =k

by =H +3 ;_mi . o (3.130)

gdzie sumowanie po J - dotychy wia,zki- protéw skojarzonych z 5

dla 1 # Xk . .
b, =zm coa(q,,q,J) 0 (3.131)
Jik T o6 (i) TUM R 2 o a
gdzie m(ik) jest masg preta Xaczgacego _quly skojarzone ze wspéirzgde
nymi Qs Qe Jeéll wezxy te nie s§ polqezone_pretem, to oczywidcie
m(ik) = Q. Macierz bezwtadnodci ze wzg‘lqduv ng (3+131) nie quz;e Juz
macierzsg diagonalng.

3.11s Bryta na podoZu égrgzzstzm

Jednym 3 wainych zagadnied w dynamice budowli jest analiza drgad
bryty sztywnej na podioczu sprezystym, bryia takar‘jest bewiem modelem
blokowego fundamentu pod maszynye.
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Rozwazny ukxad prredstawiomy na zyss 3010 1 pzzyjmijmy nasigpu-
jgce zatozenia: :

a) podstewa bryxy lely w pozioms] piaazmozyinie %z, Pr5y cEym
osie X5 15 sa gidwnymi centralnymi osiemi pedstawz,

b) uk:ad jest symetzycany wzgledem paszosysny 4%, ® zakresis
rozktadu mas, siX wmbudzajgcych i cech podiozs,

¢) podioze sprezyste jest nieinercyjme 1 charakieryszuje slg mo-
dukami satyenosel k4, k; Pryy priesuvie ® kierunkn =z,, 3, OFaz moO-
duzem k5 przy obrocie woisk osi T35

d) drgania sg wymmazong harmonioznie silg wirujgeg ¥ piassenyie
nie X %o

3 ?X., .t ,
1
X4 * -
X, l l'(X:.’(z)
| sy
1 lmg U1

Rys. 3610

Twzgledniajac przyjete zatozenia prcblem mozna sprowadsid do ana-
lizy drgad paskich w piaszozyinie Z4Zs5s opisanych trzema wspéirzed-
nymi uogélnionymi, jak na rys. 3.10. Transformacja wspéZrzednych uo-
gélnionych na lokalne ma postaé

l:u1] = [1 . 0 -zZ:I - q_1 S An'l .

\ o , 1 b4 q. . : '

"2 , ' 1 2 . . B ‘(39‘152)‘
L% '

Energie kinetyozng uktadu opismje wzdr

[l ]

[}

£, =2 [ (83+62)an = %f%% ém =2 iT’j,ﬁL_ﬁAmdmé . (34133)
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pray ezym

1 (3134}
E s I x%**'aa
Macierz bezwXadnodci ma zatem postaé
T
B:fAmAmdm= B, 0,7
G > m o, Sy (34135)
i30Sy T3

gdzie m - mssa bryiy, Sij - moment stetyozny masy bryiy wzglgden p2a-
33e3yany zixj, II; = Jgi > J?B =~ moment bezwkadnodci masy bryiy wigloe
dem esi 13.' )

Energia potsncjalna edkaztaicenis podzoza wynosi

4 2 2 2 ,
B, = s5(kaa] » I 4g7 + kzT543) (3.136)
atad macierz sziywnosci
' K = ateg(kd, kd, k75) , (34137)

gdzis A - pole pedatawy bryzy, ;\‘5 - moment bezwadnedcli pola peode
stawy wagledem osi Ize
Macierz tiumienia nalezy przyjaé stosownie do Wybranege modeln
tumienia (zak¥ada sig zwykle tiumienie materialowe W podiosu; C = UX),
Fraca siiy wsbudzajgce]

L= (%-ZEQB)FOOOB pt » (q2+22q5)30315 rt = (3-138)

. [e) O .
= - X F cos pt
q1F°cos Pt + qEFosin pt + q3(11F°ein »t ¥ S pt) ,

8tgd welktor wogélnionych six wzbudzajgeych

Ft)=T0 F,8in pt + 1 F cos pt ,
1 ’ o] . (3-139)
o o o v
o B U =X

Réwnanie ruche ma znang postad
- (34140)

Cigzar bryy drgajace] jest na ogéi znaczny, wskazane jest zatem
ujgdé w rachunku pewien efekt drugiego rzedu, polegajgacy na uwzgledniec=

B + C3 + K3 = F(t)

niu dodatkowego momentu od 81ty cigzkosci zaczepionej w ruchomym $rode
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ku ciezkodoi, Wynika stagd dodatkowy wekieor =ik wEbudzeJgeych
AF(t) = 0 =[o ‘Te,] -
4] [ )
a * (36181)
meiyas "8 |G

Poyrawks te nalezy przenledd ma lewmq sirong réwnania ruchm 4 EWigmad I
blokiem sztywnodei. Oirzymijemy w ten spesdo uwzupeinicns p0staé meois-
rzy sztywnodel

K = atag(k,4, k4, k35 - Spzg) o (3s142)

Bozwigzanie rdmnania drgaxd wymszaocaych {metodsg bezpedrednia Ilub
metodsg transformacji wasne]) daje ¥ wynike wekier 71, na kiérego pode
atawie mozamy obliczyé wekior uogélnionych obeigies kinstyeznyeh

At) =F wnI=F+ FBI . (34143)

Elegxenty tego wektora ag uogélnionymi siami dynamicznsge A4sige
zania bryy na podiozes I tak: Q_1 Jeat silg normalng do podstamy Y-
2y, 02 - 8ixg styczns, Q5 288 jest momentem wZgledem osi Ize Znajae te
sily mosna Juz wyznaczyé dynamiczne raprezenia (zwiaszcza normalne) w
paszczyZnie kontakiu bryiy z podiozem, przy czym nalesy obliczaé ode
dzielnie naprgzenia w zakresie simusowym i cosinuaowym. Dopiero te WY
nikl powinny byé sprowsdzone do wartodel amplitudalne]

2 2

amo =\/o_ + a7 . (3.1%4)

Wektor § stanowi réwniez podstewg do obliczenia lokalnych prze-
mieszezed wybrenych punktdw bryiy, wediug wzoru (3.132). Obliczajge w
wybranym punkcie lokelne amplitudy kartez jadskie

A2 L2 N2 2
am u, = uig +ug, am u, = U * Uz, s (3.145)

okreflamy klatke trajektorii ruchu badanego punktu. Trajektoria ta w
Przypedku ustalonych -drgax hermonicznych jest elipsg wpisang w klatks
(rys.e 3e41). Nalezy zwrécid uwagg na to, ze wymiary klatki 88 zalezne
od kierunkdéw wspdirzednych lokelnych, podczas gdy sama irajektoris jest
Tigurg inwariantng, a wige oplsujgeq zachowanie ale punktu w sposgéh
obiektywny. Interesujgce sgq zatem charaktery_styki trajektorii, a zZm2a.
szcza orientacje osi géwnych oraz diugosci pétosi elipsy, zwenych ame
plitudami giéwnymi. Wywda Jest nastepujgacy:
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22(s) = u% > ué =34 =

=T

= (Slain pt + Gocos pe)(T sin pt + T c0s pt) =

= ﬁgﬁasingpt + iziccosapt + €§6031n2pt =

(5"146)

o2z (m-ccaant) > Efic(1+coeapt) + iﬁicsinapt =

ml...\

3
T" T a =T~ -
%o -uans)coaapu + u u sin2pt

T 1.=T=
*gg) > 2lm.u,

#
LTS
=]

*ﬁgﬁs)+\/%(ﬁ§ic-5§ﬁs)2+(ﬁgﬁc)é cos(2pt-28) ,

]
!glﬁ

2%
cc

gdzie i 2nmﬁ
2e =aﬁ-ctg—,f———:@-— .

Uele = Ugly

(3147}

Wobac tege

E = maz u(t) M T T =l <0 ,=Te
\/g(uguce—ugus) “(“Euc"zsﬂs) +(usuc)
r = min u(%)

(3.148)

Wzdér powyzazy okredla wmartodci amplitud giéwnych, nie ckresla Jednak
ich orientacjii geometrycznej, Zauwaimy, ze gidwne amplituda maksymalna
Tyshapi W przypadku cos(2pt-28) = 4, & wige przy ph = €. tedy

H"l
R = 1} =8 sin & + T cos @ . (3149)

i
| Z(l:muz

ks el

Rys. 3.11

89
Giéwne] amplitudzie minimelnej odpowieda cos(2pt-28) = -1, a wige pt =
= & +n/2., Stad

T4

(34150)

Hy
i)

. ,= ﬁscos 0 - Ecsin‘e »
2

Wzory (3.149) i (2.150) opisujs emplitudy giéwne w sensic wektiow
rowym {przez ich rzuty na osie Z4, xz), co umozliwia olkredienie geo-
metryczne] orientacji trajektorii ruchu. Ponadto zamiest wzoru (3.148)

mozna wykorzystadé relacje

(36151)

5;ﬁ2: Wykorzystanie analizy wymiarowej

Omewiejac rozmaite zagadnienie dynamiki budowli operowsglismy for-
mitami, w ktérych wystgpuja wymiarowe perametry obiektu i obcigzenia,
Formuiy te mozna wykorzystac do rozwigzywania zaded liczbowych oOperue
Jjac konsekwentnie liczbowymi wartosciami wielkodci wymiarowyeh w kone
wenc jonalnym ukzadzie jednostek fizyeznych SI. Jednostki te nie muszag
byé explicite wypisywane w rachunkach posrednich, mozns bowiem 2atwe
przewidzied miana wynikdéw kodcowych. Dzigki temu mozliwe jest operowa-
nie zbioremi {wektorami, macierzami) © elementach niewspdimiernych (np.
translacje i rotacje), co jest waine zwiaszcza W przypadku stosowania
techniki komputerowej. Jegli przedmiotem analizy jest oopiekt opisany
parametrami ogdlnymi {tzi. nieliczbowymi), zadanie moZe by¢ rozwigzye
wane analogicznie pod warunkiem, Ze znane sg proporcje w kazdej wymia-
rowo jednorodne] grupie parametrdéw. Obleramy w tym celu wzorzec steno-
wigcy podsteave zdeliniowania niekonwencjonalnych jednostek dirugosdel
(£), masy %) 1 czasu (J), co umozliwia zdeiiniowanie jednostek pocho=
dnych potrzebnych do opisu wielso$ci na Wejdciu i na wyjsciu. Rachunki
posrednie mozna wtedy wykonywadé ne niemianowanych wartosciach 1liczbo-
wych, anelogicznie Jak podczas operowania ukedem konwencjanalnym.

W przypedku analizy dynamicznej belek i ram za wzorzec przyjmje
sig zwykle pordwnawczg diugosd lo’ przekrojows sztywnosé gietng EJ
craz pordwnawczg mese skupiong Boe Z zaleznosdci

3 w2 fm oas
= P i = {3.132
1, =4, u, =M, I =ML T {3.132)
wynika, Zze€ niekonwencjonalnymi jednostkami podstawowymi sg
3.
L=1,, k=, J = m 10/ET. . (3.153)
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Jedaoeticl niekonwencjonelne wyshomugenws w snelizdie bulek 1 rem

sy zestewiome w tabell 3.1,
Tabela 3.1
Jednogtki nickonwescjomaime dla pelek i rTem

Bedsa] wielkodel Wymier formelny | Jednosiia

; proeeieszcsenis translaeyjne £ 1,
Froori eegeteais rodacy jae 1 ’ 4
Procirojowa aztywacds gigtna ALZTE 1 ms
Meea shupdionme A L,
Moment boguadnodci masy Jb@g mei‘g
siza simpdona; osilowa, tngca ALTE an/lfz

jHoment shmpdeny; gOATY

oo stost JooRowa

Smtyuncsd osdcws pretdn nsdely wymeked W poStEol

B = SEHT (3.158)

AT (3135}

Jest smm¥YosScis prete v pasposyfide obdektu.

W analizie drged wymmesongoh silsm) wrbudzajacymi opgednic  jest
wpronedzid niezaleims jednoshky stdy £ = ?, do opisu chodgted, ¥ tym
pregpedln wyniki prodorcjormaine do opsiadania (np. prsemieszeszenia i1
aiy przekrojovwe W prosesach nies‘mo.jmh Z zserowynl warunkami poe
ezafkowymi i W harmoanicsznych procssach shasjonsrmych) nalszy dedabiowo
PETMOLYC PrIes ) '

gdzie pé!'mnen beswynisrowy
8

[}

P L -SRI 3
2o £ 5E - p 137w . (3.156)
W przypedium emalizy dymemiczme] kretounic cbieramy zwykis pordw-

maveza dxugosd 1l,, przekrojows sziymmosé osicwmg EAO oraz poréwnawe
2Es Eeag SXUpiong Hy. Niskenuwencjomalnymi jedeoshiems podstewowyni sg

Vil Je, (30157)
T = molo/EAO ° 3:157)

£=1,, M=m

fo) 1

%1
Jednostkl uysigruigse ¥ amalieie mmm ag sestzsionms w bebs.

11 3.2,
Tabhela 32

Jednostizl nichoapenc joralme dla kratswnis

Rodzaj wisllkosel Fymiar formalny Jedroatiza
Diugodd; prsemiessczenis L 1
translacyjns e
Przekro joua ssipmusdd csiowa; -2 BA
siza skupiena; side calouws ALT °©
Hasa slmpicna 1% my

-l . -
Czosiosd kolewa T VEL /B,

JdJedll do opisn 5l wabmdsajqsych wprwadzm nicoaiading Jednost-
ks L= Py, 4o vyniki proporojomalms do cbelatemia naledy dedabkowe
pomPEoSyd PrIes

2n et 2 fra (3.158)

W przypadim emalizy drged bryiy pa podioim spreidystym  obieramy
dxagodd porfmngmcsy lo' gostedd mesy P, OreZ pordumawezg sziywmoedd
pedicda ka. Bielonwonc jonaslmmnl Jednosiiami podstawowymi sg

P =V l/k, - (3.159)

sedzoasik] wyslerulace ¥ enslisis drgad bryiy sa sesjawisme W da=
ball 3.3,

£=1,, A= 12,

Tabela 3.3
Jednostki niskornwenc jonalne dla bryiy

Bodnaj wislkodel Wymisr formalny Jednoatka
DXugodd; prrzemiessczenie L 1
tranalacyjns °
Przanisszesenie rotacyjns 4 4
Geatodd masy ) JZ,C-B Pe
2 oo @

Sziywnodé podioza ALTET k,
5ia skupionsa ¢/L£‘7".2 L:Olg
Moment siiplomy r/‘LuCZ«Y'ﬁa Kol:j
Neprezenie ,\;/((/3'1:7”“2 kclc
|
P Crnatoldd koZow 71 X /e
iu.‘.t,,. ¢ xo¥owa 7 '\/E:O/Polo



92 .

Jezeli do opisu siy wzbudzajgce] wprowadzimy niezaleZng Jednost-
ke P = Py, to wyniki proporc jonalne do obcigZenia nalezy dodatkowo po=-
mnozyé przez

-l p=t2 _ 3.
P LT T -Po/kolc. (3.160)

Nalezy pemisgtaé o tym, aby w przypadku korzystania z (3.142) przy-

spleszenis ziemskie g zostaXo wyrazone liczbowe w jednostkach £ -
= k./p,e Wartosd liczbowa te) jednostki powinna byé zadeklarowana w m/s .

35s13. Przykiady liczbecwe
PRZYKLAD 3.13.1

A
G q, ‘q@

Ve Vs /L /.
a1
—
018754 ‘ Q,=1
)
\/
0,2500+ 4 03 =

0,1875-1

N

Rys. 3.12
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Dana jest swobodnle podparte belka pryzmatyczna, Jjek na rys.3.12.

Masa wiasne i uzytkowa zostsdy zestapione - trzema masaml skuplonymi.

Nelezy rozwigzad zagadnienie wiagne, pomijajqe cdksztaicalnodé osiows
belki, Wykorzystaé zasady snelizy wymiarowe].

Rozwigzanie

Jako wlelkoscl poréwnewcze obieramy 1, EJ, m. Trzem masom skiie
pionym przyporzidkowujemy trzy wspéirzgdne lokelne., Ukiad ma irzy dy-
namiczne stopnie swobody. Wspéirzedne uogélnions obieramy zgodnie z

lokelnymi, a wiee =1, 4 = I,

B = {m =ateg(1 1 2).

Ukiad jest statycznle wyznaczalny; wybleramy metods sii. Sporzg-
dzamy wykresy momentdéw gnacych Mi ed Q4 =1 (rys. 3.12) i wyznacza=-
my macierz podstnodci w bazie g saposobem Wereszczagina. Wynik ma poO=
staé

D =|0,011719 0,014323 0,009145 .

C,014323 0,020833 0,014323 | .
0,009115 0,0143235 0,04171%
Dalej obliczamy -

DB = [0,014719 0,014323 0,018230
0,014223 0,020833 0,028646 | .
0,009115 0,044323 0,023438

Réwnenie charakterystyczne zagadnienia wiasnego, po skrétowyn
ozneczeniu = A, ma postaé det(IB -AI) = 0, a po rozwinieciu

A% - (5,5990&-2)7\2 + (2,2538E=4)A « (1,2363E-7) =
Plerwiastki réwnania i czgstosci koiows sg nasktepujqc'e:

Ay = 0,0516726 —> w, = 4,3992
Ay =0,0036645 —s w, = 16,519 | . VEym ,
Ay = 0,0006529 —= w = 39,136
Wyznaczenie wektora wissnego ;1:

(B =A,I) = -0,03995% 0,014323 0,018250
0,014323 -0,030840 0,028646 | ,

- 0,009115 ©,014323 -0,028235

adJ(DB - A,I) = [0,00046047 o . . 51 =[0,69157 .
0,00066552 « 1,0000
0,00048625 . . . 0,7306



223
Anglogicznie, wykomsystuise 7‘2 4 AB' Fyzneezs sle pozostaie welkbo=
Ty vkesis. lgolers wissna estateczrie mo pestad
] 0,6919 1,6000 «0,75B8
1,000  0,3%20 41,0000 | .
0,7306 <0,6870 =0,3251

Cbresy gidwmyeh form drgef sa prredstawioms DA Pyse 3.12.

3613s2

Belks opisapa w przykisdzie 3,13.1 jest pedezas memtazu O BB~
cZema na pedpery o predksdola v  (rys. 3413). Naledy wysnaczyé DEZO-
bleg csasowy obciafemia hinetyezmego od chwili uatavienia belki ma 7ol
porach. Tiumienic pomimad,

m 2%

BReswigzanie

Belka od ohwili ustawienie na pedperach wykomije drgaznia swobode
ne sainicjewems poczethowym pedem mas pezuszajaoych sie s predkodeis
v. Obelgieniem kinebyenmym sa sily beswladnodci. Z Wooru (3.35) wyni-
ka, e prsy :10 =8

&%) = 0{ % stawtfu'g .
Jodnoezednis windemo, 3¢ ®-! a {m°} -1T5, a wiee
&) = 83 = (BW) {o stnet) {n%~Yu)Tg, .
Przeblieg obliczed jest nestepu jacy:
B=adteg (1 4 2)m,

93
BE = [0,69459 1,0000 -0,7588] m
1,8080 0,3120  1,06000
1,4692 =1,3740 -0,6502 |
{mo} = WBE = [ 2,563 0,0001 6,00007] m =~
0,0801  2,0813  -0,0001
0,0000 <0,0001  1,7872
= dlag(2,5463 2,0813 1,7872)-'= ,
-1
{=°)7" = aseg(o,3027 o,8899 0,5595)3 |,

= B 1 1%,

@

L) = 5,789261n0,t - €,5017sim, t ¢ Emﬁ%@aﬂ.ms% v VEJ@/IE °
S, 48760inut = 0,1565sinu,t - 895658100, %
7,960%sina,t + 0,68930d0m, ¢ + Suﬁ%%mst

7SR

0,348 8

Ry Ba 3011 4

Belka okredlona w prapykadzie 5.13.1 jest reddena dsizkanmiu sily
wzbudzajgee] P = P sik pt, jok ma rys. 3e1é. Haledy Wysneczyd cbwied.
nig dynamicznych mementéw grgcych. Tiumienie pomingé. Uykorgysted zae
sady anelizy wymiarowej, prayjmujac p = 4VEJ/mi” .
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Rozwigzandie

Tak Jak peprzednio, Jjako wiellodci pordéwnawcze obileramy 1, EJ, m
oraz dedatkowo I_?'o. ng‘bor uogélnionych obcigzer ma postad fs = is =
=0 0o 1", F, =0 ,

Poniewes tiumienie pomijemy, mozna wykorzystad réwnenie (I -
- pZBD)Q-,s = f’a, przyjmujac w obliczeniach p = 4 i uwzgledniajac BD =
= (DB)T. UkZad réwna¥ ma postad:

0,8125 -0,2292 =0,1458]-[ Q] =[¢] ,
=0,2252 0,6667 =0,2292 %s 0
~0,2917  =0,4583 0,6250 s, 1

a stgd
QB = |0,9269 -Po . % = 7.

1,3598
3,029

Schemat obcigZenia kinetycznego 1 wykres momentéw gngeych Jest
przedstawiony ma rys. 3.1%, W rozweZanym przypadkm am M = Ma’ Cbwied-
nig dynamicznych momentéw gngcych uzyskemy uzupeiniejgc wykres am M
lustrzanym odbiciem po sironile rzednych ujemnych.

PRZYELAD 3,13, 4

Fa niewazkie] swobodnie podpertej belce spoczywa urzadzenie o
masie m, centralnym momencie bezwiadnodci .Tm = 0,01 mla, poddane
dzisteniu siiy F, wirulacej z czgstodeis kolowg p (xyse 3015). Me-
todq przemieszczed nalezy napisaé réwnania stacjonesrnych drgerd wymuszo-
nyech, Wykorzystaé gasady analiz misrowe], przmequcv ho = h.‘ = 0,11,
a=0,41, b=0,61, p=5 VE.T/ml3 s Y= 0,04 (tiumienie wewneirz-
ne). Osiowg odksztaicalnoddé belki pomingdé.

Rozwigzenle

Jako wielkodéci pordwnawcze obleramy 1, EJ, m, F,. Przyjmujemy
wepSirzedne lokelne ruchu srodka masy U oraz dwuelementowy wektor
wspéirzednych Legrasnge’s g, Jake ze ukiad ma dwa dynamiczne stopnie
swobody.

Disgonalna macierz mas W bazie u:

{m} = dieg(1 1 0,01) .
Mecierz transformacji wspéirzednych uogélnionych ne lokslna:

A = 1 0
0 0,1 .
0 1

m
pt
—— \\i&\
h‘l O' ~ . Fo
h 34J Y2
o Vu‘x 3
iY , E3 L
q;%géaf
G
o] j b
T

18,75

4///,/f”’//”1150
)

@ qz=1M

5,00

Ryse 3415

Maclerz bezwladmécivw bazie Qq:
B = Az{m}Am = [1 0 ] i
) 0 0,02
Wektor obolgZed w bazie wspéirzednych lekslnych u:
P = 4 sin pt
4 - cos pt
0,1 cos pt
Wektor obcigzed uogélnionych w bezie q:
F=4T5= [1].5in pt t[ ] ]-.cos Pt .
m .
0 0,2

87
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W celu wyznaczenia macierzy sziywnodci sporzadzamy wykresy momentdw HL,
od Gy =1, 9 = 0 oraz Mz od qq = 0, L = 1. Po obliczeniu ca-
tek Mohrs otrzymjemy macierz szitywnodcd
K= 60,764 -10,417} .
-10,417 12,500
Y
Maciers tiumienia wediug (3.67) proyimujemy C = 7 K, a stad pC = vEK =
= 0,04 K, Réwnanie stacjonarnych drgad wymszonmych ma postad ogélmg
(3.44), Po wykonaniu dziaZad otrzymuje sie

35,764 =10,417 | 2,431 0,417 -[= 1 = [ 1
10,417 12,000 0,317 . =0,500 8 o
2,831 -0,817 | 35,764 10,417 | |z )
0,417 0,500 |=10,47 12,000 S 0,2

Jednoetks wymiarows przemieszozed Qg0 9q¢ Jost F°13/EJ, ng-
tomiast przemissgczed PP qec‘ Jest Fola./EJ. Uykresy momentdéu gnge
cych mozamy wyznacgzyé korzystajac z (3.111), a wige

¥, = (1, ].(3; -v3;) ,
Ms = [m-‘a %]'(ic ’Yaé) s

M=V + 2

Uzyskane z ebliczed wartodci liczbowe mementéw gnacych nalezy pomnozyd
przez Fcl" Oméwiony przykiad jest dokadniejszym ujeciem problemm TOm
ruszonegt W pravkradzie 2,12.3.

PRZYKZAD 3,13.5

Dana Jest rama gsbudewana z pryzmeiycznych pretéw, Jak na I7Se
3016, Masa wasna i usytkowa zostaly zastapions dwiema centryczayml mae
saml skuplonymi o pemijalne] bezwiadmosel obrotowej. Jedna 2 mas jest

3a

1 3a 130

-
+—

Rys. 3.16
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obcigZona sizsg F, wirujaecg z czestoscis koiewg p = 0,82 wqe TNalaezy
wyzneczyé czestesci drgad wiasnmych, rozwigzad zagadnlenie stacjoner-
nych drgad wymuszonych oraz sporzgdzidé wykresy dynamicznych 8iX przoe
krojowychs. Wpzyw tiumienia i osiowe] odksztalcelmodei pretéw  pominad,
Wykorzystad zasady amalizy wymiarowe].

Rozwigzanie

Jako wielkosfci pordéwnawcze obieramy 8, EJ, m, Fo. Przyjmujemy
cztery wspdirzedns lokalne, jak na rys. 3.16. Diegonelne maclierz mas w

bazie 8 me postad

{n} = ategl2 2 1 1).

W przypadim uwzglednianis odkszisicalnosci oslowel prgtéw wazysti-
kie wspdirzgdne lokalne byiyby niszalesne, ukiad miazby cztery stopnie

swobody 1 nalezaXcby przyjaé g =14, B = {m}. Jedli zas pominiemy
Wpiyw osiowe] odksztaXcalnodci pretéw, to uy = 0 orazu, =§ u4e Roze

~wWazany ukiad me wige w tym przypadku dwa dynamiczne stopnie swobedy 1

moZzna przyjac - q =8y ‘oraz Q= U, Stad

=1 0], B = 4 fn}ag = [3,5625 0 ] .
| O ’ 1 (o] 2,0000
[ ]
.25 0

Obcigzenle wzbudza;]qée w bezle lokalnej ma postad
P= [sinpt -cos pt o -o]T ,
aw bazié wspéxrzednych vogdlnionych

_-F ='_AnTl§=v [1:] sin pt + [ 0] cos pt .
. ° . -1 -

W przypadku zestosowania metody sit nale2y wyznaczyd macierz po-
datnodei D w bazie q. Ukad jest jednokrotnie statycznie niewyzna-
czalny, przetniemy zatem jJedng wigZ nadliczbows, obierzemy dodatkows
wgpé;rzedna‘ z5d sporzadzimy wykresy momentdw ed sit Q=1 Qe =1, I3 =1,
(rys. 3e17)e Wykreséw sil csiowych nie sporzadzamy, Jako 2e pomijamy
wpiyw odksztazced osiowych. Nastgpnie obieramy na siatce pretéw zbiér

- przekrojéw oblicﬁe’niowych (rys. 3417). W poszerzone] bazie wapéirzede

nych przygotowujemy macierz wpiywu /iy orez macierz diagonal ng {rl/éE.T}:

fg =[=4 2 0 0 0 0 0
-6 -4,5-5 -3 -1,5 0 0 0 O
$ 7,56 6 45 3 3

{rl/én:r}-—idiag(.g- 9 2 % 1 % -;‘;'1 ")
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01 01'—'1

2 )

s 87 8 9

90

Ryse 3017

1 obliczamy poszerzong maclerz pedatneded

v

b=Dy | Dz =|'ae,se7 50,000

} 1
Drq | Pax l_50,000 09,500

-30,000 ]

~183,750
-80,000 -18%,750 | 321,000

Macierz podatnodci w bezie q me postad

-1
D=Dyq = Dy DPr Dy, = [6,729 4,205] .
4,206 4,316

Przydatny bedzie réwniez iloczyn

DB = [23,972 8,812 .
14,984 8,632

- .
Oznaczajac dla skrécenia zapisu w =A, otrzymamy rdwnanle czegstodol

det(DB -AI) = [23,972_h g,412 = 0,
14,984 8,632« A

2
A - 32,6047 + 80,881 = 0. /

101
Wertodci witasne 1 czgstodci drged wiasnych wynoszg odpowlednio:

A, = 29,8988 w, = 0,1829 —
1 ! ! }' EJ/MB ®

Ay = 2,7052 wy = 0,6080

Wobee tege p = 0,820,829 VEJ/me> = 0,15 VEI/ma® .

Cbcigzenie kinetyczne dziaiajace w procesise d&regei wyEmSZONych 6be
liczymy wprost = réwmazis typu (I - p?BD)«S_ = ¥, uwzgledniajac swiazek
BD = (2B) . Po wykonmeniu dzisied otrzymuje sig

00,4608 «0;3571 | ° [Qq | = 1 sin pt + Qjces p%¥
~0:1893 0,8058 Q2 4] -t
8= [2,622 | 8in pt + | -1,097 | co2 pt
L 0,616 -1,895
Dodetkowo obliczymy

=[5 = -D;;.‘quﬁ = [1,006]sin pt + [«1,131] cos Pt .

Obcigzenie kinebyczne w baziz poszerzone] wynosl
v

Q =[2,6227,- § =[-1,071] .
0,616 -134'99
1,005 ‘1)131

Momenty grace (w peinym zbiorze przekrojéw) i sily tmace (® podsbiorss
proekrojéw dredkowych) obliczymy na podstawie ®zordw (3.96), (3.100),
(3.101). Wynik ma positaé

B =[-3,128]2,s E = 3,198 F 8, amli= [6,064]F a,
-0,470 0,453 0,653
4,188 -2,291 | 4,773
4,188 2,291 4,773
3,603 2,842 4,589
3,617 ' 3,394 4,541
1,509 -1,697 12,271
L 0 4 L 0 J Lo -

P, =[ 1,863]F, , T, =[-1,0087F,, aT=[2,163]F,.
| -0,390 : ~0,368 0,536
| =1,006 | | 1,131 L 1,514 ]

W przypadka zastoscwénia metody przemieszczed nalely wyznaczy&
macierz sztywnodci X w bazie 3. Wspdirzedne uogélnione nie Wyczerw
pujs geometrycznych stopni swobedy siatlkl preidw, oblerzemy zatem do-
datkows wspéirzgdne I3, X4 1 sporzadzimy wykresy momentdéw gngcych od
przemieszcezed jednostkowych (rys. 3.18).
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X3 XL
S
q, &
q,
Q.1=1
1,00 e 0.30
075 TAA %
7 o 1,00
q=1

p

RyS. 3,18

2,00

103
Macierz wpiywu W poszerzonej bazie ma postaéd
Sy = [ 0,300 0 0,200 o .

o] ¥ - «0,200 0
0,300 0 =0,800 0

1,000 1,333 2,667 1,333

0 0 0,667 0,667

=1,000 1,333 «1,333 2,667

0 0,687 0 2,000

o 0,333 o] 1,000

L 0 [¢] o] o

Wiecbec tego poszerzona macierz sztywnodci

Ea[xqq qu:' =[ 0,650 -0,666 | 0,700 1,000] .

z -0,666 1,111 | =1,333 0,666

K
Tq | Txx 0,700 1,333 ' 3,467 1,333
1,000 <0,666 1,333 4,667

Dals) obliczymy

k1= [ 0,3240 =0,09257 ,
-0,0925  0,2407
= - 1 = - .
K=K - qux;xqu [ 0,380 0,371] .
-0,371 0,593

Latwo sprawdzidé, 2e we wspélne] bazie a istotnie jest XKD = I,
Czestodel drgaf wiasnych mozne obliczyé z réwnenia typu (3.19). Wyniki
8g zgedne 2 wartodciami uzyskanymi metods si., Problem drga¥ wymiszoe
nych rozairzygniemy rozwigzujae réwananie typu (X - pas)i =F, a wige
[0,500 -0.571:,"[111] = [1] ain pt +[ O] cos pt .
=0,371 0,548 | gy 0 -1

Rozwigzanie w przemieszczeniach ma postad
q = [20,4787 sin pt + ’|”-13,854:I cos pt .
13,864 . L«11,211

Nastgpnie obliczamy

- ‘
f=a 2Kzl = [2,384] sin pt + [-2,289:] cos pt

R -3,089 2,08
oraz stan przemieszczenia w bazie poszerzonej
v : v
3g = [20,478] , 4, = [-13,8647 .
13,864 «11,2114
2,384 | - -2,289

-3,089 2,024
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Eomenty gnace mo2na obliczyé wediug ¥zordéw (3.111). Wyniki sy prakiy-
cznis ggodne 7 wynikami uzyskanymi metods siX; =zgodnodé dotyczy zatenm
rdwniaj si2 tngeych.

Do rozatrzygniscia pozostaje problem six oslowych, kidre ze wzglp-
éu na pominigoie wpiywe osiowe] odksztalcslnodcl protéw muszi byé ob-
iiczane w specjalny spoadb., Punkbtem wyjdcia jest tu obliczenie lokale
nyeh obeiazed kinetycsnych wediug wzoru (3¢119) w wypedku stosowania
metody sik lub wediug (3.118) w metodzie przemieszczed. Wyniki (na pod-
stawie rozwigzania uzyskanegd metodg sit) majs postad

68- 1,9117 , G, = [ -0,6067 .
0,616 -1, 499
0 °
0,596 -0,385

- Stosujac metode sii nalezy statycznie wyznaczalny schemat pod-
stawewy ustroju obeclaldyé sizami T orez 1.{, a nastepnie obliczyé si-
17 caiowe slementarnym sposcbam. Stesujge natomiast metodg przemiesz;
ezl naleiy Wykorzystad réwnania réwnowagl wycigtych wgziéw (ry3e3.19)s

U /U3 LUZ
\ Ns NS Ts* e ! N8

T \8-;-—» St [
2 - T
is __»8
N, Us
Rys. 3.19

¥ zakresie meitody six ostétacznie otrzymi je sie

is = [1,459]-F,, ¥, = [-0,0697F, am § = [1,460] - ¥ .
1,911 0,606 | - 2,005

0 o] 0

Wyniki uzyskane metods przemigszczer sq praktycznie zgodne. Oirzymanie
idealnsj zgodnodci wymagaloby wykonywania rachunkdéw podrednich z doa-
tatecznie duza dokadnodcig. ‘

Wylresy sit przekrojowych (z. pominigeiem mnoznikéw wymlarowych)
84 przaedstawione ne rys. 3+20.

PRZYKZIAD 3.13.6

{
Dla kratownicy przedétawionej ne rys. 3.21 naleiy wyznaczyé ma-
clerz bezwiadncéci, maclerz sztywnosci i wektor sit wzbudzejgcych. Za-
02y4, Ze wazystkie prety majgq Jjednakowe charakterystyki 1, EA, m (ma-
sa catkowita preta).

3,02

4,19

. 0,61

+

0,37

4,54

4,77

2,01

1,51

0564

=z
15
o
95,
—
IS
o
9.
&
=
£
o
A 1
o
NT>)

Rys. 3.20
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Rozwigzantie : ‘
i
Ukxtad ma trzy dynemiczne stopnie swobody; oblerasmy wspéirzedne |
uogSlnione g. Jesli przyjmiemy zaloenis o grsmulacji mas w wezlach, |
wtady zgodnie z (3,120), (3.121) }

B= {m} = daiag(1 1 1)-m.
Jedli natomiast uwaglednimy
ciggXy rozk*ad mas, %o zgodnie 2z ]
(3.130), (3.131) ’
B = | 0,667 0 0,167 | -m.

0 0,667 o]
0,167 0 0,667

43 Macierz transformacji wspdi=
rzednych uogdéinionyoh na wydiusenia
pretéw me postad

Byse 3+21
|
4 = | 0,500 =0,866 0 , . J
[¢] 0 1,000 i

-0,500 -0,866 0,500
i
a zatem zZgodnie z (3.125) |
" i
T

K = a{2a/1) 8y = [ 0,500 0 -0,250] E&/1 . '

o] 1,500 0,433

0,250 -0,433 1,250

Wektor uogélnionych si wzbudzajgoych ma postad

F=[0]P.
1
0

PRZYKZAD 3.13.7

osi x5 wynosi 1,5 a). Drgania bloku sg wzbudzane silg Fo wirujaeq
z czgstosclyg ko*owa p. UkZad Jest symetryczny wzgledem plaszezyzny
Tqxye Nalezy zbadadé ruch naroze K podeczas stacjonarnych drgad wymu-
szonych z czgstedely p = 0,9 W Efekty druglego rzedu pomingé., Wyko- |
rzystad zasedy snelizy wymiarowej przyjmujac k1 = k, k2 = 0,7 k, k3 =
=2 k oraz vy= 0,10 dla wszystkich giéwnych form drgaid. Y

Dany jest fundament blokowy, jek na rys. 3.22 (wymiar w kierunku i '
|
i
|

Rozwigzanie ;
2a wielkodol poréwnawcze przyjmujemy &, p, k, Fo. Ukad me trzy

dynamiczne stopnie swobody. Obleremy wspdirzedne uogélnione g. Charsk-
terystyki bryzy:

107
m=2-1,51-1+ 1:1,5-1-2 = 3,0 + 3,0 = 6,00 ,

Sy3= 0,  Spz =3°0,5+ 3:1,5 = 6,00,

13

35 = 3,0(2%/12 + 1¥/12 + 0,5%) + 3,0(4%/12 + B/12 + 1,5%) = 9,25,

b
i

T t
2? ' g d Fo
a
. | Uy
—— | U2
a
X2

fo/2, a a2
Rya. 3.22

Maclerz bezwZadnedol zgodnie z (3.135) ma postad

B= [8,00 o0 0 .
0 6,00 6,00
0 6,00 9,25

Charakterystyki pola podatawy:
A=2-1,5 = 3,00 , Iy = 3,0-22/12 = 1,00 .

Macierz szbywnodci zgodnie z (3.137) ma postad
K = diag(3,00 2,10 2,00).

Réwnanie charakterystyczne po podstawleniu u)"2= A
det |6,00-3,00A 0 : (¢} =0,
0 6,00-2,10 A 6,00
[+} 6,00 9,25«2,00A

(2=A)(A% = 7,4821+ 4,6429) = O .
Rozwigzanle zagadnienia wxasnego daje wyniki:

Ay =6,7992 —= o, = 0,3835
Ay =2,0000 —> w, =0,7071 ; - Vk/pa ,
Ay = 10,6829 —> wj = 1,2101

i
il
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9= 0 4 o] o
1o,7288  0© 1
1 0 =0,7610

nzgania 'yxmascno Pz zéaﬁallzudem dwoma apcapbami, prayjmujas ’sgodnie
z temadem zsdaniz P = 0,9°0,3825 = 0,34515 Vi/pa .

¥ plerwssym sposobis peminiemy dla upreszesenia tiumienis i wy-
korsystamy réwnanie typu (5045) % uwzglednieniem (3.139). Pe wykozmaniu
dziaterd otrsymuje siq:

2,2852 0 0 a=[07sinpt +[1]ces pt ,
o 1,3852 =0,7128 1 °
0 -0,7148 ' 0,8981 1,5 0
8 stad ' R
=0

0
”O

2,6876
L 3,8093

¥asierz trensformacjii wspélrzqdnych dla naroza j:H

ag=l1 O -1] s

} . q, = [0,a5767 .

Lo 1 1
a wige
T = Ayas = ,[-3.8093] = Agag = -[0.4376] .
5,8965 °

am uy =V3,8095% + 0,4378° = 3,8343 B/
am u, =V6,4969% + 0
Drugi apoadd roquzania polaga na. zastosowaniu transromaej*
wtasnej., Mozna przy tym uwzglednid ulumienie bez koniecznoéoi rozwige

zywania duiego ukzadu réwnad typu (3.44). ?rzebieg obliczehzjest *-nas=
tepujacy:

54959?/1@ .

{ko} = W KW = | 3,1032 0 . 0,0001] =
0 - 3,0000 0
00000 0  3ese]

~ diag(3,1032 . 3,0000 - ~3,2582) ;

n, = P/ug = 0,90000, 15 = 0,81000 , . - ..
n, = /v, = 0,48812,  .n3 = 0,23826 ,
.= p/u)3 = 0,28522, ﬂ% = 0,08135 ,
vy=0,10,  ~ y%=0,01 ;"

109
hy = —(“032 1-0,84)/[(1-0,81)2+0,01.0,84] = 1,3852 ,
273 ommh"c'23 526}/ [(""'23825)2..*%01'9:23826] = 0,8358 ,
2
by = —__(‘;saa 1-0,08135)/ [(1=0,08135)"+0,01-0,08435] = 0,3338 ,
»

B = —leer0,4:0,9/ [(1=0,81)°40,01+0,84] = 0,2477 ,

13,1032
» . 2
b = . oow»o,1=o,4aa1a/ [(1-0,23826)"+0,01:0,23826] = 0,0275 ,
H ’ !
B} = - . -0,1+0,28522/ [(1-0,08‘155)2.+0,01-0308135] = 0,0104
H=ud® = [0,a358 -0 " ) ,
0. T 11,0816 0,7500
200 0,7500  1,5785)
B = w{n}u = [0,0279 ) 0 ;
L0 .. .. 0,1805 ..0,1746
0 0,716  0,2537
i, =Ef, + B'F = {0,079, § =-B'F, +EF = [ o,03587,
2,666 _ -0,3979
53,1177 -0,5521
T, =45, = [-5,0898] s U mAgg, = [ 0,9879] ,
5,2843 L =0,9500

N 2 2 ~
oni uy =V 3,0985° + 0,9875° = 35,2839 Z /e ,

em u, = V5,285 + 0,9500% = 5,650 F /xe® .

Porémmanie tyoch wynikéw s poprsednimi daje wyobradenie o roll tinmiew
nia w rozwazenym przypadku.

Charakterystyki trajektorii rucm naroza ¥ obliozymy nastgpulae
co:

=Ts _ = =T =T '
G, =357,4707 , G4 =1,8788, TG = -8,0725,

26 = avotg [-2- 8,0725/(1,8784-37,4707)] = 3,567% rad,
& = 1,7837 red, sSin® = 0,9774, o086 = =0,2113 ;
f= \Tss;n e + G,cos8 = [-5,2?87] R

55,3656
2= V&R =6,2621 F /ud? ;
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