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1. DANE | SZUKANE

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym i niemechanicznym jak
na rysunku 1.1. Nalezy:

Sprawdzi¢ warunek iloSciowy i jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu.
Stosujgc metode sit rozwigza¢ ram¢ od zadanego obcigzenia sitami.

Na podstawie obliczonych momentdéw zginajacych zaprojektowaé wstgpnie
przekroje pretow na zginanie, w obliczeniach przyjaé¢ - sredni wspotczynnik
obciazenia % = 1.5, wytrzymatos¢ obliczeniowa stali fq = 215 MPa, E=210 GPa
Po zaprojektowaniu przekrojow rozwigza¢ zadany uktad od obcigzen
niemechanicznych.

Przeprowadzi¢ kontrolg rozwigzania od obcigzenia mechanicznego i od obcigzen
niemechanicznych (sprawdzi¢ statyczng i kinematyczng dopuszczalnos¢
rozwigzania).

Obliczy¢ warto$¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu oddzielnie od
wszystkich obcigzen.

o-.,.~

Rys. 1.1. Schemat statyczny

Dane do obliczen: F=10kN; gq=4kN/m; M=20kNm; ky=10El/m; T1=10°C;
T2=-20°C; T3 =-15°C; T4 = 25 °C; Ar1 =4 cm; Arz = 0,06 rad.
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2. SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNEJ NIEZMIENNOSCI UKEADU
| OBLICZENIE STOPNIA STATYCZNEJ NIEWYZNACZALNOSCI

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci

t=1,e=3+2=5,
n,=e-3*t=5-3=2

Rys. 2.1. Tarcze i wiezi

e Uklad sktada si¢ z jednej tarczy polaczonej z ostoja pigcioma wigziami, wsrdd ktorych
mozna wyrdzni¢ co najmniej 3 niezbiezne. Cala rama wraz z ostoja tworzy uktad
geometrycznie niezmienny

3. PRZYJECIE UKLADU PODSTAWOWEGO METODY SIL

Uklad podstawowy metody sit otrzymuje si¢ z uktadu zadanego po przecigciu lub
pozbawieniu np wigziami i zastgpieniu ich niewiadomymi sitami hiperstatycznymi. Uktad
réwnan metody sit jest statycznie wyznaczalny oraz geometrycznie niezmienny.
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Rys. 3.1. Uklad podstawowy metody sit

4. ROWNANIA KANONICZNE METODY SIL

Rownania kanoniczne metody sit sa rownaniami przemieszczeniowymi. Ogdlna postaé
uktadu rownan metody sit ma postacé

S X +8,X5 +8,. =0

Od obcigzenia mechanicznego:
821X1F + 822X2F +8, =0

611)(1T +612X; +8;; =0

Od zmian temperatury:
621)(1T +622X; +8,; =0

S X +8,X5+8, =0

Od osiadania podpory:
8, X2 +8,,X2 +8,, =0

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi

_JeM'M! S!S/ nadliczbowej odjednostkowej j-tej niewiadomej w
0 = {I El ox+ Zn: k. }/ R uktadzie podstawowym,
YHYL SigF przemieszczenie na Kierunku i-tej wigzi
O ={_[ el dx+Y" r;( - }/ R nadliczbowej od obcigzenia mechanicznego

w uktadzie podstawowym,
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przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi
5. = Za AT, -AT, O+ Z dAT.O nadliczbowej od wptywu temperatury w uktadzie
iT h M! > 0

> Ny" podstawowym,

przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi

5 = _SRiar b/p nadliczbqwej od wplywu osiadania podpor
. {Zn: " ”} ! w uktadzie podstawowym

gdzie dla P:=1kN'm obliczamy przemieszczeniec katowe, dla P»=1kN obliczamy
przemieszczenie liniowe.

5. ROZWIAZANIE RAMY OD OBCIAZENIA MECHANICZNEGO

5.1. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA
MECHANICZNEGO
y vy ]
"

-----

I AN
E \_/
:
N | I:
g ,/‘: B —
m;
|
]
|
Y 5!
I -8
[ _
5 i |R.
L

Rys. 5.1.1. Reakcje od obcigzenia sitami w uktadzie podstawowym
Obliczenie reakcji
2X=0  AHf =10k

YM,=0  RF.3m—F.4m+q-3m-15m—M =0 RF=14kN
Y =0 RE-VF +q-3m=0 VS = 26kN

Obliczenie momentow zginajacych

<

F
=0
=

P =HE-2m=10kN -2m=20kN -m

<
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M. =HF -2m—M =—10kN - 2m — 20kN - m = —40kN -m
MS =Hf -4m+V) -1,5m-M —q-1,5m-0,75m =
—10KN -4m+ 26kN -1,5m —20kN -m—4-1,5m-0,75m = —-25,5kN - m

ML =HF -6m+Vy -3m—M —q-3m-1,5m = —10kN -6m + 26kN - 3m — 20kN - m —4-3m-1,5m = —20kN -m
Mg, =

MS =0

MJ, =—F -2m=—10kN - 2m=—20kN - m

Obliczenie sil tnacych

V) =V, =HJ =-10kN

V; =H} -0,8+V, -0,6 =—10kN -0,8+ 26kN -0,6m = 7,6kN

V, =HJ -0,8+V, -0,6-q-3m-0,6 =—10kN -0,8+ 26kN -0,6m —4kN -3m-0,6 = 0,4kN
\75':4 2\74'; =0

V; =V, =F =10kN

Obliczenie sil osiowych

N, =N, =-V, =-26kN

NS, =Hj -0,6-V, -0,8=-10kN -0,6 — 26kN -0,8m = —26,8kN

NS, =H} -0,6-V, -0,8+q-3m-0,8=—10kN -0,6 — 26kN -0,8m + 4kN -3m-0,8 = —17,2kN
NE, =V, =RE =14kN

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: 3_; =0kN -m

2,

<0
vo 0
%, %,
0 14.0000
. ,)_\)0
7
.0000
0.0000 - 114.0000
2
6
)
VF
£10.0000 kN

Rys. 5.1.2. wykresy sit przekrojowych
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5.2. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD (Xi=1) KN-m

]E ‘ 154 / \ &/
y ,' ]
]
]
]
]
]
]
£ "
<t m
=
]
]
[]
]
0
| I ®)
e =y
N XikN-m i Ry
A Ha
AT ke
X1 kN-m -

3m
Rys. 5.2.1. Reakcje od (X1=1) kN'm
Obliczenie reakcji

2. X=0 L, = OkN

_ = 1
> M, =0 R!-3m—XkN-m=0 RézékN
YY=0  m_v-0 V,i:%kN
Obliczenie momentow zginajacych

My, =M, =M}, =—X kN -m=-1kN -m

Obliczenie sil tnacych

Vs =V~ i} =0

V. =Vf =H..08+V:!-0,6=0kN -0,8+%kN .0,6m=0,2kN
\7312 :\7213 =0

Obliczenie sil osiowe

N%, = Ni, = -V} =—0,3333kN
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N;, = N3, =Hj-0,6-V;-0,8=0kN -0,6—%kN .0,8m =0, 2667kN
Ng, =V, =Rt =0,3333kN

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: S_; =1kN -m

-0.0000 0.0000 3333

.0000 3333

.0000

-1.0000 «———!

Rys. 5.2.2. wykresy sit przekrojowych

5.3. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1) kN

i ‘_"'x (2
y A
g
" B f) o=k
g ﬁzB
A

Rys. 5.3.1. Reakcje od (X2=1) kN
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Obliczenie reakcji

Y X =0 H2, = X,kN =1kN

_ _, 2
YM,=0  R2.3m+X,kN-2m=0 Re=—5kN

_ 52 \72 - 2
Y =0 RZ-VZ2=0 Vi=-3kN
Obliczenie momentow zginajacych
M2 =0kN -m
M2 =M2Z =H2-2m=1kN -2m=2kN -m
MZ =M2Z, = X,kN -4m = 4kN -m
M2, =0
Obliczenie sit tnacych

VZ=Vi=H2=1kN

V2=V =H2-0,8+V/-0,6=1kN -O,8—§kN -0,6m =0,4kN

V2, =V =—X,kN = —1kN
Obliczenie sil osiowe

NZ =NZ =-V?2 =0,6667kN

N2 =NZ =HZ?.0,6-V?-0,8=1kN -o,6+§kN -0,8m =1,1333kN

NZ, =V,2 =R2 =-0,6667kN

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: S_; =0kN -m

.0000

-1.0

VZ
KN

0.6667

—

Rys. 5.3.2. wykresy sil przekrojowych

10

KN

10.6667
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5.4. OBLICZENIE WSPOLCZYNNIKOW I WYRAZOW WOLNYCH
UKLADU ROWNAN METODY SIL

Do obliczenia catek we wzorach podanych w p. 4 zastosowano wzory uproszczonego
catkowania (wzor Simpsona lub wzér Wereszczagina).

511—{ -D-2-(-D+= ( 1)-5. —( 1+ }k'\' m* kN -m? kN-mz,

= ={1+16667+0,1) — 2,7667

2
— {~1-6,6667+0} kNE'Im -

2
5, = —2-2-—.(—1)+—[—1-2—4.—-3+0-4}r0+ﬂ KN -m”
272 6 2 10 El

kN - m?

=—7,6667
El

oo

S = {ETZZ[—L 0+4- (1) (~10) + (-1) - (-20)] + [(—1) -(~40) +4- (—%) -(~25,5)+0- (—20)} +

kN - m? kN -m?

+0+ =85,8333 ,
El

= {10+ 75,8333+ 0}

1 O}kN -m?
10

3
= {~1-6,6667+0} kNE'Im =

1 1 0-1] kN -m?
0,y =1=2-2.—(-D)+—-12:-(-1)+4-3:-(-——=)+4-0 |+ 0+ —
21{2 5 (D {() () } 10}5

3
_ 76667 <N
El

522—{12 2.1, 2, 2+ —[2 2+4-3:3+4.4]+4. 4-1-3-4+—
2 2 3 2 3 10

3
KN-M" _ 1 3333+ 46,6667 + 21,3333+ 0} " ' _ go,3333 K™

3
0 O}kN M {13333+ 46,6667 +

+21,3333+ 0}

5, = {;2 5.1 ( 20) + [2 (~40) + 4-3-(=25,5) + 4- (-20)]+ = [4 (~20)+4-3-(=10) +2-0]+

1-0}kN -m’
_|.__
10 El

3
KN-M" _ 468 3333KN- M

3

={-13,3333-388,3333- 60,6667 + 0}

5.5. SZCZEGOLOWA POSTAC UKELADU ROWNAN METODY SIL I JEGO
ROZWIAZANIE

2 2 2
KN-m” = _7,6667 <N X2F+85,8333kNE|m =0,

2,7667

kN-m® ¢ kN -m?

3
XF +69,3333 KN-m

—7,6667 XJ —468,3333 El =0,

X =-17,7422, XF =4,7929.

5.6. OBLICZENIE WARTOSCI SIE. PRZEKROJOWYCH I SPORZADZENIE
WYKRESOW

Rzeczywiste reakcje i sity przekrojowe mozna obliczy¢ rozwigzujac uktad podstawowy
od obcigzenia i obliczonych w pkt. 5.5 sil hiperstatycznych. Innym sposobem, jest obliczenie
reakcji 1 sit przekrojowych korzystajac z zasady superpozycji

11
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RF=R!- X[ +R?-X] +RF,
Mi =Mj- X[ +MZ-X] + M,
Vi =V XT +VEXg + Vi

F_ Nl F
NS =N XF +N2-XE +NF.

Reakcje

VS =VEXF V2 XF +VF :[%-(—17,7422)+ (-%)-4, 7929+ 26 [kN =16,8904kN,,

Hi =Hj, X[ +H.-X; +H; =[0-(-17,7422) +1-4,7929 - 10]kN =-5,2071kN,

Rf =Rg- X[ +RZ-XJ +R{ = {%-(—17,7422)+ (—%)-4, 7929+14 |kN = 4,8907kN.
Momenty zginajace

My =My - X{ + M2 - X; + My =[1-(-17,7422) + 0-4,7929 + 0]kN - m =17,7422kN - m
M/, =[(-1)-(-17,7422) + 24,7929 + (—20) |kN - m = 7,3280kN - m
M, =[(-1)-(-17,7422) + 24,7929 + (—40) |kN - m = —12,6720kN - m

= [(——) -(~17,7422) +3-4,7929 + (—25,5)} kN -m =—2,2502kN -m

M, =[0-(-17,7422) + 4-4,7929 + (—20) |kN - m = —0,8284kN - m
Mg, =[0-(~17,7422)+0-4,7929+ 0]kN - m = OkN - m

M, =[0-(-17,7422) +2-4,7929+0]kN - m = 9,5858kN - m

M;; =[0-(~17,7422) + 44,7929 + (—20) kN - m =—0,8284kN - m
Sily tnace

Vi =Va - X{ +V2 X5 +V, =[0-(-17,7422) +1-4,7929 + (-10)|kN = —5,2071kN =V,
Vj§ =[0,2-(~17,7422) +0,4-4,7929+7,6]kN =5,9687kN

V,; =[0,2-(~17,7422) +0,4-4,7929 +0,4]kN = —1,2313kN

V{, =[0-(~17,7422) + (~1) - 4,7929 + O]KN = —4,7929kN =

V,, =[0-(~17,7422) + (1) -4,7929 +10]kN =5,2071kN =V,

Sily osiowe

Nf = N& - X +NZ - XF + NE =[(-0,3333)- (~17,7422) + 0,6667 - 4,7929 + (—26) |kN = —16,8911kN = NJ,

NS, =[(<0,2667) - (~17,7422) +1,1333-4,7929 + (~26,8) KN =—16,6362kN
NS, =[-0,2667 - (~17,7422) +1,1333-4,7929 + (~17,2)]kN = —7,0362kN
NZ, =[0,3333- (~17,7422) + (~0,6667) - 4, 7929 + 14]kN = 4,8911kN = N}

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: 5_; = S_; : XlF = [1' (-17, 7422)] KN -m=-17,7422kN -m

12
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-0,8284 5.2071

L, 4.8911

Rys. 5.6.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego

5.7. KONTROLA POPRAWNOSCI ROZWIAZANIA

5.7.1. KONTROLA STATYCZNA ROZWIAZANIA

Kontrola statycznej dopuszczalno$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu czy sily
spetniaja roOwnania rownowagi na pretach 1 w weztach. Wektory sit przekrojowych wskazuja
dodatnie wartosci zgodnie z wyrdznionymi wtoknami uprzywilejowanymi

Rys. 5.7.1. Podzial na prety 1 wezty, dla ktoérych sprawdzono po 3 warunki rownowagi

13
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Pret A-1

DM, =MJ -Mf, +V,} -1m =[17,7422 - 7,3280 + (-5,2071) - 2]kN -m =0,
D>V =V -V, =[5,2701-5,2071]kN =0,
D> N =Nj —NJ, =[16,8911-16,8911]kN =0.

Pret 1-2

DM, =Mj -Mj +V,; -5m+q-3m-1,5m =[-12,6720 — (-0,8284) + (-1,2313) -5+ 4-3-1,5]kN -m ~ 0,
DV =V§ -V, —q-3m-cosa =[5,9687 — (1,2313) - 4-3-0,6]kN =0,
>N =Nj—Nj +q-3m-sina =[-16,6362 - (~7,0362) + 4-3-0,8]kN =0.

Pret 1-2

> Mg =M, —MJ; —V,; -4m+F - 2m =[0- (-0,8284) —5,2071-4+10- 2]kN - m =0,
DV =V, -V, + F =[-4,7929-5,2071+10]kN =0,
D> N =Ng, —Nj, =[4,8911-4,8911]kN =0.

Wezel 1

> M, =Mf, —M}, - M =[7,3280 - (-12,6720) - 20]kN - m =0,
DX =V +V;; -sina + Nj, -cosa =[5,2071+5,9687 - 0,8 + (—16,6362) - 0,6 |kN =0,0003kN,
DY =Nf, —=Njsina +V,; -cosa =[-16,8911— (~16,6362) - 0,8 +5,9687- 0,6 |kN =—0,0002kN.

Wezel 2

> M, =Mj, - M, =[-0,8284 —(-0,8284)]kN -m =0,
D X =V, =V,; -sina — Nj, -cosa =[-5,2071—(-1,2313)-0,8 — (-7,0362) - 0,6]kN = 0,0003kN,
DY =Nj; +Nj, -sina —V,; -cosa =[4,8911+ (~7,0362) - 0,8 — (~1,2313) - 0,6 kN =—0,0009kN.

5.7.2. KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA
Kontrola kinematycznej dopuszczalnoS$ci rozwiazania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen uktadu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na

kierunkach usunietych lub przecietych wiezi. Wartosci obliczonych przemieszczen muszg by¢
takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia uktadu.

M -MF §i.sF
A ={j - dx+zk—}/Pi

n n

M:-MF St.gF 2
A1F=j = dx+2% /Pl={ﬁ[(—l)-17,7422+4-(—1).12,5351+(—1).7,3280]+

n n

+§[(-1) (-12,6720) + 4-(-0,5) - (~2,2502) + 0] + = (_17’7422)} kN -m” kN -m”

=0,0010
10

14
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\/ 2 F Q2 F
A, ={IM EIM dx+zs”k—s"}/Pl:{?22[0'17,7422+4-1'12,5351+2-7,3280]+

n

+§[2 -(~12,6720) + 4-3- (=2,2502) + 4 - (—0,8284)] + %[0+ 4.1-(4,7929) + 2.9,5858] +
— . 3 . 3
+§[4 -(-0,8284) + 4-3-(4,3787) + 2-9,5858] + 0-( 117(’)7422)} kNEIm __0,0025N-m

6. WSTEPNE PROJEKTOWANIE PRZEKROJOW PRETOW.

Projektowanie pretow przyjmujac zatozenia:
$redni wspolczynnik obciazenia: % = 1.5,
wytrzymatos¢ obliczeniowsg stali fd =215 MPa,
modut Younga: E =210 GPa.

N maxM -y, :12,6720-1,5m3

> =0,000088409m° =88,409cm’
f, 215000

Uwzgledniajac, ze uktad sktada si¢ z pretow o sztywnos$ci EI oraz 2EI przyjeto dwuteownik
réwnolegtoscienny IPE 160 dla pretow o sztywnosci El oraz 2 IPE 160 dla preta o sztywnoSci
2El

W pe 160= 108,6 cm3, lipe 160=869,293 cm“.
El = 210000000kN/m?*869,293*10®m*=1825,4019 kNm?,
ko =10 EI/m = 18254,019 kNm/rad .

7. ROZWIAZANIE UKLADU OD TEMPERATURY

7.1. ROZWIAZANIE UKELADU PODSTAWOWEGO OD
TEMPERATURY

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigZenia niemechaniczne nie powoduja
powstania sit przekrojowych

7.2. ROZWIAZANIE UKELADU PODSTAWOWEGO OD (X1=1) kKN-m

Jak w punkcie 5.2

7.3. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD (X2=1) kN

Jak w punkcie 5.3

7.4. OBLICZENIE WYRAZOW WOLNYCH UKEADU ROWNAN
METODY SIL

Wyrazy wolne it nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

AT, - AT
Sr=>a - POy + 2 AT Qg
p p

15
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gdzie ATw to temperatura po stronie wiokien uprzywilejowanych, ATp to temperatura po stronie
przeciwnej do wiokien uprzywilejowanych a ATo= (ATw+ATp)/2 jest temperg w osi preta
symetrycznego, hto wysokos¢ przekroju. Do obliczen przyjmiemy: o =0.000012/°C,
hipe160 = 0,16 M

ATy, =[(-15+25)/2]°C =5°C
AT, 5 =[(10-20)/2]°C =-5°C

Q. =(—1.5%)kN ‘m? = —2,5kN - m?, Q. =((4+2)-5-1jkN -m? =15kN - m?,
Qﬂizs =0, Q. = (4 4- 2jkN m? =8kN - m?
QNI =(—0,2667-5)kN -m=-1,3335kN - m, sz (1,1333-5)kN -m=5,6665kN -m,

Q. =(0,3333-4)kN-m=13332kN-m, Q.

1 2
NyZB NyZB

(~0,6667 - 4)kN - m = ~2,6668KkN - m.

[ AT, —AT _15_
O = Za “Qu +ZaATQ }/F’l=[0,000012- b 25-(—2,5)+0+o,000012.5-(—1,3335)+
+O 000012-(-5)-1, 3332] rad = 7,3400-10°°
Spr = Za AT, AT” Q +ZaATQ }/ P, :[0,000012-_15_25-(15)+O,000012-w-8+

+0, 000012 -5-5,6665 +0,000012 - (-5) - (—2,6668) |m = —0,0265m

7.5. SZCZEGOLOWA POSTAC UKEADU ROWNAN METODY SIL I
JEGO ROZWIAZANIE

kN - m? kN - m?

2,7667 X —7,6667

X +7,3400-10° =0,

kN -m? kN-m3XT

—7,6667 X, +69,3333

—-0,0265m =0,

2
Bl 0,002208 822 401N "M _ 1948,
N-m kN -m

2
X7 =0,000121 El > =0,0001211825’4019kN m =0,2209.
kN -m kN -

m2

X[ =-0,002298

7.6. OBLICZENIE WARTOS’CI SIL. PRZEKROJOWYCH |
SPORZADZENIE WYKRESOW

Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji

R =R!-X] +R?-X],
M =M - X +M]- X,
VijT =\7ijl'x1T +\7ij2'xg’
N =N;- X[ +N7-X;.

16
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Reakcje

V) =V X +V2XT = E~(—4,1948) + (—é).o, 2209} kN =—1,6192kN,
Hi =Hj- X/ +H.-X; =[0-(-4,1948) +1-0,2209]kN =0, 2209kN,

Ri =R:- X/ +RZ-X] =E-(—4,1948)+(—§)-0, 2209} kN =-1,6192kN.

Momenty zginajace

M =My - X[ + M2 - X; =[(-1)-(-4,1948) +0-0,2209]kN - m = 4,1948kN -m
M/, =[(-1)-(~4,1948) + 2-0,2209]kN - m = 4,6366kN - m = M,

Mj, =[0-(~4,1948) + 4-0,2209]kN - m = 0,8836kN - m =M,

Mg, =[0-(~4,1948) + 0-0,2209]kN - m = OkN - m

Sily tnace

Vi =V X] 4V - X] =[0-(~4,1948) +1-0,2209]kN =0,2209kN =V,
V) =[0,2-(~4,1948) +0,4-0,2209]kN =0, 7506kN =V,;
Vg, =[0-(~4,1948) + (1) -0,2209]kN =-0,2209kN =V,

Sily osiowe

Ny =Nj - X[ +NZ - X; =[(-0,3333)-(-4,1948) +0,6667 - 0,2209]kN =1,5454kN = N;,
N/, =[(-0,2667)-(-4,1948) +1,1333-0,2209]kN =1,3691kN = N,
Ng, =[0,3333-(—4,1948)) + (-0,6667) - 0,2209]kN =-1,5454 = N},

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: S_; = §; : xlT = [1' (_4,1948)] kN -m = -4,1948kN - m

o -0,2209 -1.,5454
g, X
('} ]
™
/]
0.0000
L VT NT
u kN kN
0,2209 || 1,5454

Rys. 7.6.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia temperaturg
17
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7.7. KONTROLA POPRAWNOSCI ROZWIAZANIA

7.7.1 KONTROLA STATYCZNA ROZWIAZANIA

Rys. 7.7.1. Podziat na prety i wezty, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
Pret A-1
> M, =MJ ~ M, +V} -1m =[4,1948 - 4,6366 + 0,2209 - 2]kN -m =0,
>V =V, -V, =[0,2209-0,2209]kN =0,
Z N=NJ,-N] = [1,5454—1,5454] kN =0.

Pret 1-2

D> M, =My, — Mg, +V,; -5m =[4,6366 — (0,8836) + (-0, 7506) - 5]kN - m =0,
D>V =V, -V, =[(-0,7506) — (-0, 7506) |kN =0,
D> N =Nj, - Ny =[1,3691-1,3691]kN =0.

Pret 2-B

D> Mg =Mg, —Mj; —V,; -4m=[0-0,8836 — (-0,2209) - 4]kN - m =0,
DV =V, —V,; =[(-0,2209) - (-0, 2209)1]kN =0,
D N =Nz, — Ny =[-1,5454 — (-1,5454)]kN =0.

Wezel 1

> M, =M/, - M, =[(~4,6366) — (—4,6366) — 20]kN - m =0,
DX ==V, +Vy; -sina + NJ, - cosar =[-0,2209 + (—0,7506) - 0,8 +1,3691- 0,6 |kN =0,
DY =NJ, —Njsina +V,; -cosa =[1,5454 -1,3991- 0,8 + (—0,7506) - 0,6 [kN =—0,0002kN.
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Wezel 2

>'M, =MJ, -M], =[0,8836-0,8836]kN - m =0,
> X =-V,§ —Vj. -sina — NJ, -cosa =[0,2209 — (-0, 7506) - 0,8 ~1,3691-0,6]kN =0,
'Y =NJ, + N -sina -V} -cosa =[~1,5454 +1,3691-0,8 — (-0, 7506) - 0,6]kN = 0.

7.7.2. KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

AT, —AT

AiT:{jMiE-IM dx + Z +Za =0y, + R AT }/F’i,

AT, —AT,

M'-MT
Axr Z{J. El dx + Z +Z“ M; +ZaATOQN§}/P1:
p
{6—22[(—1) -4,1948 + 4 - (-1) - 4,4157 + (-1)- 4,6366] +g[(—1) -4,6366+4-(-0,5)-2,7601+ 0] +

2
RS (—4,1948)} kN .Im s {0,000012. -15-25

- -(=2,5) +0+0,000012 -5 (~1,3335) =

kN - m?

+0,000012- (-5)-1,3332]} = {-4,4157 —8,464 - 0,41948} +7,3400-107° =

~ —12,2956kN - m’
1825,4019kN - m?

A 2 T T
AZTz{jM E'I'V' dx + zsm S FTam M§+ZaATOQN§}/P2=
p

= {6—22[0-4,1948+4-1-4,4157 +2-4, 6366]+E[2-4, 6366+ 4-3-2,7601+4-0,8836] +

+7,3400-10° =0

AT, —AT,

kN -m?® ~15-25 10-(-20) o

- (15) +0,000012-

+%[4-0,8836+4-2-0,4418+0]} +{O, 000012

3
+0,000012-5-5,6665+0,000012 - (-5) - (-2, 6668)] m= [4, 4893+ 38,274 + 4, 7125] kNE Im —-0,0265m =

3
_ 47,4758KkN -m . —0,0265m =0,0005m
1825,4019kN -m

8. ROZWIAZANIE UKLADU OD PRZEMIESZCZENIA PODPOR

8.1. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD
PRZEMIESZCZENIA PODPOR

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powodu;ja
powstania sil przekrojowych.

8.2. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD (Xi=1) KN-m

Jak w punkcie 5.2
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8.3. ROZWIAZANIE UKLADU PODSTAWOWEGO OD (X1=1) kN-m
Jak w punkcie 5.3

8.4. OBLICZENIE WYRAZOW WOLNYCH UKEADU ROWNAN
METODY SIL

Wyrazy wolne di4 nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

S, = [—Z I?riArn}/ P

Przemieszczenia podpory wystepuja w wezle A (obrot Ary) oraz w wezle B (pionowe
Ar1). Poniewaz usuni¢to wiez podporowa (zastepujac ja sila Xi), w ktorej zadano
przemieszczenie, prawa strona pierwszego roéwnania, ktora jest rzeczywistym
przemieszczeniem w tym miejscu, rowna jest temu przemieszczeniu.

R: ETY ﬁéz—gkN
3 3

S, =[—Z ﬁ:Arn}/ P, =[-RsAr, —S)Ar /KN -m :—(%-0,o4+1-o, 06] =-0,0733

Sy =[—z ﬁnzArn}/ P, =[—RgAr, |/ kN =—[—§0,04)m =0,0267m

8.5. SZCZEGOLOWA POSTAC UKEADU ROWNAN METODY SIL
1 JEGO ROZWIAZANIE

kN - m? kN - m?

2,7667

X, —7,6667 X7 —0,0733=0,

kN -m?® kN -m?®

—7,6667T X, +69,3333 XJ +0,0267m =0,

2
X[ =0,003668 kNEI 0,005 4121825,4019k2N m
m

=66,9539,

. m2 -

2

X] =0,000367 kNEI _o, 0003671825,4019kl2\l m
m

=6,7015.

7 =

8.6. OBLICZENIE WARTOSCI SIL. PRZEKROJOWYCH
I SPORZADZENIE WYKRESOW

Reakcje i sity przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji
R =R"- X +R?- X3,

M = M- X2 + M2 X2,

VSV X

NS = N2 X2+ N2 X2
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Reakcje

VA=V X2 V2. X2 :Eo66,9539+(—§)'6,7015} kN =17,8503kN,

Huy=Hj-X; +H;-X; =[0-66,9539+1-6,7015]kN =6,7015kN,

Ry =RL-X}+RZ-X; = [1-66,9539+ (—3)-6,7015} kN =17,8503kN.
3 3

Momenty zginajace

Mp =M} - X+ M7 - X, =[(-1)-66,9539+0-6,7015]kN - m = —66,9539kN - m
M/, =[(~1)-66,9539+2-6,7015]kN - m = -53,5509kN - m = M}

M, =[0-66,9539+4-6,7015]kN -m = 26,806kN -m = M,

M3, =[0-66,9539+0'6,7015]kN -m=0kN -m

Sily tnace

Vi =Va- X +V,-X; =[0-66,9539+1-6,7015]kN = 6,7015kN =V,

V;; =[0,2-66,9539+0,4-6,7015]kN =16,07138kN =V,;

Vg, =[0-66,9539 + (1) - 6,7015]kN =—6,7015kN =V,

Sily osiowe

Na =N - X' + N2, - X, =[(-0,3333)-66,9539 +0,6667 - 6,7015]kN =—17,8478kN = N,
Nj; =[(-0,2667)-66,9539 +1,1333-6,7015 kN =—10,2617kN = N,
N§2 :[0,3333~66,9539+ (-0,6667) - 6,7015] kN =17,8478= NZAB

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: 5_¢,A = S_; : XlA = [1‘ 66,9539]kN -m = 66,9539kN -

6,7015 17,8478

Rys. 8.6.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego
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8.7. KONTROLA POPRAWNOSCI ROZWIAZANIA

8.7.1. KONTROLA STATYCZNA ROZWIAZANIA

Kontrola statycznej dopuszczalno$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu czy sity
spetniajg rownania rownowagi na pretach i w wezlach. Wektory sit przekrojowych wskazujg
dodatnie wartosci zgodnie z wyr6znionymi wtoknami uprzywilejowanymi

TNég
M32s
& »

A
VZB

Rys. 8.7.1. Podziat na prety 1 wezty, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
Pret A-1

> M, =My — M) +V,i -1m =[-66,9639 — (-53,5509) + 6,7015- 2]kN - m =0,
>V =V4 -V, =[6,7015-6,7015]kN =0,
> N =Ny —Nj, =[-17,8478 - (~17,8478) |kN =0.

Pret 1-2

>M, = MA — M2 +V,2 -5m = [-53,5509 — 26,806 +16,0713-5]kN -m = —0,0004kN -m,
SV =V,s V2 =[2,1320 - 2,1320]kN =0,
>N = NS - NA =[~2,2034 - (-2,2034)]kN =0.

Pret 2-B

> Mg =Mg, —Mj; —V, -4m =[0— 26,806 — (—6,7015) - 4]kN - m =0,
>V =Vy, -V, =[(-6,7015) - (-6,7015)]kN =0,
> N =Ng, —Nj; =[17,8478-17,8478]kN =0.
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Wezel 1

D> M, =M, - M/, =[(-53,5509) — (-53,5508) |kN - m =0,
D X ==V +V,; -sina + Ny} -cosa =[-6,7015+16,0714- 0,8+ (~10,2617) - 0,6 kN = —0,0014kN,
DY =N/, —Njsina +V,; -cosa =[-17,8478— (-10,2617) - 0,8 +16,0714- 0,6]kN = —0,0044kN.

Wezel 2

> M, =Mg — My, =[1,5624-1,5624]kN -m =0,
D X =-V,3 =V,; -sina — Ny, -cosar =[—(-0,3906) — 2,1320- 0,8 — (—2,2034) - 0,6]kN = 0,0007kN,
DY =Ny, + Ny, -sina —V,; - cosa =[3,0389 + (~2,2034) - 0,8 — 2,1320- 0,6 kN = 0,003kN.

8.7.2. KONTROLA KINEMATYCZNA ROZWIAZANIA

MM St s
Amz{j El dx+zk—_Zn:R”lAr”}/R’

n n

A

Ay, = {j M;M - dx + Zs‘lk_s - Z RIAr } /P = {(Tzz[(_l) -(~66,9539) + 4- (1) - (—60, 2524) + (1) - (-53,5509)]

n

+§[(—l) -(-53,5509) +4- (-0,5) - (-13,3725) + 0] +

1-66,9539] kN - m?
10 El

2 2
kN -m _0,0133=133,8611 133,8611kN -m :
1825,4019kN -m

—(%-0,04+1~0,06j:

— (60,2524 + 66,9133 + 6,6954)

-0,6133=0,0733-0,0733=0

MZ.M* SZ2.sh - 2
A, = j dx+2%—ZR§Arn /P2={ [0-(~66,9539) + 4-1-(~60,2524) + 2- (-53,5509) ]

El : 6-2
3
+§[2-(—53,5509) +4.3.(~13,3725) + 4- 26,806]+1-4- 4.2.26,806+ 2 66’9539} KN-m®
6 2 3 10 El
2 kN -m?
| 50,04 m=(-58,0172 -133,6232 +142,9653) +0,0267m =
3
_ 486751 KN +0,00267m = 0,00003m

1825,4019kN - m?

9. OBLICZENIE PRZEMIESZCZENIA

Do wyznaczenia przemieszczen wykorzystano twierdzenie redukcyjne, ktore pozwala na
to aby jedno z otrzymanych rozwigzan byto w uktadzie statycznie wyznaczalnym. Poniewaz
rzeczywiste sity wewnetrzne zostaly uzyskane we wczesniejszych punktach, nalezy rozwigzaé
dowolny uktad podstawowy od sity jednostkowej w miejscu i kierunku szukanego

przemieszczenia. Gdy znane jest rozwigzanie ukladu hiperstatycznego, przemieszczenia
wyznaczane sg z€ WZorow:

M*-MF S*-SF

n n
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T _
A _{J‘M M7 ZS S Z %QM“ +ZaATOQN"}/ Pa,
P Yoy ¢
A
A = {jM M Z —ZR”Ar}/P

9.1. ROZWIAZANIE UKEADU PODSTAWOWEGO OD OBCIAZENIA
JEDNOSTKOWEGO W MIEJSCU | KIERUNKU SZUKANEGO
PRZEMIESZCZENIA

i
L
(Pa=1)kN-m
§
|
i
& R,
1
3m
Rys. 5.2.1. Reakcje od (Po=1) kN'm
Obliczenie reakcji
Y X =0 H;, = 0kN
M, =0  R“3m-PkN-m=0 F?;:—%kN
> Y=0 RI-V7Z =0 V:‘:—%kN

Obliczenie momentow zginajacych

MlemltlA:Mf; =0

MJs =Mg, =0
M% =—P, =—1kN -m
Obliczenie sil tnacych

Vi =V = A =0

Vi =V =HZ.0,8+V,-0,6=0kN -O,8—%kN -0,6m =-0,2kN
Ve =V =0
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Obliczenie sil osiowe
Nf\‘l = NfA = —\7,;z =0,3333kN
N =Ng =H¢-0,6-V,-0,8=0kN -O,6—(—%)kN -0,8m =0, 2667kN

NZ, =V = R¢ =—0,3333kN

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: S; =0

N4
()
000

-0.3333
2
MOL \_/(1 B l_\la
0.0000 kN'm 0.0000 kN 03333 | kN

Rys. 5.6.1. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego

9.2. PRZEMIESZCZENIE OD OBCIAZEN SILAMI

o

El

y

A, ={g[0-(—12,6720)+4-(—o,5)-(—2,2502)+ (1) (~0,8284)] + 0'(‘117'7422)} kN-m® _

4,4407kN - m?

= =0,0024rad
1825,4019kN - m?

9.3. PRZEMIESZCZENIE OD ZMIAN TEMPERATURY

_ m2
AaT={§[0-4,6366+4-(—0,5)-2,7601+(—1)-0,8836]+O 4’1948}"'\' m,

10 El

{o, 000012- _1051_625 % .5-(~1)+0,000012-5-4-0, 2667 + 0,000012- (-5) - 4- (~0,3333)] rad =
2 2
_ 53365, 0 0076rad =2 3305KN -m _+0,0076rad =0,0047rad

1825,4019kN - m
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9.4. PRZEMIESZCZENIE OD OSIADANIA PODPOR

M. M* S&-Sp =,
AaA :{—[de—i—zk—n_an Al’n}/Pa,

n

p— . * 3
0-66,9539 | kN -m® _1_0,04 m =(~0,0508)
10 El 3
~ —0,0508kN -m®
1825,4019kN - m?

M2.M* SZ.sA - 5
AZAzj = dx+z%—ZR§Arn /PZ:{E[O-(—53,5509)+4-(—0,5)-(—13,3725)+(—1)-26,806]+

kN -m?®

+0,0267m

+0,00133m =-0,0134rad
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