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1. WPROWADZENIE

Statyka budowli to dziedzina inzynierii, ktoéra zajmuje si¢ analizowaniem konstrukcji
budowlanych, takich jak budynki, mosty, kominy i inne. Nauka statyki jest istotna z punktu
widzenia konstruktora, ktory analizuje czy konstrukcja bedzie miata odpowiednia wytrzymatos¢,
czy bedzie stabilna i bezpieczna zaréwno w normalnych warunkach, jak i w warunkach
ekstremalnych. Statyka uwzglednia sity dziatajgce na obiekt budowlany, takie jak ciezar wiasny,
obcigzenia zwigzane z uzytkowaniem, obcigzenia Srodowiskowe - wiatr, $nieg czy wplywy
termiczne. Analiza statyczna jest kluczowym elementem projektowania konstrukcji budowlanych
1 pozwala inzynierom na okreslenie optymalnego rozwigzania konstrukcyjnego dla danej
konstrukcji. Aby to osiggna¢, inzynierowie budowlani wykorzystuja matematyczne modele 1

narzedzia, aby okresli¢ jak rozne sity oddziatujg na konstrukcje oraz jakie sg skutki ich dzialania.

Przedmiot ,,Statyka Budowli” jest wazny dla studentow budownictwa, poniewaz jest to jeden
z podstawowych przedmiotow, ktore umozliwiajg zrozumienie teorii i praktyki projektowania
oraz analizowania konstrukcji budowlanych. Ta wiedza jest niezbedna, aby umozliwi¢ tworzenie

stabilnych 1 bezpiecznych konstrukcji, ktore beda stuzy¢ ich uzytkownikom przez wiele lat.

Warto wspomnie¢ o art. 5 u. 1 Ustawy Prawo budowlane:
1. Obiekt budowlany jako calo$¢ oraz jego poszczegélne czg$ci, wraz ze zwigzanymi z nim
urzgdzeniami budowlanymi nalezy, biorac pod uwage przewidywany okres uzytkowania,
projektowac i budowacé w sposob okreslony w przepisach, w tym techniczno-budowlanych, oraz
zgodnie z zasadami wiedzy technicznej, zapewniajac:
1) spelnienie podstawowych wymagan dotyczacych obiektow budowlanych ...., dotyczacych:

a) nosnosci i statecznosci konstrukcji,

b) bezpieczenstwa pozarowego,

¢) higieny, zdrowia i srodowiska,

d) bezpieczenstwa uzytkowania i dostepnosci obiektow,

e) ochrony przed hatasem,

f) oszczgdnosci energii i1 izolacyjnosci cieplnej,

g) zrbwnowazonego wykorzystania zasobow naturalnych.

Skrypt SB2, ztozony z 5 czesci, napisany zostal z myslg o studentkach i studentach Wydziatu
Budownictwa Ladowego i Wodnego PWr, aby utatwi¢ im nauke Statyki budowli.

Cze$¢ 1 — krotkie wprowadzenie teoretyczne,

Czes¢ 2 — rozwigzane przyktady ptaskich uktadow statycznie wyznaczalnych,

Czes$¢ 3 — rozwigzane przyktady ptaskich uktadow statycznie niewyznaczalnych,

Czg$¢ 4 — rozwigzane przyklady linii wplywoéw w plaskich ustrojach pretowych,

Cze$¢ 5 — przyktady do samodzielnego rozwigzania.
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1.1. WARUNKI ROWNOWAGI

Statyka budowli zajmuje si¢ analizg wytrzymatosciowa ustrojow nosnych w stanie ich
rownowagi. Aby istniata rownowaga uktadu muszg by¢ spetnione odpowiednie warunki.

Warunki rownowagi to zbior matematycznych zasad, ktore musza by¢ spelnione, aby
konstrukcja budowlana byla w stanie zachowa¢ rownowage i bezpieczenstwo. Sa to warunki,
ktore okreslaja, jak rozne sily oddzialuja na konstrukcje i jak one na siebie wplywaja.

1.1.1. Warunek rownowagi sil i momentow

Konstrukcja jest w rownowadze sit i momentow, jezeli jednoczesnie dla kazdego rozpatrywanego
ustroju spetnione sg warunki rownowagi sit i momentow, tzn. by sita ogolna i moment og6lny
wszystkich sit (zewnetrznych i wewnetrznych) dziatajacych na dany element rownaty si¢ zero.

[por. SB1].
W plaskim uktadzie sit sprowadza si¢ to do trzech rownan rownowagi:

» suma rzutow wszystkich sit na dwie prostopadte osie rowna si¢ zero:
ZSX =0,
%Sy =0,

gdzie: S = P + F (P - sity zewngtrzne, F - sily wewnetrzne),

» suma momentow wszystkich sit wzgledem dowolnego punktu réwna si¢ zero:
Z Mo = 0

1.1.2. Warunek rownowagi prac

Warunkiem koniecznym i dostatecznym rownowagi jakiegokolwiek ukladu materialnego
jest to, by suma prac wszystkich sil — zewnetrznych (P) i wewnetrznych (F) dzialajacych na
uklad i pracujacych na dowolnych przemieszczeniach tego ukladu byla réwna zero.

6LP +6LF = O

gdzie: §Lp — przyrost pracy sit zewngtrznych,

0Ly — przyrost pracy sit wewngtrznych.

Te warunki s3 podstawowymi narzgdziami uzywanymi do analizy i projektowania konstrukcji
budowlanych. Stuzg one do okreslenia, jak rozne sily oddziatujg na konstrukcje 1 jakie sg ich

skutki, co umozliwia optymalne zaprojektowanie konstrukcji.
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1.2. PODSTAWOWE POJECIA

1.2.1. Statyczna dopuszczalno$¢

Sily przekrojowe - momenty M, sily tnace T (lub V), sily osiowe N oraz reakcje podporowe
R, ktore wraz z obciazeniem spelniaja warunki rownowagi sil sg statycznie dopuszczalne.

4m

T[], @ ;125%

Rys. 1.1.Schemat statyczny belki swobodnie podpartej wraz z wykresami sit przekrojowych

Reakcje podporowe: »X=0-H; =0

XMg=0-R;-4m—1kNm=0- R, = —0,25kN
2Y=0-Ry+Rz=0- Rz =0,25kN

Rozwigzania momentow, sit tngcych i osiowych sg statycznie dopuszczalne - wszystkie sity sa

w rownowadze. Na zadnym etapie rozwigzania nie wystapily niejednoznacznosci.

1.2.2. Kinematyczna dopuszczalno$é

Gdy przemieszczenia i odksztalcenia wraz z przemieszczeniami kinematycznymi (np. osiadaniem

podpor) spetniajg nastepujace warunki:

9 warunki podparcia (warunki ograniczajagce swobode ruchu) - spelnienie warunkoéw
podparcia polega na tym, ze uktad odksztatcony nie naruszaciagtosci migdzy konstrukcja,

a natozonymi wi¢zami podporowymi,

9 warunki cigglto$ci wewnetrznej - spetnienie warunkéw cigglosci wewnetrznej polega na
tym, ze uktad odksztatlcony musi by¢ ciagty i gladki we wszystkich punktach z wyjatkiem
punktow, W ktorych wigzi wewnetrzne dopuszczajg nieciggtos¢ lub w punktach, w ktérych
niecigglos¢ jest zadana,

wowczas sg kinematycznie dopuszczalne.
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1.2.3. Wiezi sprezyste

W niektorych konstrukcjach sposdb podparcia lub zamocowania z podtozem, a takze sposob
potaczenia elementéw w schemacie statycznym modeluje si¢ elementami konstrukcji zwanymi
wieziami (wigzami) sprezystymi. Wprowadzaja one sprezystos¢ do uktadu i sg stosowane, aby
uzyska¢ dodatkowg wytrzymatos¢ i elastyczno$¢ konstrukeji, a takze, aby zapobiec jej zerwaniu
lub ztamaniu w wyniku dzialania sit obcigzajacych. Charakterystyka wigzi sprezystych jest jej
sztywnos$¢ kg, ktora jest rowna sile lub momentowi powodujgcemu jednostkowe odksztatcenie.

Rozrozniamy dwa rodzaje wigzi sprezystych:

= wigzi translacyjne przenoszace tylko sity translacyjne. Sztywno$¢ wiezi sprezystej

translacyjnej wyrazana jest jako sita potrzebna do $ci$niecia badz rozciggnigcia wigzi o 1 m:

ksl = ||

7 P=k,

A=1m
% K, % [ks]=kN/m

Rys. 1.2. Wiez sprezysta translacyjna

= wigzi rotacyjne przenoszace momenty zginajace. Sztywno$¢ wigzi sprezystej rotacyjnej
kNm
rad I’

wyrazana jest jako moment potrzebny do obrotu wigzi o 1 rad: [k(p] = [

k«v kw =1
%@ §”®) %» [k J=kNm
" M=k,

Rys. 1.3. Wigz sprezysta rotacyjna
1.3. Kinematyczna analiza ukladow plaskich

Analiza kinematyczna stuiy do okreslenia czy dany uklad spetnia wszystkie warunki, aby byé
konstrukcjg budowlang. Od konstrukcji budowlanej wymaga sie, aby nie byla mechanizmem
i pozostata nieruchoma pod wplywem obcigZenia.

Aby spehi¢ te warunki nalezy odebrac¢ jej wszystkie stopnie swobody. Robi si¢ to przymocowujac
tarcze sztywne do nieruchomej tarczy podporowej (0stoi) za pomocg wiezéw (wiezi).

W przypadku rzeczywistych konstrukcji, tarczag podporowa jest na przyktad podtoze gruntowe.
Celem analizy kinematycznej jest sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci oraz statycznej

wyznaczalnosci uktadu.
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1.3.1. Statyczna wyznaczalnos¢ ukladu

Warunek statycznej wyznaczalno$ci (SW) uktadu, zwany tez warunkiem ilosciowym jest

warunkiem koniecznym, ale nie wystarczajagcym:
n,=e—3-t

gdzie, e — liczba wszystkich wiezi w uktadzie, t — liczba tarcz otwartych.

W przypadku kratownicy ptaskiej warunek statycznej wyznaczalnos$ci uktadu przyjmuje postac:
n,=p+r—2w

gdzie:
w — liczba weztow,
p — liczba pretow,

r — liczba wiezi podporowych.

Gdy n, = 0 — analizowany uktad jest statycznie wyznaczalny
gdy n;, > 0 — analizowany uktad jest statycznie niewyznaczany (przesztywniony).

gdy n, < 0 — analizowany uktad jest geometrycznie zmienny.

[por. SB1].
1.3.2. Geometryczna niezmienno$¢ ukladu

Warunek geometrycznej niezmiennosci uktadu zwany jest tez warunkiem jakosciowym. Uktad
tarcz nazywamy geometrycznie niezmiennym (GN), jesli jest nieruchomy wzgledem ostoi.

Najczgsciej, do stwierdzenia GN uktadu stosowane sg 2 podstawowe twierdzenia:

a) Twierdzenie o dwéch tarczach - Dwie tarcze tworza jedng wspolng tarcze, gdy sa polaczone

jednoczesnie trzema niezbieznymi i nierownoleglymi wigziami elementarnymi.

b) Twierdzenie o trzech tarczach — Twierdzenie Aronholdta - Trzy tarcze tworza jedna wspdlna
tarcze, gdy sg polaczone miedzy sobg (kazda z kazdg) dwoma wigziami elementarnymi, ktorych

srodki obrotu nie lezg na jednej proste;.

[por. SB1].
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1.3. UKLADY STATYCZNIE WYZNACZALNE

Uktady statycznie wyznaczalne, to takie uktady konstrukcyjne, ktére mozna rozwigzaé, tzn.
wyznaczy¢ reakcje podporowe oraz sity wewnegtrzne (momenty, sily tngce oraz osiowe) Z

warunkoéw rownowagi. Stopien statycznej niewyznaczalno$ci w tych uktadach wynosi 0 (n, = 0).

Belki i ramy plaskie Kratownica plaska
R m  f
ny = 15—-3:5=0
mr
% I\ A\ n,=7+3-2:-5=0
Via a

n,=6-3:2=0

Rys. 1.4. Uktady statycznie wyznaczalne

1.4. UKLADY STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

Uklady statycznie niewyznaczalne to takie uklady, w ktorych liczba niewiadomych reakcji

podporowych jest wieksza niz liczba rownan rownowagi.

Uktady SN to takie uktady konstrukcyjne mozna rozwigza¢ — wyznaczy¢ reakcje podporowe oraz
sity wewnetrzne z warunkow rownowagi oraz dodatkowych warunkow w zaleznos$ci od przyjetego
sposobu rozwigzania. Stopien statycznej niewyznaczalnosci w tych uktadach jest wigkszy od 0

5 niewiadomych

3 rOwnania rownowagi globalnej

Rys. 1.5. Rama statycznie niewyznaczalna (SN)
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lmkN

—Z p=13,r=4,w=7
p+r=13+4=17—liczba
niewiadomych

2w = 27 = 14 — liczba rownan

m /20K réwnowagi
RS TRC

Rys. 1.6. Kratownica statycznie niewyznaczalna (SN)

Stopien statycznej niewyznaczalnoSci jest rowny liczbie dodatkowych rownan, ktore wraz
zliczba ré6wnan réwnowagi sit umozliwiaja wyznaczenie wszystkich niewiadomych wielkosci
statycznych (reakcji i sil przekrojowych) w ukladzie statycznie niewyznaczalnym (SN)
I geometrycznie niezmiennym (GN).

Podstawowe cechy uktadow statycznie niewyznaczalnych:

» wartosci sit przekrojowych w uktadach statycznie niewyznaczalnych zalezg od sztywnosci
elementow (charakterystyk materialowych i geometrycznych przekrojow) z jakich sktada si¢
uktad;

» W ustrojach statycznie niewyznaczalnych rozwigzan statycznie dopuszczalnych moze by¢

nieskonczenie wiele.

1.5. OBLICZANIE PRZEMIESZCZEN

1.5.1. Zasada prac wirtualnych (przygotowanych).

Zasady prac wirtualnych (przygotowanych) nalezq do podstawowych zasad mechaniki budowli

Istnieja dwie zasady prac wirtualnych:

| - zasada pracy rzeczywistych obcigzen na wirtualnych przemieszczeniach,
Il - zasada pracy wirtualnych obcigzen na rzeczywistych przemieszczeniach.

Szczegdlowo omoéwiona zostanie II zasada prac wirtualnych, ktéra wykorzystywana bedzie
w dalszych przyktadach analitycznych.

Analizie poddany zostanie dowolny ustroj pretowy, poddany dzialaniu obcigzen rzeczywistych,
ktorymi moga by¢ sity zewnetrzne (sity skupione, momenty skupione, obcigzenie roztozone,
zmiany temperatury lub przemieszczenia podpor).

Obcigzenia te wywotuja w ukladzie rzeczywiste sily przekroje (wewngtrzne) oraz rzeczywiste
przemieszczenia Ap, W tym przemieszczenia podpor A 1 odksztatcenia Ag, Ads, Adh. Dla
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ptaskiego uktadu pretowego sitami przekrojowymi sg: moment zginajacy M, sity podtuzne —
osiowe N oraz sity poprzeczne — tngce T lub V.

Nastepnie uklad pretowy obciazony zostat ukladem sit wirtualnych P; wywotujacych wirtualne
reakcje R, i wirtualne sity przekrojowe M, T oraz N. Dla sit P; stanu wirtualnego zaklada sie, ze
spetniaja one wraz z reakcjami R, warunki rownowagi statycznej. Co wazne, obcigzenie wirtualne
P; oraz odpowiadajace mu reakcje R) nie musza spetniaé warunkéw granicznych i ciaglosci
konstrukcji. Jest to istotne, gdyz dla uktadow hiperstatycznych (statycznie niewyznaczalnych)
mozna przyja¢ rézne reakcje wirtualne, ktore sa w réwnowadze z wirtualnym obcigzeniem
(mozna np. przeksztatci¢ uklad statycznie niewyznaczalny w dowolny uklad statycznie

wyznaczalny i jednoczes$nie geometrycznie niezmienny).

Il Zasada Prac Wirtualnych
Praca zewnetrznych sil wirtualnych P; na rzeczywistych przemieszczeniach Ap i Ag jest

réwna pracy wirtualnych sil przekrojowych (M, T, N, S;) na rzeczywistych odksztalceniach
(A@, Ads, Adh).

SiPi A, + SRy Agy= [ M- Adg + [ N-Ads + [T+ Adh + 5,5
¢ 4§ A lp g /|5i
M TN “T
Ade Adh Ads R,

Rys. 1.7. Druga Zasada Prac Wirtualnych

F
Adp = IZ—I ds,

F
Ads = N—ds,
EA

TF
Adh = x—ds.
GA

E —modut Younga, G —modut Kirchhoffa, A — pole przekroju, I — moment bezwtadnosci przekroju
preta wzgledem osi obojetnej, wspotczynnik i zalezny od ksztaltu przekroju poprzecznego preta,

MF,NF, TF —rzeczywiste sit przekrojowe.
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# W przypadku obcigienia temperaturg, |1 zasada prac wirtualnych w wersji
uproszczonej (z pomini¢ciem wpltywu sit tngcych 1 osiowych przy catkowaniu

wykresoOw funkcji) wyrazona jest wzorem:

Ss Ss ATy —ATyp

ZLP Ap—fM Ad(p‘l'zs +Zp TT.QMi +ZpaTAT0.QNi.
ar — wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej materiatu, h - wysoko$¢ przekroju ksztattownika,
AT, — temperatura w witoknach wyrdznionych, ATp- temperatura w widknach przeciwnych do

wyréznionych, AT, — temperatura w osi preta, £2,,: -pole wykresu momentu zginajacego W stanie

wirtualnym, 2 - pole wykresu sity osiowej w stanie wirtualnym.

- W przypadku osiadania podpor, |1 zasada prac wirtualnych w wersji uproszczonej
(z pominigciem wptywu sit tngcych i osiowych przy catkowaniu wykresow funkcji)
wyrazona jest wzorem:

Ss S5

Y P AP—fM Adep + Ys=— Ziﬁk'ARk-

Uwaga: W literaturze zamiast terminu ,wirtualne” zamiennie uzywany jest termin
»przygotowane”, np. przemieszczenia przygotowane, obcigzenia przygotowane, zasady prac
przygotowanych.

1.5.2. Wzory numerycznego obliczania calek stosowane przy wyznaczaniu

przemieszczen

Calki wystgpujace we wzorach stosowanych do wyznaczania przemieszczen moga by¢ obliczane
jako sumy calek obliczanych w przyjetych przedziatach catkowania, dla ktorych sztywnos¢ preta

ET jest stata na dtugosci przedziatu.

.[Ml M7 x—Zf Vi MFdx—zElf F(x) - f(x)-dx,

gdzie F(x) = MF, f(x) = M', EI; = const.
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Funkcje F(x) i f(x) moga ogdlnie oznacza¢ sily przekrojowe — momenty zginajace, sity osiowe
lub sity tnace. Jesli funkcje podcatkowe spetniaja podane ponizej warunki to wyniki uzyskane
z zastosowaniem tych wzoréw sg wynikami doktadnymi:

o funkcja f(x) jest ciagla i gtadka (ma ciggla pochodna) i jest co najwyzej liniowa,

e funkcja F(x):
mmmm) \We Wzorze Simpsona jest ciggta i gtadka wraz z pochodnymi i najwyzej drugiego stopnia

(parabola)

mmmm) W wzorze trapezow jest ciagla i gtadka i najwyzej pierwszego stopnia (funkcja liniowa)
mmmm) We wzorze Mohra (Wereszczagina) jest dowolna ale taka, dla ktorej znane jest potozenie

srodka ciezkosci (wspoirzedna x,).

Q.
F(x) /]

f(x) f(x)
Rys. 1.8. Funkcje podcatkowe stosowane do wyznaczenia przemieszczenia

Wzor Simpsona

L

[P r-dr=Z(R o+ 4B+ R fi)
Wzor trapezow
L
jF(x) f(x) - dx =g[2 (B fo+Fe fi) ¥+ B f + Fi - ]
Wzér Mohra (Wereszczagina)
[ Feo- - dx =20 )

E,, f, — warto$¢ funkcji na poczatku przedziatu
F;, fs — warto$¢ funkcji w srodku przedziatu
Fy, fi. — warto$¢ funkcji na koncu przedziatu
Qr — pole wykresu funkcji F(x)
f (xo) — warto$¢ funkcji f(x) w punkcie x,, w ktorym znajduje si¢ srodek ciezkosci funkcji

L — dtugo$¢ przedziatu catkowania.
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Przyklad: Wyznaczyc¢ obrot wezta na prawej podporze.

Stan rzeczywisty

10

e T [ [
4m |

Rys. 1.9. Schemat uktadu

Nalezy zauwazy¢, ze funkcja momentu dla obcigzenia rzeczywistego nie jest ciagla na calej
dhugosci preta. Funkcja ta jest ciggla na 2 przedziatach — od 0 do 2m i od 2m do 4m dtugosci preta.
Przy obliczaniu przemieszczenia z wykorzystaniem wzoru Simpsona 1 trapezow, funkcje

momentow zostang podzielone na 2 przedzialy catkowania.

Wzdbr Simpsona:

1
EI

1KNm-A,=—-==(1kNm- 0+ 40,75 kNm - 5 kNm + 0,5 kNm - 10 kNm) +

2,
L.22(0,5 kNm - 10 KNm + 40,25 kNm - 5 kNm + 0 0) = (£ 4+ 2) S22 =
EI 6 3 3 EI
(kNm)?'m

EI

10

Wzdér Trapezdw:

1k1vm-A<,,=$-27’”[2-(1k1vm-0+0,5k1vm-10kNm)+0-0,5k1vm+10k1vm-

1kNm]+%-2?m[2-(10kNm-O,5kNm+O-0)+0-0,5kNm+10kNm-O]=

2. 2,
(2 + 1_0) (kNm)4*-m —10 (kNmM)4m
3 3

EI EI

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 16

Wzéru Mohra (Wereszczagina)
W przypadku obliczenia przemieszczenia z wykorzystaniem wzoru Mohra (Wereszczagina) nie

ma koniecznosci podziatu na dodatkowe przedziaty catkowania, gdyz znane jest pole trojkata

rownoramiennego dla funkcji M¥ oraz potozenia $rodka ciezkosci figury (x, = 2m). Stad:

1kNm - Ay=~-2-4m-10 kNm - 0,5 kNm = 10 &=,
ElI 2 El

2
Ostatecznie, w kazdym z analizowanych wzoréw catkowych obrot wezta B wynosi A, = 10 kl\;n :

1.5.3. Algorytm obliczania przemieszczen w ukladach statycznie wyznaczalnych

1. Rozwiazanie ukladu od obcigzenia danego,

- obliczenie reakcji podporowych RF,

- obliczenie sit w wieziach sprezystych SE (jesli wystepuja w uktadzie),

- obliczenie rzgdnych charakterystycznych i sporzadzenie wykresu momentdéw zginajacych
MF w ramie lub belce; w przypadku kratownicy - obliczenie i zestawienie sit osiowych NF.

2. Rozwiazanie ukladu od obcigZzenia jednostkowego (wirtualnego) dzialajacego w miejscu
i na kierunku poszukiwanego przemieszczenia A;,

- obliczenie reakcji podporowych R,

- obliczenie sit w wigziach sprezystych S} (jesli wystepuja w uktadzie),

- obliczenie rzgdnych charakterystycznych i sporzadzenie wykresu momentoéw zginajacych
Mt w ramie lub belce; w przypadku kratownicy - obliczenie i zestawienie sit osiowych N*.

3. Obliczenie poszukiwanego przemieszczenia od obciaZenia mechanicznego ze wzoru

shSE

p w ramach i belkach

MimF
Af= [ dx + Zn

w kratownicach

F_ NINF ShsE
Ai_z”( EA L)p+2" kn

4. Obliczenie poszukiwanego przemieszczenia od obciazenia temperaturg ze wzoru

ATy —ATy

A?: Zp (aT )

Al=Yp(ar - ATy~ N') w kratownicach.

'..QMi) + Y p(ar ATy - 2yi)  wramach i belkach

5. Obliczenie poszukiwanego przemieszczenia od osiadania podpodr ze wzoru

A= —¥ . R'- Ar w ramach, belkach i kratownicach.
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1.5.4. Algorytm obliczania przemieszczen w ukladach statycznie niewyznaczalnych
przy zastosowaniu | twierdzenia redukcyjnego

1. Rozwiazanie ukladu statycznie niewyznaczalnego od obcigzenia danego — metod3 sil,
metoda przemieszczen lub inng

- obliczenie reakcji podporowych RF i sit w wieziach sprezystych S,
- obliczenie rzgdnych charakterystycznych i sporzadzenie wykresu momentdéw zginajacych

MF w ramie i belce lub obliczenie i zestawienie sit osiowych N w kratownicy.

2. Rozwiazanie ukladu statycznie wyznaczalnego od obciazenia jednostkowego

P; dzialajacego w miejscu i kierunku poszukiwanego przemieszczenia A;,

- obliczenie reakcji podporowych R! i sit w wieziach sprezystych S§,
- obliczenie rzgdnych charakterystycznych i sporzadzenie wykresu momentdéw zginajacych

M w ramie i belce lub obliczenie i zestawienie sit osiowych N! w kratownicy.
3. Obliczenie poszukiwanego przemieszczenia ze wzoru

- w ramach i belkach

lMF S SF
AiF :.f Z ZCCT Ml +Z“TAT0 Né ZR ATn

- w kratownicach
NINF SiSF
Aip = z L) +) —F
EA k.,
P 14 n

1.6. METODY ROZWIAZANIA UKEADOW STATYCZNIE
NIEWYZNACZALNYCH

Aby moéc rozwigza¢ w zakresie sit wewnetrznych 1 przemieszczen ukltad statycznie
niewyznaczalny i geometrycznie niezmienny nalezy wyznaczy¢ dodatkowych n, réwnan, ktore
wraz z robwnaniami réwnowagi sil pozwolg wyznaczy¢ wszystkie niewiadome sity statyczne.
Sposoéb definiowania tych dodatkowych n; réwnan uzalezniony jest od wyboru metody analizy
uktadu statycznie niewyznaczalnego.

1.6.1. Metoda sil

Metoda sil jest jedng z metod wyznaczania rzeczywistych sit w ukladach statycznie
niewyznaczalnych. Metoda ta stuzy do bezposSredniego wyznaczania sit w nadliczbowych
wieziach konstrukcji. W metodzie sil sposob definiowania dodatkowych n; réwnan ma
charakter kinematyczny — zgodno$¢ przemieszczen w miejscu i na kierunku wiezi
hiperstatycznych.
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1.6.1.1. Uklad podstawowy metody sil

Niewiadomymi w metodzie sit sg nadliczbowe sity, np. reakcje. Liczba niewiadomych odpowiada
stopniowi statycznej niewyznaczalnosci ustroju. W metodzie sit nalezy dokona¢ uwolnienia
ustroju rzeczywistego poprzez przecigcie lub usuniecie nadliczbowych wiezéw, otrzymujac w ten
sposOb ustrdj statycznie wyznaczalny. Powstaty uklad musi by¢ geometrycznie niezmienny.
Nastepnie tworzy si¢ tzw. uktad podstawowy metody sit (UPMS), ktory odpowiada ustrojowi
rzeczywistemu tgcznie z zadanym obcigzeniem oraz uzewngtrznionymi niewiadomymi metody sit

(oznaczanymi Xy, ..., X, ), w miejscu i kierunku przecigtych wigzow hiperstatycznych.

Uklad podstawowy metody sil — uktadu utworzony z zadanego uktadu poprzez przeciecie lub
usunigcie n, wiezi nadliczbowych 1 zastapienie ich niewiadomymi sitami hiperstatycznymi (sity

lub momenty) oznaczonymi przez X, X,, itd.

Uklad rzeczywisty Przykladowy uklad podstawowy metody sil
Przyktad 1 i Tx‘
\ X Cx3
X1
P
X, X %s
4 A
7N i NPR/AN
JAN
mr
Przyktad 2
P P
P s k——
X X ITX‘
s p-4 N LAV
T

e=3 e=2 e=3

Rys. 1.10. Uktady statycznie niewyznaczalne

W celu wyznaczenia warto$ci sit hiperstatycznych X; nalezy zastosowa¢ warunek zgodno$ci
przemieszczen 1 odksztatcen migdzy uktadem rzeczywistym, a uktadem podstawowym. Oznacza
to, ze warto$ci przemieszczen w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku przecigtych lub
usunietych wiezi hiperstatycznych A;, i = {1, ...,n,}, musza byly takie same jak w ukladzie
rzeczywistym. W ten sposob zapewnia si¢ identyczno$¢ przemieszczen wszystkich punktow

migdzy uktadem podstawowym i rzeczywistym.
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1.6.1.2. Ogolna postaé ukladu réwnan metody sil

Ogdlna postaé ukltadu réwnan metody sit (URMS):

Z] 6UX] + 6“:' = A;.Z, l,] = 1,2, -, My

gdzie:

Wozory dla ram i belek Wzory dla kratownic plaskich

Przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi nadliczbowej od jednostkowej j-tej niewiadomej

w uktadzie podstawowym
M’ Sis) NN/ Sis)
5”:“ EI d“z k. (/F 0 = Z<EA L> +Z knn /P
n

p 14 n
Przemieszczenie na kierunku i-tej wiezi nadliczbowej od obcigzenia mechanicznego

w uktadzie podstawowym

Mt M SigF NiNF SLSE
Sir U ——dx + . /P; iF E o + k.
n

P 14 n

- Przemieszczenie na kierunku i-tej wigzi nadliczbowej od wptywu temperatury

w uktadzie podstawowym

S = Mﬂ_. AT i +/P: S = AT -NiS /P
it = ar 7 it ) ardToQgi ¢ /P it = ar /P
P P P

Przemieszczenie na Kierunku i-tej wiezi nadliczbowej od wplywu osiadania podpor

6ip = {— Z Rrilﬁrn} /P;
n

Dzigki takiemu podejsciu uzyskuje si¢ n, dodatkowych rownan o charakterze

w uktadzie podstawowym

przemieszczeniowym, ktére wraz z rownaniami rownowagi umozliwig wyznaczenie wszystkich

niewiadomych reakcji, a nastepnie sit przekrojowych w uktadzie statycznie niewyznaczalnym.

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 20

Rzeczywiste reakcje oraz sity przekrojowe mozemy otrzymac stosujac jedno z dwoch podejs¢
obliczeniowych:
a) Rozwigzanie ukladu podstawowego przy jednoczesnym dzialaniu obcigzenia danego

i wyliczonych sil hiperstatycznych.
b) Superpozycja rozwigzania.
RF = R}-XF + -+ R . XE +RF,
MF = WY - XF + ot B - XE + 1P,
Ti? = Vs . Xf + -4 Tinh . XTlih + Vi}"
noXE 4+ NE.

7 A n
Aby mie¢ pewno$¢ poprawno$ci otrzymanych rozwigzan, nalezy przeprowadzi¢ kontrole
poprawnosci rozwigzania. W przypadku ukladow statycznie niewyznaczalnych kontrola

rozwiazania jest dwuetapowa:

1. Sprawdzenie statycznej dopuszczalnos$ci rozwigzania

Kontrola ta polega na sprawdzeniu czy sity wewnetrzne wraz z obcigzeniem spetniajg rGwnania
roéwnowagi na elementach pretowych oraz w weztach, a takze kontrola rownan rownowagi uktadu
jako catosci. Wektory sit przekrojowych wskazuja dodatnie wartosci zgodnie z wyrdznionymi

witoknami uprzywilejowanymi.
2. Sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnosci rozwiazania

Kontrola ta polega na sprawdzeniu ciaglosci konstrukcji - zgodno$ci przemieszczen ukladu
rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi Np. w miejscach i na kierunkach usunigtych lub
przecigtych wiezi. Wartosci obliczonych przemieszczen muszg by¢ takie, jakie wynikaja ze
sposobu podparcia uktadu. Kontrola musi by¢ przeprowadzona w tylu przekrojach, ile wynosi

stopien statycznej niewyznaczalno$ci uktadu ny,.

1.6.1.3. Algorytm rozwiazania ukladu statycznie niewyznaczalnego (hiperstatycznego)
z wykorzystaniem metody sit

1. Wyznaczenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci ukladu

- przeksztatcenie uktadu w zbidr sztywnych tarcz otwartych, obliczenie liczby tarcz,
- obliczenie liczby wigzi elementarnych podporowych i wigzi miedzy tarczami,
- obliczenie stopnia statycznej niewyznaczalno$ci ze wzoru

n, = e — 3t dlabelekiram

n, = 2w —p —r dla kratownicy ptaskiej
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2. Dobranie ukladu podstawowego metody sil i rozpisanie ogdlnej postaci ukladu réwnan

metody sil

- przeksztatcenie zadanego uktadu rzeczywistego w uktad podstawowy statycznie

wyznaczalny, geometrycznie niezmienny

- narysowanie obcigzenia wraz sitami hiperstatycznymi, podanie wymiaréw i sztywnos$ci

pretow, oznaczenie weztow, wyrdznienie widknien uprzywilejowane.

- zapisanie n; rownan opisujacych przemieszczenia w przecietych wigziach w postaci:
2j0iiX; + 6;p = AL, i,j=12,..,ny

3. Rozwigzanie ukladu podstawowego tylko od obciazenia danego ( X4, ..., X, = 0)

- szkic konstrukcji i obcigzenia, zaznaczone zwroty reakcji podpor,
- wyznaczenie reakcji podpor RF,
- obliczenie rzednych charakterystycznych i sporzadzenie wykresow sit przekrojowych MF,
TF, NF.

4. Rozwiazanie ukladu podstawowego tylko od obcigZenia sila X; = 1kN/1kNm

(X2, ..., Xy, = 0, obciazenie dane = 0)
- szkic konstrukcji 1 obcigzenia, zaznaczone zwroty reakcji podpor,
- wyznaczenie reakcji podpor R?,
- obliczenie rzednych charakterystycznych i sporzadzenie wykresow sit przekrojowych M1,
T, N

S. ... powtarzamy punkt 4 tyle razy ile wynosi stopien statycznej niewyznaczalnosci nj,

6. Obliczenie wspolczynnikow ukladu rownan
- zastosowanie odpowiednich wzordéw dla ram, belek i kratownic na wspotczynniki uktadu
rownah metody sit 6,
- zastosowanie odpowiednich wzoréw dla ram, belek i kratownic w zaleznos$ci od charakteru
obcigzenia do obliczenia wyrazoéw wolnych 8;r, &;7 lub §;a.

7. Szczegétowa postaé ukladu réwnan i jego rozwiazanie

- wyznaczenie warto$ci sit hiperstatycznych Xy, ..., X,

8. Obliczenie reakcji podporowych, rzednych charakterystycznych sil przekrojowych i
sporzadzenie wykreséw MF VF NF

9. Przeprowadzenie kontroli rozwiazania

- sprawdzenie statycznej dopuszczalno$ci rozwigzania,

- sprawdzenie kinematycznej dopuszczalnosci rozwigzania.
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1.6.2. Metoda przemieszczen

Metoda przemieszczen jest jedng z podstawowych, obok metody sit, metoda rozwigzywania
uktadéw pretowych statycznie niewyznaczalnych. W analizowanych przypadkach nalezy zatozyc¢,
ze ustroje pretowe sg ptaskie, zbudowane z pretdw pryzmatycznych, prostych oraz pomijana

bedzie odksztatcalno$é osiowa (EA = o0).

W metodzie przemieszczen jako niewiadome przyjmuje si¢ przemieszczenia uogoélnione koncoOw
pretow (przemieszczenia liniowe — przesuwy weztOw oraz przemieszczenia katowe - obroty
weztow). Znajomos$¢ wartosci tych przemieszczen pozwala okresli¢ wartosci sit brzegowych na
koncach elementow. W metodzie przemieszczen dzielimy uktad na elementy pretowe i weztowe,

a warto$ciami niewiadomymi sg przemieszczenia liniowe i kagtowe wezlow elementéw pretowych.

1.6.2.1. Klasyfikacja pretow

Podstawowa klasa pretow zalezy od sposobu zamocowania preta w weztach wewnetrznych oraz
podporowych. Przy zatozeniu statej sztywnosci pretow EI = const.

Wyrdznia si¢ nastepujace typy pretow:

2 £ 2 E 2 £

sztywno -sztywny sztywno- tyzwa sztywno-przegubowy

2 % £
sztywno-wspornik przegubowo - przegubowy

Rys. 1.11. Klasyfikacja pretow w metodzie przemieszczen
1.6.2.2. Wzory transformacyjne

Wzorami  transformacyjnymi  nazywamy  zalezno$ci miedzy silami  brzegowymi
a przemieszczeniami brzegowymi w precie. Momenty brzegowe oraz sity tngce wywotane sa
obrotami koncow preta ¢; i ¢; oraz przemieszczeniami prostopadtymi do osi preta v; = w;; oraz
v; = wj;. Momenty brzegowe M;; i M;; oraz sity tnace T;; i Tj; sg funkcjami katow ¢; i ¢; oraz

. Wji—Wijj . . . . . .
obrotu cigciwy ¥;; = % a takze obcigzenia danego p;;(x). Wyrazone s3 wzorami:
ij

El;

i =7 (@~ @i+ by - 9ji = cij - i) + M
ij
El;

Mji == (@i - @ji + by - 1 = Gji - iy) + My

ij
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El -
Tij = _Uz(_cij Qi = Cij Py — dyj - lpij) + Ti(]?
(L)

Tji = Uz
(L)

(Eeion=ciortd T

Gdzie wspotczynniki a;;, aj;, b, bj;, ¢ij, ¢ji, d;j, dj; W teorii 1-go rzedu sg liczbami zaleznymi od

przyjetego typu preta.
i ] ajj aj; bij = bj; Cij Cji di; = dj;
4 2 4 4 2 6 6 12
Z £ 3 0 0 3 0 3
Z E 1 1 -1 0 0 0
Z 0 0 0 0 0 0
2 £ 0 0 0 0 0 0

Nalezy zauwazy¢, ze dla przyjetych elementow momenty prawoskretne sg dodatnie. Rowniez

obrét preta przyjmujemy dodatni, kiedy pret obraca sie¢ w prawo.

1.6.2.3. Okreslenie stopienia geometrycznej niewyznaczalnosci ustroju pretowego - n

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci ustroju pretowego jest suma niezaleznych sktadowych

przemieszczen: obrotdw weziow n, 1 przesunig¢ weztow ns. Przemieszcezenia te w petni okreslaja

warunki brzegowe pretdw na ktére zostat podzielony uktad.

ng =ny, +ns

Chcac wyznaczy¢ liczbe niezaleznych skladowych obrotow weztow n, nalezy:

podzieli¢ ukladu na zbior elementow, opisanych wzorami transformacyjnymi (nalezy

pamietac, ze element pretowy ma stalg sztywno$¢ EI na catej dlugos$ci elementu),

okresli¢, ktore obroty weztdw sg zerowe (w zwigzku ze sposobem zamocowania elementy

Z 0stoja),

wyznaczenie niezerowe katy obrotu wynikajace z zastosowanych elementow i sposobu

podparcia uktadu danego.
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Chcac wyznaczy¢ liczbe niezaleznych sktadowych przesunieé weztow ng nalezy zbudowac¢ model
przegubowy uktadu poprzez:

odrzucenie wiezi sprezystych,
zamiang¢ weztéw sztywnych na wezly przegubowe,

nalezy odebrac stopnie swobody przesuwu prgtom typu wspornik, oraz prgtom o lewym
koncem utwierdzonym a prawym utwierdzony z przesuwem poprzecznym (nalezy dodac

wig¢z oznaczong linig przerywang),

oszacowanie od dotu niezbednej liczby niezaleznych sktadowych przesuwow weztow

1 14l

ng=2w—p-—r

gdzie
W — liczba weztow,
p — liczba pretow,

r — liczba elementarnych sztywnych wigzi podporowych,

okreslenie rzeczywistej liczby stopni swobody przesuwu wezidw po przeprowadzeniu
analizy kinematycznej — sprawdzeniu warunku jako$ciowego geometrycznej

niezmiennos$ci modelu przegubowego z dodanymi ng wigziami.

1.6.2.4. Uklad podstawowy metody przemieszczen i jego rozwiazanie

Uklad podstawowy metody przemieszczen tworzymy z uktadu zadanego poprzez dodanie n,,
wiezi rotacyjnych 0raz ng wiezi translacyjnych uniemozliwiajacych przemieszczenia w miejscach
niezaleznych sktadowych przemieszczen okreslonych przy wyznaczaniu stopnia geometrycznej

niewyznaczalno$ci uktadu.

Uklad réwnan metody przemieszczen opisuje reakcje w dotozonych wigziach rotacyjnych
i translacyjnych. Rozwigzania uktadu rownan zapewnia si¢ poprzez spelnienie warunku zerowania
reakcji w dodanych wigziach fikcyjnych, gdyz w rzeczywistym uktadzie one nie istniejg. Dla wiezi
rotacyjnych suma momentéw wywotanych obrotem weztow, przemieszczeniami liniowymi
1 obcigzeniem zewnetrznym musi by¢ rdwna zero, natomiast dla wigzi translacyjnych suma sit

wywotanym tymi przyczynami musi by¢ rdwna zero.
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Ki =300 ki~ @5+ 372 kiy - 8 + kg = 0dlai = 1,2,...,n,,

Ky =302 b 0+ 272 kg 8y + ko = 0dlaj = LI, ..., ns

gdzie,

k;; - jest to reakcja momentowa w ukladzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,,i”-
tej wiezi rotacyjnej wywolana jednostkowym prawoskretnym obrotem ,,j”-tej wigzi rotacyjne,
k;; - jest to reakcja momentowa w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodane;j ,,i”-
tej wigzi rotacyjnej wywotana jednostkowym przesuwem ,,/”-tej wigzi translacyjnej,

k;o - jest to reakcja momentowa w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,,i”-
tej wiezi rotacyjnej wywolana zadanym obcigzeniem czynnym,

k;; - jest to reakcja sitowa w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,,/”-te]
wiezi translacyjnej wywotana jednostkowym przesuwem ,,/”’-tej wiezi translacyjne;j,

k;; = ki; - jest to reakcja sitowa w ukfadzie podstawowym W migejscu i na kierunku dodanej
»J -te] wiezi translacyjnej wywotana jednostkowym prawoskretnym obrotem ,,j7-te] wiezi
rotacyjnej,

k;o - jest to reakcja sitowa w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodane;j ,,/’-tej wigzi

translacyjnej wywotana zadanym obcigzeniem czynnym.

Dzigki takiemu podejsciu uzyskuje si¢ n, dodatkowych réwnan, ktére wraz z réwnaniami
rébwnowagi umozliwiag wyznaczenie wszystkich niewiadomych sit brzegowych w uktadzie

statycznie niewyznaczalnym, a nastgpnie wyliczenie reakcji podporowych.

Nalezy pamigtac, ze poszczegolne stany obcigzen w uktadzie podstawowym rozpatrywane sg
roztacznie.

e Analizujac stan od obciazenia danego zaktada si¢, ze przemieszczenia weztow rowne sg
zero, tzn. @;; = @j; =Y;; = 0. Dla elementow pretowych przyjetych w ukladzie
podstawowym stosuje si¢ wowczas wzory na momenty brzegowe wyznaczone np. metoda
sit 1 w zaleznosci od charakteru obcigzenia odczytuje si¢ je z tablic.

e Analizujac stan rotacyjny zaklada si¢, ze element pretowy obcigzony jest wymuszeniem
obrotowym wezta ¢;; = 1. Roéwnoczes$nie obcigZenie dane jest rowne zero oraz
®ji = Yi; = 0.

e Analizujac stan translacyjny zaktada si¢, ze element pretowy obcigzony jest wymuszeniem
liniowym na kierunku dotozonej wiezi §; = 1. Rownoczesnie obcigzenie dane jest rowne
zero oraz ¢;; = @;; = 0.
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Wspoétczynniki uktadu rownan oblicza si¢ jako suma momentow lub reakcji translacyjnych
w poszczegolnych dotozonych weztach od poszczegdlnych przypadkéw obcigzenia.

Wspotczynniki kazdej grupy oblicza si¢ wedtug ponizszych wzorow:

i = XjMij + ko,
k Mfl,
a:Z] l]’
kio = ZjMO

ZLJ(ML + Mll) : lpgv
Kap = = S (M + ME) - + B ks - 82, -85 |
aO - ZLJ(MO + Ml) l/)lj ZumSPm-

Obliczenie momentoéw brzegowych
Znajac rzeczywiste przemieszczenia koncoéw pretow kazdego elementu mozemy wyznaczyc
brzegowe momenty korzystajac:

a) zsuperpozycji M; = Mj; - @1 +...+M};8+...+M]) lub

b) ze wzoréw transformacyjnych M;; = ?;] [aij @i+ bij @i —cij- IIJU] + MU,

gdzie rzeczywiste katy obrotu cigciw obliczamy ze wzoru ¥;; = Y,

Obliczenie sit osiowych i tnacych oraz sporzadzenie wykresow

e Sily tnace wyznacza si¢ korzystajac ze statycznych réwnan réwnowagi elementow
(pretéw) przy wyznaczonych juz momentach brzegowych, z uwzglednieniem obcigzenia

zewngtrznego na elementach.

e Sily osiowe wyznacza si¢ ze statycznych roOwnan roéwnowagi wycigtych weztow,
z uwzglednieniem juz wyznaczonych brzegowych sil tnacych oraz obcigzen dziatajacych
w weztach.
W celu wyznaczenia sil tnagcych 1 osiowych uktad dzieli si¢ na prety i wezty, obciagzajac
wydzielone elementy obcigzeniem danym, wyliczonymi momentami brzegowymi i na brzegach

elementow odpowiednimi sitami przekrojowymi.
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1.6.2.5. Algorytm rozwiazania ukladu statycznie niewyznaczalnego (hiperstatycznego)
z wykorzystaniem metody przemieszczen

1. Wyznaczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci

- podzielenie uktadu na zbiér elementéw opisanych wzorami transformacyjnymi,

- wyznaczenie n,, liczby stopni swobody obrotu weztow,

- wyznaczenie ng stopni swobody przesuwu weztow.

- obliczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalno$ci ng = n, + ns
2. Przyjecie ukladu podstawowego metody przemieszczen

- przyjecie uktadu podstawowego metody przemieszczen - dodanie n, wigzi rotacyjnych i
ng wigzi translacyjnych do uktadu rzeczywistego (nalezy narysowac obcigzenia, podac
wymiary i sztywnosci pretow, oznaczy¢ wezty oraz wyrdzni¢ wtokna uprzywilejowane).

3. Ogolna posta¢ ukladu rownan metody przemieszczen:

- Zapisanie m,, rownan opisujacych reakcje w dodanych wigziach rotacyjnych

zkij'(pj+zkiﬁ'6ﬁ+ki0=0' i,j=1,2,..,n(p,
j=1 p=1

- zapisanie ng rownan opisujacych reakcje w dodanych wieziach translacyjnych

Ny ng
Zkaj"pj+zkaﬁ’6ﬁ+kao:0, a,f=12,..,ns
Jj=1 B=1

4. Rozwigzanie ukladu podstawowego tylko od obcigZenia danego
(@1, -, ®Pn, = 0,8y, ..., 0p; = 0)

- szkic konstrukcji 1 obcigzenia,
- obliczenie momentoéw brzegowych dla poszczegdlnych elementow MJQ,
- obliczenie rownowaznikOw obcigzenia 1 zaznaczenie sit rownowaznych na schemacie
konstrukcji,
- sporzadzenie wykresu momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym od obcigzenia
danego.
5. Rozwiazanie ukladu podstawowego tylko od kata obrotu ¢, =1
(@2, ..., @Pn, =0, 8y, ..., @y, = 0, obcigzenie dane =0)

- szkic konstrukcji 1 obcigzenia,

1

- obliczenie momentow brzegowych poszczegolnych elementow M,
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- sporzadzenie wykresu momentow zginajacych w uktadzie podstawowym od obcigzenia

katem obrotu wezta ¢, = 1.
6. ... powtarzamy punkt 5 tyle razy ile wynosi n,,

7. Rozwiazanie ukladu podstawowego tylko od przesuniecia wezla §; = 1
(@1, .-, @Pn, = 0,8y, ..., @z = 0, obciazenie dane =0)
- szkic konstrukcji i obcigzenia,

- sporzadzenie planu przesunig¢ i obliczenie katéw obrotu cigciw 1! It

I
ij

- sporzadzenie wykresu momentoéw zginajacych w uktadzie podstawowym od obcigzenia

- obliczenie momentdéw brzegowych poszczegodlnych elementow M

przesunigciem wezta §; = 1.
8. ... powtarzamy punkt 7 tyle razy ile wynosi ng
9. Obliczenie wspolczynnikow ukladu rownan (reakcji w dolozonych wieziach)
- Kiis Kijy Kiay Kio) ki kap OrazZ ko
10. Szczegolowa posta¢ ukladu rownan metody przemieszczen oraz jego rozwiazanie
- wyliczenie niezaleznych obrotow weztow ¢4, ..., Pn,,
- wyliczenie niezaleznych przesuwow weztow &y, ..., @p -
11. Obliczenie momentow brzegowych i sil w wieziach sprezystych
- wykorzystanie superpozycji rozwiazania lub wzoréw transformacyjnych.
12. Obliczenie brzegowych sil tnacych

- wykorzystanie rownan rownowagi elementéw pretowych obcigzonych danym obcigzeniem
i momentami brzegowymi lub wzory transformacyjne.

13. Obliczenie sil osiowych

- wykorzystanie rOwnania rOwnowagi wezlow, przy czym znane sg sily tnace, obcigzenia

wezlow 1 warto$ci reakcji w wigziach sprezystych.
14. Obliczenie rzednych charakterystycznych momentow zginajacych

- okreslenie warto$ci momentow zginajacych na brzegach elementoéw pretowych,
- obliczenie momentow zginajacych w punkach charakterystycznych: pod silg skupiong, w

srodku obcigzenia roztozonego lub maksimum, z 2 stron momentu skupionego
15. Sporzadzenie wykreséw rzeczywistych sil przekrojowych MF, VF NF
16. Wyliczenie reakcji podporowych
- na podstawie sit przekrojowych oraz wartos$ci sit w wieziach sprezystych nalezy obliczy¢

wartosci reakcji podporowych
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17. Przeprowadzenie kontroli rozwiazania

- sprawdzenie statycznej dopuszczalnosci rozwigzania — kontrola rownan rownowagi uktadu
jako catosci,
- sprawdzenie kinematycznej dopuszczalno$ci rozwigzania — kontrola zgodnosci

przemieszczeh w ny, przekrojach.

1.7. LINIE WPLYWU

1.7.1. Informacje podstawowe

Oprocz obcigzenia, ktore ma niezmienng w czasie warto$¢ i polozenie (np. cigzar wiasny),
konstrukcja budowlana poddawana jest takze dzialaniu obcigzenia ruchomego (obcigzenia
eksploatacyjne):

- mosty, ktadki, belki podsuwnicowe, estakady,

- powierzchnie stropéw, magazynow, biurowe, mieszkalne, potacie dachowe czy powierzchnie
zbiornikow wielokomorowych.

Zmiana potozenia obcigzenia wywoluje zmiane reakcji podporowych, sit wewngtrznych
w przekrojach uktadu 1 przemieszczen. W celu okresSlenia ekstremalnych wartosci sit

wewngetrznych i najbardziej niekorzystnego potozenia obcigzenia sporzadza si¢ linie wplywu.

[por. SB1].

Linie wplywu to wykres przedstawiajacy zalezno$¢ migdzy wartoscig pewnej wielkoSci
statycznej K (momentu zginajacego, sily tnacej lub osiowej, reakcji podporowej) w danym
przekroju a obcigzeniem jednostkowym P = 1 kN, ktore zmienia swoje polozenie po zadanym

torze Xx.

Metody sporzadzania linii wptywu:

# metoda statyczna, zwana tez metoda rzednych -charakterystycznych bazujaca na

réwnaniach rownowagi,

# metoda kinematyczna bazujgca na kinematyce tarcz.
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W LW V,[]
/@ LW M, [m]
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el [T WV,
pEee

Rys.1.12. Linie wptywu dla belki swobodnie podpartej

Podstawowe cechy charakterystyczne linii wptywu:
‘ linia wptywu dotyczy zawsze tylko jednej wielkoSci statycznej, wystepujace]
w konkretnym przekroju,

‘ rzedne linii wptywu reakcji, sit tnacych i sit osiowych sg wielkosciami bezwymiarowymi,
mimo ze ukltad jest obcigzany sita P = 1 kN,

- rzedne linii wplywu momentu zginajagcego Oraz momentowej reakcji podporowej

wyrazone s3 w metrach, mimo ze uktad jest obcigzany sitg P = 1 kN,
‘ linie wplywu w ukladach statycznie wyznaczalnych sktadaja si¢ z odcinkdéw prostych,

‘ linie wptywu w ukltadach statycznie niewyznaczalnych sg zawsze krzywoliniowe.
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1.7.2. Algorytm sporzadzania linii wplywu metoda statyczna

Sposob statyczny sporzgdzania linii wplywu wielkosci statycznych jest sposobem bezposrednim i
wynika z definicji linii wptywu — jest to wykres obrazujacy jak zmienia si¢ warto$¢ danej wielkos$ci
w zaleznosci od potozenia pionowej sity jednostkowej na wybranym torze. W uktadach statycznie

wyznaczalnych linia wptywu sktada si¢ z odcinkoéw prostych.

Dane, szukane
- szkic rozwigzywanej konstrukcji z wymiarami, zaznaczonym torem przemieszczania si¢ sity —

zaznaczone miejsce i rodzaj poszukiwanej wielkos$ci statycznej

Tok postepowania:

1. ustalenie z ilu odcinkdéw prostych bedzie si¢ sktadala linia wpltywu szukanej wielko$ci
(odpowiada liczbie tarcz w metodzie kinematycznej),

2. wybranie dla kazdej prostej dwoch punktéw charakterystycznych (punktow, w ktérych po
ustawieniu sity tatwo obliczy¢ warto$¢ poszukiwanej wielko$ci; sa nimi migdzy innymi
podpory zawierajace pionowe wiezi, przeguby, punkty wspolne tarcz),

3. obliczenie dla kazdego odcinka prostej 2 wartosci,

4. sporzadzenie linii wptywu poszukiwanej wielkosci (wykres musi by¢ pod zwymiarowanym

schematem statycznym, mie¢ opisane rz¢dne i znaki oraz by¢ podpisany)

1.7.3. Algorytm sporzadzania linii wplywu metodg kinematycznag

Sposob kinematyczny sporzgdzania linii wplywu wielkosci statycznych jest sposobem posrednim i
polega na wykorzystaniu twierdzenia o wzajemnosci reakcji i przemieszczen (tw. Rayleigha),

ktore brzmi:

nyn
|

Reakcja rjiw punkcie "j" wywotana sitg jednostkowa dziatajaca w punkcie "i" jest rowna co
do wartosci i r6zna co do znaku przemieszczeniu & w punkcie "i" na kierunku dziatania sity

wywolanemu przemieszczeniem jednostkowym zadanym w punkcie "j" na kierunku reakcji.

Tji = —0y

Dane, szukane
- szkic rozwigzywanej konstrukcji z wymiarami, zaznaczonym torem przemieszczania si¢ sity —

zaznaczone miejsce 1 rodzaj poszukiwanej wielkosci statycznej

Tok postepowania:
1. przecigcie wiezi elementarnej odpowiadajacej poszukiwanej wielkosci statycznej (powstaje
mechanizm) i zastgpienie jej poszukiwang wielkoscig statyczna,

2. okreslenie tarcz mechanizmu,
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W

znalezienie srodkoOw obrotdéw tarcz migdzy sobg i z fundamentem (0stoj3),

4. narysowanie linii odniesienia odpowiadajacej fundamentowi, prostopadtej do sity
obcigzajacej,

5. narysowanie wykresu przesuni¢¢ (rownoleglych do sity sktadowych przemieszczen punktow

tarcz),

skorygowanie wykresu przesuni¢¢ stosownie do toru poruszania si¢ sity obcigzajace;,

okreslenie znakow i1 wartosci rzednych linii wptywu z wykorzystaniem zasady prac

przygotowanych.

1.7.4. Obcigzenie ruchome

Warto$¢ wybranej wielkosci statycznej, powstalej na skutek dowolnego obcigzenia, mozemy
obliczy¢ obcigzajac wybrang lini¢ wpltywu. Mozemy rowniez okresli¢ potozenie obcigzenia, przy
ktorym wielko$ci statyczne w analizowanych przekrojach osiagaja ekstremalne wartosci.
Rzeczywiste obcigzenie stale lub zmienne stanowig zwykle sity skupione P oraz obcigzenie
roztozone p(x). Dang wielko$¢ statyczng K otrzymuje si¢, odczytujac z wykresu jej linii wptywu

rzedne 77 pod obcigzeniem, korzystajac ze wzoru:

K =3 P+ [ p(x)  n()dx,

P Pl

X, ;l ‘de

>

Nn

N, Up:

Rys.1.13. Obcigzona linia wplywu

W przypadku, gdy mamy do czynienia z obcigzeniem o statej intensywnosci (p(x) = p),

powyzszy wzor przybiera postac:
K=%L1Pni+p-y,

gdzie (2, oznacza pole wykresu linii wplywu ograniczone rzgdnymi, odpowiadajacymi

poczatkowi i koncowi odcinka, na ktérym dziala obcigzenie rOwnomiernie roztozone.
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2.  PRZYKLADY - UKEADY STATYCZNIE WYZNACZALNE

2.1. RAMA

Dana jest rama plaska izostatyczna o schemacie i obcigzeniu mechanicznym i niemechanicznym
jak na rysunku 2.1. Nalezy:

* Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jako$ciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.

*  Wyznaczy¢ sity przekrojowe wywotane zadanym obcigzeniem.

» Obliczy¢ wartosci zaznaczonych przemieszczen od obcigzenia.

W obliczeniach przyjaé:

e  Wspoélczynnik rozszerzalnosci termicznej ar = 0’0002012;
e Materiatl: stal o wlasnos$ciach: E = 205 GPa, f; = 215 MPa;

e Przekroje: dwuteowniki normalne; EI — jeden dwuteownik, 2ET — 2 dwuteowniki,

f) M=20kNm

e  Wspdtczynnik bezpieczenstwa yy = 1,5.

&
Ny

iArFZCm

4m

~ \

Rys. 2.1. Schemat statyczny z obcigzeniami
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2.1.1. Sprawdzenie statycznej wyznaczalnoSci i geometrycznej niezmiennosci ukladu
e Warunek ilo$ciowy [por. sB1]: t=1,e=1+2 =3,
n,=e—3t=3-3=0

Whiosek: Uklad jest statycznie wyznaczalny.

Rys. 2.2. Tarcze i wiezi

e Warunek jakosciowy [por. sB1]: Uktad sklada si¢ z jednej tarczy potaczonej z ostoja
trzema wigziami, niezbieznymi i nierownoleglymi wigziami. Na podstawie twierdzenia o

dwoch tarczach, cala rama wraz z ostoja tworzy uktad geometrycznie niezmienny.

2.1.2. Rozwigzanie ramy od obcigzenia mechanicznego

f) M=20kNm

we

Rys. 2.3. Przyjete zwroty reakcji podporowych

Obliczenie reakcji podporowych:

YX=q-4V/2m-cos45°—P —Hz = 0 = Hz = 10 kN,
YMg=R,-4m—q-4V2m-cos45°+q-4V2m-sin45°—~M —P-2m = 0= R, = 10 kN,
YY=—R,—Rg+q-4V/2m-cos45° =0 = Rz = 10 kN.
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Sprawdzenie:

YM,=R,-2m—Rg-2m+Hg-2m—M=[10-2—10-2 + 10+ 2 — 20] kNm = 0.
Sita w wiezi sprezystej: SF = —R, = —10 kN.

Obliczenie momentoéw zginajacych w punktach charakterystycznych:

M, = 0 KNm,

My =R, 2m+q-2V2m-v2m = 0KkNm,
Mis=R,-4m+q-4V2m-2vV2m = —40 kNm,
Mg = 0 kNm,

M, = —Hg -2m = —20 kNm,

Mg =—Hg-4m—P-2m = —60kNm.

Obliczenie sit tnacych:

Ty, =R, -cosa = 7,071 kN,

Tya = Ry cosa —q-4v2m = —21,213 kN,
Ty = T,z = Hg = 10 kN,

Ty, = Typ = Hg + P = 20 kN.

Obliczenie sit osiowych:

NA = NlA = _RA ‘sina = _7,071 kN,
NB = NZ = N12 = _RB == _10 kN

4 7.071
60 @ 21,213, 20 @ 10 @
NP>
© ®
O
o
20 -
®
7,07 7,077
10
10

Rys. 2.4. Wykresy sit przekrojowych.
2.1.3. Rozwigzanie ramy od obciazenia temperaturg i osiadaniem podpory

W ukltadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powodujg powstawania sit
przekrojowych.
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2.1.4. Rozwiazanie ramy od obcigzenia P, = 1 kN

Strona 36

W celu wyznaczenia przemieszczenia poziomego wezla A, nalezy rozwigza¢ ramg¢ obcigzong sitg

o wartosci 1 kN, przytozona w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia.

N

wy

Rys. 2.5. Schemat statyczny z obcigzeniem

Obliczenie reakcji podporowych:

YX=P,—HY=0= HY=1kN,
Y My =RY-4m=0= R*=0KkN,
YY=—RY—RY=0=RE=0KN.

Sprawdzenie:

ZMZ=Rg-2m—Rg-2m+Hg-2m—Pu-2m=[0—0+1-2—1-2]kNm=0

Sita w wiezi sprezystej: SF' = —RY¥ = 0 kN.

Obliczenie momentdw zginajacych w punktach charakterystycznych:

MY = 0 kNm.

MY =Rj-2m—P,-2m = —2KNm,
MYy =R}-4m—PB,-4m = —4kNm,
MY = 0 kNm,

MY = —HE -2 m = —2 kNm,

Miy = —Hj -4 m = —4 kKNm.

Obliczenie sit osiowych:

N} = N4y = —R} -sina — B, - cosa = —0,707 kN,
N¥ = N¥ = N% = —RY = 0 kN.
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-0.707
*
©

©

-0.707
Rys. 2.6. Wykresy sit przekrojowych.

2.1.5. Rozwigzanie kratownicy od obcigzenia P, = 1 KNm

W celu wyznaczenia obrotu wezla B, nalezy rozwigza¢ rame obcigzong momentem skupionym o

warto$ci 1 kNm, przylozonego w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia.

N

wy

TRE

4m {
Rys. 2.7. Schemat statyczny z obcigzeniem
Obliczenie reakcji podporowych:

YX=—HY=0=H =0kN,
YMg=R7-4m+ 1kNm =0 = Ry = —0,25kN,
Y =—R;y—Ry=0=R) =025kN.

Sprawdzenie:

YM,=Ry-2m—RY-2m+Hg -2m+ 1kNm =[-0,25-2—0,25-2+ 0 — 1] kNm = 0.
Sita w wiezi sprezystej: SF = —Rf = 0,25 kN.

Obliczenie momentdw zginajacych w punktach charakterystycznych:

M? = 0 kNm.
MY =RY-2m = —0,5kNm,
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M?, =RY-4m=—1,0 kNm,

My = —P, = —1kNm,

M7 =—-P,—Hy -2m = —1kNm,
M{; = —P, —Hg -4m = —1KkNm.

Obliczenie sit osiowych:

N? =N} =—R?-sina=0,177 kN,

NY =N} =N}, =—-RY = —0,25kN.
-1

/o

1
+0.177 s

Rys. 2.8. Wykresy sil przekrojowych
2.1.6. Wstepne projektowanie przekrojow pretow

M .
Zl maxl yf

W=

Maksymalny moment zginajacy preta o sztywnosci EI wynosi —60 kNm , o sztywnosci 2E1
wynosi —40 kNm, wobec tego bedziemy projektowaé przekrdéj na moment zginajacy rowny
—60 kNm.

|-60 kNm|-1,5

= 3 =0,000419 m3 = 419 cm?3.
215103 kPa

Przyjeto I 260 dla preta o sztywnosci E1 oraz 2 1260 dla pretow o sztywnosci 2E].
W1260 = 442 Cm3, 11260 = 574‘0 Cm4.

Sztywnos¢ wiezi sprezystej:

k=10 E — 10 205106 :3-57,4-1076 m*
5 = — .

m3 m3

=117670 &N
m

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 39

2.1.7. Obliczenie szukanych przemieszczen od obcigzenia mechanicznego

Przemieszczenie poziome wezta A:

F
MY%-M Ssu.sF 1 4V2m
dx+2n" ”—ZEI

1kN-Af= [ (0+4-0-(—2kNm) + (—4 kNm) -

(- 40kNm))+— — (( 60 kNm) - (—4 kNm) + 4 - (—3 kNm) - (60kNm—20kNm)+

2

(=20 kNm) - (=2 kNm)) +12m -3 (—20 kNm) - 2+ (2 kNm) + %ﬁ?km

m3

U

AF= 355 425 "N—“‘_ 0,0302 m.

Obrot wezla B:

?-M SSn_14x/—m

2EI

1kNm - Af= [~ Cdx+ 3, (0-(—1kNm) + 4-0- (-1 kNm) +

(—1kNm) - (—40 kNm)) + E' 2m - (60 kNm)+(-40 kNm)) (—1 kNm) +LX.om-1.

2 EI 2
(=20 kNm) - (=1 kNm) + w > AF=118,606 “N—“‘ =0,0101 = 0,5775°.
3

2.1.8. Obliczenie szukanych przemieszczen od obcigzenia temperatura

Przemieszczenie poziome wezta A:

ATy — ATp 10—5 10 °C=(=20°C) .

°C 0,26 m

1kN-Al=Y,ar- Qpu +Ypar ATy Qyu = 1,2

Nlr—‘
S
3

(—4kNm) = Al= —0, 01108 m.

Obrot wezla B:

ATy, —AT, 1,2:1075 10°C-(-20°C) 1
w p . ( ) =+ 4m-
°C 0,26 m 2

4m-(=0,25kN) = AL=—0,00548 = —0,314".

1kNm-AL=Y ar -

QM<P + Zp ar - ATO QN¢’ =

1210—5 .10°C=20°C
2

(=1kNm) +

2.1.9. Obliczenie szukanych przemieszczen od obcigzenia osiadaniem podpory

Przemieszczenie poziome wezta A:

1kN-A=—Y R¥-Ar, = —(R} - Ary + HY - Ar,) = —(0-0,02m + 1kN-0,05m) =
AL=—0,05 m.

Obroét wezla B:

1kNm-AS=—Y,RY - Ar; = —(R] - Ary + HY - Ar,) = —(0,25kN-0,02m + 0- 0,05 m) =
Ag=—0,005 = —0,286°.
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2.1.10. Schematy przemieszczen

a)

Rys. 2.9. Symulacja deformacji w ramie:
a) od wplywow mechanicznych, b) od temperatury, c) od osiadania podpor.
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2.2. KRATOWNICA

Dana jest kratownica plaska izostatyczna o schemacie i obcigzeniu  mechanicznym
i niemechanicznym jak na rysunku 2.9. Nalezy:
* Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jako$ciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.
*  Wyznaczy¢ sity osiowe w pretach wywotane zadanym obcigzeniem.
» Zaprojektowac wstepnie przekroje pretow tak by wystapity prety o przynajmniej dwéch
roznych polach przekroju poprzecznego.
* Obliczy¢ warto$ci zaznaczonych przemieszczen od obcigzenia.

W obliczeniach przyjaé:

*  Sredni wspolczynnik obcigzenia gy = 1,5,
* wytrzymato$¢ obliczeniows stali f; = 215 MPa,
* wspotczynnik sprezystosci podtuznej E = 205 GPa,

*  wspotczynnik rozszerzalno$ci termicznej ar = 0,000012 /°C.

A

X . Dane:
Ly l®@ &7 @ F F1=15KkN; F2 = 12 kN;
________ O /‘ O ~ — or. - _ or.
A=? % AT1=10°C; AT, =-20 °C;
AL1 =2 cm; AL, =-3 cm;
a'N *5 | Ari=4cm; Ar,=5cm;
ks =0,5 EA/m

%\ é N

4m

~ 8

Rys. 2.10. Schemat uktadu z obcigzeniem

2.2.1. Sprawdzenie statycznej wyznaczalnoSci i geometrycznej niezmiennosci ukladu

e Warunek ilosciowy [por. sB11: w=4,p=5,r=3
n, =2w—p—r =2-4—5—3 = 0. Uklad jest statycznie niewyznaczalny

e Warunek jakosciowy [por. sB1]: Uklad sklada si¢ z jednej tarczy (budowa trojkatna
kratownicy) potaczonej z ostojg trzema wigziami, niezbieznymi i1 nieréwnolegltymi
wigziami. Na podstawie twierdzenia o dwoch tarczach jest to uktad geometrycznie
niezmienny.
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2.2.2. Rozwiazanie kratownicy od obcigzenia danego

F,=15kN
g (\@ @ F=12kN Obliczenie reakgji:
ZX:O$—HA+F2=0$HA=121(N,
f.B») ZMA:0:>VB4‘m_F23m:O:>
Vg = 9 kN,
/HA \@ \ ZYzo:_VA_VB+F1=O$VA=6kN
% é Sita w wigzi sprezyste;j:
Vi
SF=—vy = —-9kN.
VA VB S B
4m

A &S

Rys. 2.11. Przyjete zwroty reakcji podporowych

Obliczenie wartos$ci sit osiowych sposobem rownowazenia weztow 1 kontrola rOwnan réwnowagi:

Wezet 2
F,=12kN
< N21 02 X ZX=O=>N12—F2=0=>N12=121{N,
@ ZY=O$NZB_O=O$NZB=O
NZB
v
bé
Wezet A
t YX=0=—H,+ Nyz = 0= Ny = 12kN,
N >Y=0=>-V,—N;,=0= N;, = —6KkN.
& HA f\@ NAB S \X
Va
y
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Wezet 1
ZX: 0:>N12+N13'COS(X:0:>N13 = _15kN,
F,=15kN 2Y=0= N4+ Nyp-sina+F =0=
o4 N, X 3 —6kN —15kN- 0,6 + 15 kN = 0. (kontrola)
N1A N1B

ZX=0=>—NAB—NIB'O,8=O=>

—12kN—-15kN-0,8 = O(kontrola)

X ZY:0:>_VB_NZB_N13.0!6:0:>
—9kN—-0-15kN- 0,6 = 0.

(kontrola)

N
V,=6kN V,=9kN

Rys. 2.12. Sity osiowe od obciazenia danego
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2.2.3. Rozwigzanie kratownicy od obciazenia P1=1 kN

W celu wyznaczenia przemieszczenia poziomego wezta 1, nalezy rozwigza¢ kratownice obcigzong
sitag o wartosci 1kN. Site nalezy przytozy¢ na kierunku szukanego przemieszczenia i w wezle,
w ktorym przemieszczenie jest liczone.

P,=1kN__ 5 \
i 1 Obliczenie reakgji:

w ZX:0:>—HA+P1:0:>HA:11(N,

3
ZMA:0:>VB4m_P13m:0:>

’ Vs = 0,75 kN,
2} é_* YY=0=-V,—Vz=0=V, =—0,75kN.
A
Vv Vv
e . Sita w wiezi sprezystej S& = —Vg = 0.

4m

Rys. 2.13. Przyjete zwroty reakcji podporowych

Obliczenie wartosci sit osiowych sposobem rownowazenia weztow i kontrola rownan réwnowagi:

Wezet 2
" N21 o X
@ ZX:0$N12:0!
NZB ZYZOﬁNZBZO
\ 4
y
Wezet A
ZX=O$—HA+NAB =0$NAB = 1kN,
N YY=0= -V, — N, =0= Ny, = 0,75kN.
HA @ NAB X
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Wezet 1
P=1kN ® N, L XX=0= Ny, +N;p-08+P =0= Nz =—125kN,
ZYZO:N1A+N13'O,6:0:>
N, N.g 0,75kN + (—=1,25kN) - 0,6 = 0

(kontrola),

v

ZX=O=>—NAB—NIB'O,8=0=>

—1kN - (—1,25kN)-0,8=0
(kontrola),
X ZY:O:>_VB_NZB_N13'0)6:>

—0,75kN — 0 — (=1,25kN) - 0,6 = 0

Ha=1kN

va-o,?skN TVE,:O,?SKN

Rys. 2.14. Sity osiowe 0od P1
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2.2.4. Rozwigzanie kratownicy od obcigzenia P>=1 kNm

W celu wyznaczenia kata obrotu preta 1-2 nalezy rozwigza¢ kratownice od obcigzenia
jednostkowym momentem. Moment przytozony w $rodku rozpigtosci preta nalezy zastgpic para
sit prostopadtych do tego preta i przylozonych na obu jego koncach. Warto$¢ kazdej z sit jest

rowno jednostkowemu momentowi podzielonemu przez dtugosé preta, tj. 1 KNm/4 m = 0,25 kN.

a) b)

<) 0,25kN 0,25kN
o o Q; O X

we
we

4m |

Rys. 2.15. a) uktad obcigzony momentem jednostkowym, b) Przyjete zwroty reakcji podporowych

Obliczenie reakcji:

YX=0=—H, =0,
IMy=0=Vg-4m—-%-4m=0=Vp=025kN,
YY=0=>-V,—Vz=0=V, =—0,25kN.

Sita w wiezi sprezystej S2 = —Vg = 0,25 kN.
Obliczenie warto$ci sit osiowych sposobem rownowazenia weztow i kontrola réwnan réwnowagi

Wezet 2

N 0,25kN
21 X
O YX=0= Ny, =0,

SY =02 Npp+.==0= Nyp = —025kN.

N
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Wezet A

ZXZO:_HA-I_NAB:O:}NAB:O!
ZY:0:>_VA_N1A:0:>N1A:0J25kN'

ZX=0=>N12+N13'0,8=0=>N13=O,
ZY=O$N1A+N13'O,6_4P_IZ'“=O$
0,25kN+0 - 0,6 —0,25kN =0

(kontrola),

YX=0=—N;—Np-08=0=>0-0-08=0

kontrola),
ZY=O$—VB_NZB_NIB.O'6=O$( )

—0,25KkN — (—025kN) —0-0,6 = 0.
(kontrola),

V,=-0,25kN V,=0,25kN

Rys. 2.16. Sity osiowe od P
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2.2.5. Wstepne projektowanie przekrojow pretow

Pret 1-2 i A-B
Obydwa prety sg rozciggane. Warto$¢ sity rozciggajacej w obu pretach wynosi 12kN.

Pole przekroju jest obliczane wg wzoru

Nimax - Yr
fa

At =

A+ > 12 kN'li(SN — 0,83 . 10—4 le

T 215000—
m

Przyjeto rure R30x2,6 = A = 2,24 cm? > 0,83 cm?
Pret 1-Ai 1-B

Obydwa prety sg $ciskane. Warto$¢ sity Sciskajacej jest wicksza w precie 1-B i wynosi 15 kN.
Przyjeto wspolczynnik wyboczeniowy ¢ =0,5.
Pole przekroju preta Sciskanego jest obliczane wg wzoru

Nooo |-
_>| minl Yr

A” =
fa'®

A= > |-15kN|-1,5

>—x— = 2,09 10~% m?.
215000 F'O,S

Przyjeto rure R30x2,9 = A = 2,47 cm? > 2,09 cm?.

Pret 2-B

Pret 2-B nie przenosi sity osiowej. Przyjeto dla preta 2-B rure R30x2,9 = A = 2,47 cm?.
Sztywnos¢ wiezi sprezystej

Poniewaz w warunkach zadania nie okreslono, dla ktorego preta przyjac %, mozna wybraé

dowolnie. Przyjeto % dla preta 1-B, zatem sztywnos$¢ wiezi sprezystej wynosi:

205106 N.2,47.10~* m?
. m

ks =052=05 =25317,5 =,
m m

m
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2.2.6. Obliczenie szukanego przemieszczenia
4.2.6.1. Obliczenie szukanego przemieszczenia od obciazenia mechanicznego
N1.NF 551.55 _ N2.NF 552.55'
Pl'Alez:p( EA 'L)p+Zs P PZ'AZF—Zp( EA 'L)p+25 ks
Pret EA L ks NF Nt N2 Aip Ay
¢ KN | m | kN/m | KN | kN | kN m -
1-2 45920 | 4 - 12 0 0 0 0
1-A 50 635 3 - -6 0,75 0,25 -0,00027 -0,000089
1-B 50 635 5 - -15 -1,25 0 0,00185 0
A-B 45920 | 4 - 12 1 0 0,00104 0
2-B 50 635 3 - 0 0 -0,25 0 0
WigZ spr. 253175 | -9 | -0,75 | -0,25 | 0,000027 | 0,0000089
0,0029 0

2.2.6.2. Obliczenie szukanego przemieszczenia od zmian temperatury

Py Ayp= Zp(Nl “ar AT - L)p,

Py - Ayr= Zp(Nz ~ar - ATg - L)p.

Pret ar L AT, N1 N2 Air Ayr
1/°C m °C kN kN m -
1-B 0,000012 | 5 10 -1,25 0 -0,00075 0
2-B 0,000012 | 3 -20 0 -0,25 0 0,00018
-0,00075 0,00018

2.2.6.3. Obliczenie szukanego przemieszczenia od bledow montazu

Py Ajp= Zp(Nl ) ALA)pv Py - App= Zp(NZ ’ ALA)p-

AL e N2 Ay A
Pret M kN kN m 3
1A 003 | 075 | 025 20,0225 20,0075
AB 0,02 1 0 0,02 0
20,0025 20,0075

2.2.6.4. Obliczenie szukanego przemieszczenia od osiadania podpor

Pl ! AlArz - Zr(er' ' Ar)r:

Monika Podworna,

Oznaczenie Ar N? N2 Aqpr Ay
reakcji m kN kN m -
Ha 0,05 1 0 -0,05 0
Vs 0,04 0,75 0,25 -0,03 -0,01
-0,08 -0,0475

Katarzyna Misiurek,

Pl ' AZArz _Zr(Rrg ' Ar)r-

Olga Szyfko-Bigus
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2.2.7. Schematy przemieszczen

a) b)
] O
c) d)
X N |
%;} i s é

Rys. 2.17. Symulacja deformacji kratownicy
a) od wptywow mechanicznych,
b) temperatury,
¢) bledow montazu,
d) osiadania podpor.
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3. PRZYKLADY - UKLADY STATYCZNIE NIEWYZNACZALNE

3.1. METODA SIL

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym i niemechanicznym jak na rysunku
3.1. Nalezy:

= Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jakoSciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.

= Stosujac metode sit rozwigzaé rame od zadanego obcigzenia sitami.

» Rozwigza¢ zadany uktad od obcigzen niemechanicznych dla przyjetego przekroju.

= Obliczy¢ warto$¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu oddzielnie od wszystkich

obcigzen.

2m

2m
b
L4

2El

Ar,

2m

Ar,

3m

N N

Rys. 3.1. Schemat statyczny

Dane do obliczen: F=10 kN; =4 kN/m; M=20 kNm; k¢=10 El/m; T:=10 °C; T»=-20 °C;
T3=-15 °C; T4=25 °C; Ar1=4 cm; Ar,=0,06 rad.

UWAGA: Rozwigzujac zadanie od wptywow niemechanicznych i obliczajgc przemieszczenia
nalezy przyjac, uwzgledniajgc, ze uktad sktada si¢ z pretow o sztywnosci El oraz 2EI, dwuteownik
réwnolegtoscienny IPE 160 dla pretow o sztywnosci El oraz 2 IPE 160 dla preta o sztywnosci 2ElI

Wipe 160= 108,6 cm?, l1pe 160=869,0 cm®.
El = 210000000kN/m?*869,0%10®m*=1824,9 kNm?,
ko = 10 El/m = 18249 kNm/rad .
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3.1.1. Sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci ukladu i obliczenie stopnia

statycznej niewyznaczalnoSci

e Stopien statycznej niewyznaczalnosci [por. SB1].
t=1, e=3+2=5, .
n,=e—3:t=5-3:-1=2

i

¥

e=2

Rys. 3.2. Tarcze i wigzi

e Uklad sklada si¢ z jednej tarczy polaczonej z ostoja pigcioma wieziami, wsrod ktérych
mozna wyr6zni¢ co najmniej 3 niezbiezne i nierownolegte. Jest to uktad geometrycznie

niezmienny.

3.1.2. Przyjecie ukladu podstawowego metody sil

4m

X A

Rys. 3.3. Uktad podstawowy metody sit (UPMS)
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3.1.3. Rownania kanoniczne metody sil

Roéwnania kanoniczne metody sit sg rownaniami przemieszczeniowymi. Ogdlna posta¢ uktadu

réwnan metody sit (URMS) ma postac:

Od obcigzenia mechanicznego: 851.XF + 6,X5 + 6,5 =0,
621X]1_: + 622X§ + 621:' = O

Od zmian temperatury 811 X7 + 612XY + 810+ 6814 =0,
i osiadania podpor: 81 XN + 55, XY + 8,0 + 8534 = 0.

3.1.4. Rozwigzanie ramy od obciagzenia mechanicznego

3.1.4.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obciazenia mechanicznego

4m

Rys. 3.4. Reakcje od obcigzenia sitami w uktadzie podstawowym

Obliczenie reakcji:

YX=0= Hf =-10kN,
YMp=0=> RE-3m—F-4m+q-3m-1,5m—M=0= RE=14kN,
YY=0= RE-Vf+q-3m=0= Vf=26kN.
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Obliczenie momentéw zginajacych:

M} =0,

Mf,=H-2m=—-10kN-2m = —20 kNm,

ME,=HY - 2m—M = —10kN-2m — 20 kNm = —40 kNm,

MY =H - 4m+Vf-15m-M—-—q-1,5m-0,75m=—10kN-4m+26KkN-1,5m —
20 kNm — 4 = 1,5m - 0,75 m = —25,5 kNm,

Mf,=Hf -6m+Vf-3m—-M—-—qg-3m-1,5m=—10KkN:6m + 26kN - 3 m — 20kNm
—4=X.3m-15m = —20 kNm,

Mfy=—F-2m=—10kN-2m = —20 kNm,

Mg, = Mf = 0.

Obliczenie sit tnacych:

VF = VF, = Af = —10 kN,

Vi, =H;-084+V;-06=—-10kN-0,8+26kN-0,6 =7,6KkN,

VZFl=H£-0,8+VAF-0,6—q-3m-O,6=—10kN-O,8+26kN-0,6—4kEN-Sm-O,6=O,4kN,

VL§4 = Vzﬂa =0,

Obliczenie sit osiowych:

NF = NF, = —VF = —26 kN,

NE =Hf-06-VF-08=—-10kN-0,6 —26kN-0,8 =—26,8kN,

NZFl=FI£-0,6—I7AF-0,8+q-3m-O,8=—10kN-O,6—26kN-O,8+4%-3m-0,8=
—17,2 kN,

Nf, = NIy = R = 14 kN.

Moment zginajacy w wiezi sprezystej: S;, = 0 kNm.
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2) % b)

|
—o0

L[

4
%

==

-0.0000 -0.00006—

——0-10.0000

Rys. 3.5. Wykresy sit przekrojowych od obciazenia danego:

a) MF kNm, b) VF w kN, ¢) NF w kN

3.1.4.2. Rozwiazanie ukladu podstawowego od X1=1 KNm

4m

Kz

Rys. 3.6. Reakcje od X1=1 kNm

3m

Obliczenie reakcji:
YX=0= H., =0KkN,
YMy=0= R}-3m—X,=0=R}=2kN,

YY=0= Ri-Vi=0>  VI=_KkN.

Monika Podwdrna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus
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Obliczenie momentéw zginajacych:

M} =Ml =M, = —-X, = —1kNm,

Méz = leB = M211 = 0.

Obliczenie sit tnacych:

Vi =Vi,=Hi =0,

VL =V4 =H;-08+V}-06= 0kN-0,8+§ kN - 0,6 = 0,2 kN,
Vg, =Vig =0.

Obliczenie sit osiowe:

NL, = N, = —V} = —0,3333 kN,

By = 3y = A} 06—V} - 08=0KkN- 062 kN-08 = ~02667 kN,
N}, =V} = R = 0,3333 kN.

Moment zginajacy w wigzi sprezyste;j: .S_'(}, = X; = 1kNm.

a b
) -0.0000 ) 0.0000 i 0.3333
0 1%
'5000 '9000
0.0000 0.3333
7 7]
0000 '9000
40,0000
-1.0000 &—— -0.0000

Rys. 3.7. Wykresy sit przekrojowych od Xi:
a) M* kNm, b) V* w kN, c) N* w kN
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3.1.4.3. Rozwiazanie ukladu podstawowego od X>=1 kN

A @
LY
& m
X,=1kN
® -
" Q Ve
- R2
§>&—Hi l B
@ A
Vi
3m

Rys. 3.8. Reakcje od X>=1 kN

Obliczenie reakcji:
SMy=0= R}-3m+X,-2m=0= RE=- kN,

YY=0> R}-VZ=0>  VZ=-2kN

Obliczenie momentow zginajacych:

M2, = 0 kNm,

M%, =M% =H?-2m=1kN-2m = 2 kNm,
Mzzl = MZZB :XZ ‘4m = 4'kNm,

Méz = 0.

Obliczenie sit tnacych:

72 =72, = A2 = 1kN,

V2 =V4 =H2-08+V2-06= 1kN-0,8—§kN~0,6=0,4kN,

‘7322 = VZZB = _X2 = _1 kN

Obliczenie sil osiowe:

N2 = N2, = —V2 = 0,6667 kN,

N2 =N% =H?-06—-V2-08=1kN- o,6+§ kN - 0,8 = 1,1333 kN,

N2, = V2 = R% = —0,6667 kN.
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Moment zginajacy w wigzi sprezyste;j: .S_'(f, = 0 kNm.

a) b) -1.0000
4.0000 DD -0.6667
<
>° %, 4
(4
o
0,
0, -1.0000
I
He)
(o)
%
Q
4000
-0.0000
0.0000 1.0000 6——— 0.6667

Rys. 3.9. Wykresy sit przekrojowych od X»:
a) M2 kNm, b) V2w kN, c) N> w kN

3.1.4.4. Obliczenie wspolczynnikow i wyrazow wolnych ukladu réwnan metody sil

Do obliczenia catek we wzorach podanych w p. 3.1.3 zastosowano wzory uproszczonego

catkowania (wzor Simpsona lub wzér Wereszczagina por. 1.5.2. SB2).

X1'511=E (=1kNm)-2m- (— 1kNm)+—~—~( 1kNm) -5m-= ( 1 kNm) +
1kNir(1);kNm 611 _ 2 7667 kNm

X1'512_E E 2KNm:-2m- (— 1kNrn)+— [(=1kNm) - 2kNm + 4 - (—0,5 kNm) -
3kNm + 0 - 4 kNm ]+°“‘Nm = 8, = —7,6667 N

Xy 815 = 2=+ (~1kNm) - 2+ (=20 KNm) + —= - [(~1 kNm) - (=40 kNm) + 4 - (=0,5 kNm)
(=25,5 kNm) + 0 - (=20 kNm)] + "ioﬂ 5.7 = 85,8333 o

X2-521=2i-l4kNm-2m-(—1kNm)+5—m[(—1kNm)-2kNm+4-(—o,SkNm)-3kNm+
0 -4 kNm] + "ioﬂ 8,1 = —7,6667 XN

m
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Xy 8y =—-2-2kNm-2m-2-2kNm + —= . [2kNm - 2 kNm + 4 - 3kNm - 3 kNm +
2E1 2 3 2EI-6

. 3
4kNm -4 kNm] + =~ 4kNm-4m-2-4kNm +—= = §,, = 69,3333 2
EI 2 3 1OH EI

i-l-ZkNm-Zm-g-(—ZOkNm)Jr

5m
2B 2 e L

Xy 6 =
2" O2F Ble

2KkNm - (—40kNm) + 4 - 3kNm -
(—=25,5kNm) + 4 KNm - (—20kN - m)] + % [4 kNm - (—20 kNm) + 4 - 3 kNm -

. 3
(=10 kNm) + 2kNm - 0] + =5 = &, = —468,333 1",

3.1.4.5. Szczegoélowa posta¢ ukladu réwnan metody sil i jego rozwigzanie

XE + 85,8333 _

El

KkNm?
B
KkNm3
B

kNm?
EI

3
—7,6667 <Nm

El

2,7667 XF — 76667

KNm3
EI

XF +69,3333 X5 — 468,3333

0,

XF=-17,7422, XF =4,79209.
3.1.4.6. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykresow

Rzeczywiste reakcje i1 sity przekrojowe mozna obliczy¢ rozwiazujac uktad podstawowy od
obcigzenia i obliczonych w pkt. 3.1.4.5 sit hiperstatycznych. Innym sposobem, jest obliczenie

reakcji 1 sil przekrojowych korzystajac z zasady superpozycji:

Rf =R} -XF +R?-X§ + RF,
Mf; = Mj; - X{ + M7 - X5 + M,

Vi =V -X{ + V5 X5 4V,

ij ij ij

Reakcje:

VE =V XF+VE-XE+VF =2 kN (=17,7422) + (=2 kN) - 4,7929 + 26kN =
16,8904 kN,

HY =H} - xF+ A2 - X +H =0-(—17,7422) + 1 kN - 4,7929 — 10 kN = —5,2071 kN,

RE =Rb- X[+ RE- X[ +RE =1 kN- (-17,7422) + (-2 kN) - 47929 + 14 kN =
4,8907 kN.
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Momenty zginajace:

ME =M}, - XF + M3, - X5+ MY, = (—1kNm) - (—17,7422) + 0-4,7929 + 0 =
17,7422 kNm,

MF, = (—1kNm) - (—=17,7422) + 2 kNm - 4,7929 + (—20 kNm) = 7,3280 kNm,

ME, = (—1kNm) - (—17,7422) + 2 kNm - 4,7929 + (—40 kNm) = —12,6720 kNm,

ME = (—§ kNm) - (=17,7422) + 3 kNm - 4,7929 + (=25,5 kNm) = —2,2502 kNm,

ML, =0-(—17,7422) + 4 kNm - 4,7929 + (—20 kNm) = —0,8284 kNm,
ME, =0-(—17,7422) + 0-4,7929 + 0 = OkN - m,

MI =0-(-17,7422) + 2 kNm - 4,7929 + 0 = 9,5858 kNm,

M, =0-(—17,7422) + 4 kNm - 4,7929 + (—20 kNm) = —0,8284 kNm.

Sity tnace:

Vi =V - XF+V2 - XF+VE =0-(—17,7422) + 1kN - 4,7929 + (—10kN) =
—5,2071 kN = Vf,,

Vi =02KkN-(—17,7422) + 0,4 kN - 4,7929 + 7,6 KN = 5,9687 kN,

VS =02KkN - (—17,7422) + 0,4 kN - 4,7929 + 0,4 kN = —1,2313 kN,

Vi, =0-(—17,7422) + (—1kN) - 4,7929 + 0 = —4,7929 kN = V5,

V5 =0-(—17,7422) + (—1KkN) - 4,7929 + 10 kN = 5,2071 kN = V.

Sity osiowe:

NF = NL - XF + N2, - XF + NF, = (—0,3333 kN) - (—=17,7422) + 0,6667 kN - 4,7929 +
(=26 kN) = —16,8911 kN = NF,,

NF, = (=0,2667 kN) - (—=17,7422) + 1,1333 kN - 4,7929 + (—26,8 kN) = —16,6362 kN,

NE, = (=0,2667 kN) - (—17,7422) + 1,1333 kN - 4,7929 + (—17,2 kN) = —7,0362 kN,

NE, = 0,3333 kN - (—17,7422) + (—0,6667 kN) - 4,7929 + 14 kN = 4,8911 kN = N},

Moment zginajacy w wigzi sprezystej: S5 = S - X{ = 1 kNm - (=17,7422) = —17,7422 kNm.
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a) b)

17.7422

c)

b -0.8284 5.2071 o
H 6\9
-4.7929 4.8911
s l
96&) |
s
-5.2071 -16.8911
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Rys. 3.10. wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obcigzenia mechanicznego:

a) Mw kNm, b) V w kN, ¢) N w kN
3.1.4.7. Kontrola poprawnosci rozwigzania

3.1.4.7.1. Kontrola statyczna rozwiazania

@/‘-\4 Mzs
| V;B
[
[
[
[
[
Nia |
M:A‘/\ '
@ _F’ VEZ'
'V 1a ‘_;/,
VF [ ME2
4—:1&L N2
M N

Rys. 3.11. Podzial na prety 1 wezly, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi
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Pret 1-2
My =M, —ME +VE -5m+q-3m-1,5m=-12,6720 kNm — (—0,8284 kNm) +

(-1,2313kN)-5m+4 =-3m-15m ~ 0,
SV =Vf—Vfi—q-3m-cosa=59687kN—(~1,2313kN) —4 = -3m-0,6 = 0,

= - +q-3m-sina=—16, - (=7, +4 —-3m-0,8=0.
YN =NE —NE +q-3m-si 16,6362 kN — (—7,0362 kN) 4‘:‘ 3m-0,8=0

Wezet 1

>M; = Mf, — MF, — M = 7,3280 kNm — (—12,6720 kNm) — 20 kNm = 0,

YX ==V +VE sina+ Nf, - cosa = 5,2071 kN + 5,9687 kN - 0,8 + (—16,6362 kN) -
0,6 = 0,0003 kN,

>Y =NF,—Nfsina+ V- cosa = —16,8911 kN — (—16,6362 kN) - 0,8 + 5,9687 kN -
0,6 = —0,0002 kN.

3.1.4.7.2. Kontrola kinematyczna rozwiazania

Kontrola kinematycznej dopuszczalno$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
kierunkach usunigtych lub przecigtych wigzi. Wartosci obliczonych przemieszczen musza by¢

takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia uktadu.

Mt - MF Si.SE
Pi-Aindex+z X

n

n

71 g F cl.cF
X, Ap = fMEf dx + "% = 22 [(—~1kNm) - 17,7422 kNm + 4 - (—1 kNm) -

12,5351 kNm + (—1 kNm) - 7,3280 kNm] + % [(—1 kNm) - (12,6720 kNm) + 4 -

(= 2
(—0,5 kNm) - (—2,2502 kNm) + 0] + 22 11;';‘2“‘“‘“) = Ay = 10,0010 2= ~ 0,
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3.1.5. Rozwigzanie ukladu od temperatury i osiadania podpoér
3.1.5.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od temperatury i osiadania podpoér

W uktadach statycznie wyznaczalnych obcigzenia niemechaniczne nie powodu;jg

powstawania sil przekrojowych.

3.1.5.2 Rozwigzanie ukladu podstawowego od X1=1 KNm

Jak w punkcie 3.1.4.2.

3.1.5.3. Rozwigzanie ukladu podstawowego od X2=1 kN

Jak w punkcie 3.1.4.3.

3.1.5.4. Obliczenie wyrazéw wolnych ukladu réwnan metody sil od obcigzenia temperaturg

Wyrazy wolne &t nalezy obliczy¢ wedtug wzoru

X S = Ypa ™20 i 4 ¥, adTyy:
gdzie ATw to temperatura po stronie wtokien uprzywilejowanych, AT, to temperatura po stronie
przeciwnej do wildkien uprzywilejowanych a ATo= (ATw+ATp)/2 jest tempera w osi preta
symetrycznego, h to wysoko$¢ przekroju. Do obliczen przyjmiemy: o =0.000012/°C,

hipe 160 = 0,16 M

—-15+25

ATm:[ : ]°c=5°c,

10-20

ATy 5 = [ . ] °C = —5°C,

Oy, = (=1-5-2) kNm? = —2,5 kNm?,

_ 1 2 _ 2
Dz, = ((4+2).5-2) kNm?2 = 15 kNm?,
'QleB =0,

— 1 2 _ 2
4, = (4-4-2) KNm? = 8 kNm?,
Qg = (—0,2667 - 5) kNm = —1,3335 kNm,
Qgz, = (1,1333 - 5) kNm = 5,6665 kNm,

Q1 = (0,3333 - 4) kNm = 1,3332 kNm,
gz, = (=0,6667 - 4)kN m = —2,6668 kNm.
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Xy 8ir = Ny 2R 0 + B, adTogn = 0,000012 —-%-( 2,5 kNm?) +
0,000012 - X=EC2 0 4 0,000012 - 5 °C - (—1,3335 kNm) + 0,000012 = - (=5 °C) -

1,3332kNm = 8,7 = 7,34 - 1073,

ATyy—ATp
[Zpa 7 .QMZ +ZpaATO.QN2 ] 15 °C—25 °C

X, 8yp = =0,000012 —- > ~"2%. 15 kNm? + 0,000012 — -
P, °C 0,16 m °C

10°C—(-20°C)
0,16 m

(—2,6668 kNm)] = 8,7 = —0,0265m.

-8 kNm? + 0,000012 ic 5°C - 5,6665 kNm + 0,000012 ic (=5°C) -

3.1.5.5. Obliczenie wyrazéw wolnych ukladu réwnan metody sil od osiadania podpér
Wyrazy wolne dia nalezy obliczy¢ wedlug wzoru

X; 8y = — TnRpAT,
Przemieszczenia podpory wystepuja w wezle A (obrét Arz) oraz w wezle B (pionowe Ary).

R} =S} =1kNm,

R} =52 =0,
R% = kN,
R} = -2 kN.

_ _ _ 1
X, 8y, = —Z RiAt, = —Rbdry — $pdr, = = kN - 0,04m — 1kNm - 0,06
n

= 81A =-0,0733,
Xy 8yp = =Y R2Ar, = —REAr, = — (—g kN) .0,04m = &,, = 0,0267 m.

3.1.5.6. Szczegotowa postaé ukladu rownan metody sil i jego rozwiazanie

2,7667 ™ XY — 7,6667 kNm” XY +7,3400 - 107 - 0,0733 = 0,
—7,6667 K™ XY + 69,3333 kNm> XY —0,0265 m +0,0267 m = 0.
N EI 1824,9kNm? _
be) = 0,0343 —= 2 U = 62,7098,
N El 1824,9kNm?
X2 —— = 0,0038 == = 6,9335.
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3.1.5.7. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykreséw

Reakcji 1 sit przekrojowe obliczono korzystajac z zasady superpozycji:

RN =R} - XN + R? - X¥,
Ml =M} - XY + M7 - X7,

NJ = Nj - XY + N7 - X7
Reakcje:

VN = Vi XY V7 XY =2 KN 62,7098 + (—2 kN) - 6,9335 = 16,2838 kN,
HY = A1-XV + A2 - XY = 0- 62,7098 + 1kN - 6,9335 = 6,9335 kN,
RY = Ry- XN +R3- XY =1 kN- 62,7098 + (—2 kN) - 6,9335 = 16,2838 kN.

Momenty zginajace:

MY, =ML - XN + M2, - XY = (=1 kNm) - 62,7098 + 0 - 6,9335 = —62,7098 kNm,
My, = M, - XN + M2, - XY = (=1kNm) - 62,7098 + 2 kNm - 6,9335 = —48,8515 kNm =
MN
12
MY, = ML - XN + M2, - XY = 0-62,7098 + 4 kKNm - 6,9335 = 27,7166 kNm = M2,
My, = ML, - XN + M2, - XY = 0- 62,7098 + 0 - 6,9335 = 0 kNm.

Sity tnace:

VN =VL - XN+ VL - XN =0-62,7098 + 1kN - 6,9335 = 6,9335 kN = V/}Y,,

vE =VL - XN+ VL, - XY =0,2KkN- 62,7098 + 0,4 kN - 6,9335 = 15,3136 kN = V}Y,
vy =Vh, - XN+ VL, - XV =0-62,7098 + (—1kN) - 6,9335 = —6,9335 kN = VJ\,.

Sity osiowe:

NY =Ni, - XN+ Nj, - XYV = (—0,3333 kN) - 62,7098 + 0,6667 kN - 6,9335 =
—16,2838 kN = N}V,

N, = NL - XN + NL, - X)V = (-0,2667 kN) - 62,7098 + 1,1333 kN - 6,9335 =
—8,8696 kN = NJY,

NY, = N}, - XN + N}, - XY = 0,3333 kN - 62,7098 + (—0,6667 kN) - 6,9335 =
16,2838 kN = N,

Moment zginajacy w wigzi sprezystej rotacyjnej:

S5 =S5 X = 1kNm- 62,7098 = 62,7098 kNm.
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a) b) c)
7
Q\‘?’e
27.7166 > o vy IO
() =0.
2,
S
.
(?‘5’5
s
S L $16.2838
_-62.7098 o—— L 36.9335 L 5-16.2838

Rys. 3.12. Wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obciazenia temperatura i osiadaniem podpor
a) MNw kNm, b) VN w kN, ¢) NV w kN

3.1.5.8. Kontrola poprawnosci rozwigzania

3.1.5.8.1. Kontrola statyczna rozwigzania

@

<
%;1/ k VEJB Mg‘B

\j
&1
<7

Rys. 3.13. Podzial na prety 1 wezly, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi

Pret 1-2

YM; = MY, — MY, + V) - 5m = —48,8515 kNm — 27,7166 kNm + 15,3136 kN5m = 0,
>V=VY—-vVN=153136 kN — 15,3136 kN = 0,
YN =N — NN =-8,8696 kN — (—8,8696 kN) = 0.
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Wezet 1

Y M, = MY, — MY, = —48,8515 kNm + (—48,8515 kNm) = 0,

YX=—VN+VY - sina+ NV - cosa = —6,9335 kN + 15,3136 kN - 0,8 + (—8,8696 kN) -
0,6 =0,

YY=NN—NY-sina+ VY- cosa = 16,2838 kN — (—8,8696 kN) - 0,8 + 15,3136 kN -

0,6 = —0,0000.

3.1.5.8.2. Kontrola kinematyczna rozwiazania

AT,,—ATy

mt MN
_f -

dx +zn5" i +Y,a

Qi + 3y alTo0i — Y RLAT,.

mt MN sn sy

dx + X,

ATW AT,

X1'A1N:f +2p

20 [(=1kNm) - (=62 7098kNm)+4 (=1 kNm) - (=55,7807 kNm) + (—1 kNm) -

D + X, adTog — Y. Ridr, =

6-2E1
(—48,5815 kNm)] + 22 [(—1 kNm) - (—48,8515 kNm) + 4 - (—0,5 kNm) -

6EI
(10,5675 kNm) + 0 - 27,7166 kNm] + 10627098 KM | 6 012 & - 225,
10— °C 0,16 m

m

1 10°C—(-20°C)

(—2,5 kNm?) +0,000012 - =———"=-0+0,000012 ic 5°C- (—1,3335 kNm) +

0,000012 5+ (=5 °C) - 1,3332 kNm — > kN - 0,04 m — 1 kNm - 0,06 =

KkNm?

120, 125 1825,4019 kNm?2

+7,44-1073 - 10,0733 = A,y = 0,0001.

3.1.6. Obliczenie przemieszczenia

Do wyznaczenia przemieszczen wykorzystano twierdzenie redukcyjne, ktore pozwala na to, aby
jedno z otrzymanych rozwigzan bylo w uktadzie statycznie wyznaczalnym. Poniewaz rzeczywiste
sity wewnetrzne zostaty uzyskane we wczesniejszych punktach, nalezy rozwigza¢ dowolny uktad
podstawowy od sity jednostkowej w miejscu i kierunku szukanego przemieszczenia. Gdy znane

jest rozwigzanie uktadu hiperstatycznego, przemieszczenia wyznaczane sg ze€ WZOrow:

m*- MF S¢.sE
Pa'AaF:f dx + Xn nn,
M*-M Sn st ATW —AT,
Pa ' AaN = f d + Zn + Zp p.QMa + Zp aATO N& — Zn RaAT'n
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3.1.6.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obcigzenia jednostkowego w miejscu

i Kierunku szukanego przemieszczenia

X
@
Y W
Q m
O &
£ m s
~ N
He R&
§>‘ﬁ_‘ 3
® 15q

3m

Rys. 3.14. Reakcje od Pe=1 kN'm

Obliczenie reakcji:
YM;=0= R-3m+P,=0=Rf=—-KkN,
1

YY=0=> RY{-VE=0=> V¥ = —= kN.
B A A 3

Obliczenie momentow zginajacych:

MX& = M{XA = M{lz =0,

M% = —P, = 1 kNm,

MBaZ = MZaB = 0.

Obliczenie sit tnacych:

Vii=Viy=Hi =0,

V% =V =HE-08+7F-06=0KkN-08+ (-3 kN)-06
vgz = VzaB == 0

Obliczenie sit osiowe:

N = N&, = —V% = 0,3333 kN,

) ) ) ) 1
N =Ny =Hf-06—-V7-08=0KkN-0,6— (—§ kN) -0,8 = 0,2667 kN,

Ng = V& = R% = —0,3333 kN.
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Moment zginajacy w wigzi sprezyste;j: 5’$ = 0.

a) b) c)

%7
R%0)
£,

,//

0.0000 0.3333 0—

Rys. 3.15. Wykresy sit przekrojowych od Py:
a) M*kNm, b) V¢ w kN, c) N*w kN

3.1.6.2. Przemieszczenie od obciazen silami

M- MF sn sk
Py Aip = dx + 3, _6EI[O (—12,6720 KNm) + 4 - (—0,5 kNm) -
0-(—17,7422 kKNm)
(—2,2502 kKNm) + (—1 kNm) - (—0,8284 kNm)] + o

10 —
m

kKNm?  4,4407 kNm?
A, r = 4,4407 ==
aF ’ EI 1824,9 kNmZ

= 0,0024 rad.

3.1.6.3. Przemieszczenie od zmian temperatury i osiadania podpér

a N
M%-M Snsn

dx + Y,

ATW AT,

Pa'AaN:f +2p

+—[0 (- 488515kNm)+4 (=0,5kNm) - (=10,5675 kNm) + (=1 kNm) -

6E1

—27,7166 kNm] + "“Z‘;ﬂ+0000012—-%-§- m - (—1 kNm) +

1 10°C=(=20°0) 5 4 0000012 ic 5°C-5m-0,2667 kN + 0,000012 ic

0,000012 =
°C 0,16 m

(=5°C) -4m - (—0,3333 kN) — (—§ kN) .0,04m—0-0,06 =

kN2m3

(0,0077 + 0,0133) kNm = —5,4847 1824,9 kNm?

+0,0210 kNm = A,y = 0,0180 rad,
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3.2. METODA PRZEMIESZCZEN

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu jak na rysunku 3.16. Nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakoSciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.
e Stosujac metode przemieszczen rozwigzaé rame od podanego obcigzenia mechanicznego
(obliczy¢ sity przekrojowe i sporzadzi¢ ich wykresy).
e Przeprowadzi¢ stosowne kontrole rozwigzania.
Dane do obliczen:

VL1 1 Ja F=8 kN;

§ g=4 kN/m;
M=20 KNm;
ks=8 El/m%
ko=10 EI/m.
§ )
K, JA7
) El
. F —
. S ——|&
- <7F g»
- / sina=0.6
i \dw cosa=0.8
Ks
3m 6m

Rys. 3.16. Schemat statyczny

3.2.1. Sprawdzenie geometrycznej niezmiennosci ukladu i obliczenie stopnia

statycznej niewyznaczalnoS$ci

e Stopien statycznej niewyznaczalno$ci

§ s t=1, e=2+3+1=6,
\ n,=e—3-t=6-3-1=3

Rys. 3.17. Tarcze i wigzi

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 71

e Uklad sktada si¢ z jednej tarczy polaczonej z ostojg siedmioma wigziami, wsrdd ktorych
mozna wyrdzni¢ co najmniej 3 niezbiezne i nierownolegte. Jest to uktad geometrycznie
niezmienny.

3.2.2. Obliczenie stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci ukladu

3.2.2.1. Podzial ukladu na elementy, dla ktérych dane sa wzory transformacyjne
I wyznaczenie liczby stopni swobody obrotu wezlow

RO

N szt-szt

N/ N e

A\

.

szt-szt

§ t-szt

®

-
7T @‘p@\
Ks

Rys. 3.18. Numeracja weziow i podziat na typy pretow

Z przyjetego podzialu na prety wynika, Ze:
e Dla pretow i-j stosowane beda wzory transformacyjne w postaci:

Mij = —=(ayj - @i + by - 90 = ¢y - i) + M
ij
M;; = L_U(aji “@ji + bji - @ij — i i) + M

ij

Uwzgledniajac, ze 914 = Q1¢c = Q12 = @1, P2 = P21 = P2, stwierdzono, ze liczba stopni
swobody obrotu weztow n,, = 2.

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 72

3.2.2.2. wyznaczenie liczby stopni swobody przesuwu wezlow

Do wyznaczenia liczby stopni swobody przesuwu weziéw budowany jest model przegubowy.

Nalezy:

e zwolni¢ wigzi przenoszace momenty

e pomina¢ wigzi sprezyste

e nalezy odebra¢ stopnie swobody przesuwu pretom typu wspornik, oraz pretom 0 lewym
koncem utwierdzonym a prawym utwierdzony z przesuwem poprzecznym (nalezy dodac¢ wi¢z
oznaczong linig przerywang)

Oszacowanie liczby stopni swobody
przesuwu weztow

ng=2-w—p—-r=2-9-8-8=2

gdzie: w=9 - liczba weztow modelu,
p=8 -liczba pretow w modelu,
r=8 - liczba wigzi podporowych
modelu.

Rys. 3.19. Model przegubowy

Oznacza to, ze aby uklad o weztach przegubowych byt geometrycznie niezmienny nalezy dodaé
co najmniej dwie wigzi.
Dopiero analiza kinematyczna
potwierdza, ze model przegubowy po
dodaniu 2 wigzi jest geometrycznie
niezmienny, tak wigc stopien swobody

przesuwu weztow ng = 2.

e %

Rys. 3.20. Model przegubowy po dodaniu wigzi translacyjnych
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3.2.2.3. Stopien geometrycznej niewyznaczalno$ci ukladu
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Stopiefi geometrycznej niewyznaczalno$ci uktadu wynosi:  ngz =n, +ns=2+2 = 4.

3.2.3. Uklad podstawowy metody przemieszczen

_Q-3m

2El

£
ot

1 — 8@
. El F,=F/2

| F

— ;

§ N

F'e F
=
= F =3F/4 F.=F/2

7 ﬁ@‘:)i

3m 6m

N e

Rys. 3.21. Uktad podstawowy mody przemieszczen
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3.2.4. Rozwiazanie ukladu podstawowego

3.2.4.1. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obcigzenia mechanicznego

[T T 1 la Nalezy pamietaé, ze poszczegolne
stany obcigzen rozpatrywane s3
roztacznie, to jest, ze stanowi
obcigzen danych towarzyszy
Q1= @=0=0 =0, co oznacza, ze
do  wzoréw  transformacyjnych
podstawiamy ¢ij = @ji = i = 0.

‘. :f\ %/lul M, =M Dla elementow przyjetych w punkcie
5 I 12 QS 3.1. wzory na momenty we¢zlowe
M M . . . . .
Vi e odczytujemy z tablic, pamigtajac, ze
F dla przyjetych elementow momenty
prawoskretne sg dodatnie.
L
M., Nt

Rys. 3.22. Momenty brzegowe od obciazenia zewngtrznego

0 _ _ 8= _ . B(1-3)=_
Mg, = —rFL (1-%) = —8 kN 24m 2 (1-2)=-15KkNm,
0 — _FE _giN.am.(3V o
M9, = = 8 kN 42m () 3 =-9knNm,
M{JC:%:MZLL,%ML
MZ == =228 = 4 kNm,
Mg, = - = -2550 = —4kNm,
Mg, = M, = M3; = 0.
4.5 4.0
/—15,0
_910 ‘4,0

Rys. 3.23. Wykres momentow M° w kNm.
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3.2.4.2. Pierwszy stan rotacyjny

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych  podstawiamy ¢ = @j=1,

@ = & = on =0 oraz uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzorow w
postaci:

El;
Mllj = _1_](a1j “@1j + by <Pj1),

Lyj

1 _EIlj
Mj, = rj(ajl “@j1+Dbjy - (Plj)-

Momenty weztowe wynosza:

El EI 2 EI
Mi, =r122(a12'<ﬂ12 + b1z - ¢21) =6_m(4' 1+2-0) =3m
El EI 1EI
M3, = L1122 (@z1* @21+ b1 - @12) = 5(4 ‘0+2-1) = I
El 2E1 1EI
Mi, = Ll:‘l(am'fpm"'bm'(ﬂm) = —-1-1-1-0)=-—,
El 2E1 1EI
My, = L:j (Aa1 " Qa1 +ba1 - 914) = m(‘L 0-1-1) = b
El El 3El
Mic = —L11CC (a1c - @ic +bic - @c) =B 14+3-0) =-—,

Mc, =0, Mzp = Mz, = 0.

Sita w wiezi sprezystej: S(},l = kf cP = 10%- 1=10 %

0,6

0,5 =

0,6667

0,333

-0,5
Rys. 3.24. Wykres momentow M* w El/m.
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3.2.4.3. Drugi stan rotacyjny

W tym stanie obcigzenia do wzorow transformacyjnych podstawiamy ¢@» = ¢»j =1,

o= =0n1=0 oraz uwzglgdniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wiec ze wzorow
W postaci:

El,;
M22j = ﬁ(“z;‘ "2+ byj - <sz),

El,;
My, = KZJJ (aj2 - @2 + bz - 02).

Momenty brzegowe wynosza:

El El 2 El

M3 =r122(a21'§021+b21'§012) =—4-1+2-0) =2~

El El 1EI

Mz, =7122(a12-(p12 +hiz @) =—(4-0+2-1) =2—,
2 Elip 2EI EI
M3p = Lip (azp * @25 + bag - Pp2) =E(4'1+2'0) = 2;,
2 Elp; 2EI EI
Mg, = e (apz * @p2 + bpa * P25) =m(4-0+2 ‘1) = 1;,

Sita w wiezi sprezystej:
EI
Sz =k{ @, = 10—-0=0.

0,6667

0,3333 2,0

=

Rys. 3.25. Wykres momentow M? w EI/m.

1,0

3.2.4.4. Pierwszy stan translacyjny

W tym stanie do wzoréw transformacyjnych podstawiamy: ¢1 = @ = o = 0 oraz uwzglgdniamy
brak obcigzenia danego, katy obrotu cigciw pretow yjj okreslone po wymuszeniu przemieszczenia
o1 = 1. Korzystamy wiec ze wzor6w w postaci:

El;;j El:;
l LL] 13} lpl]’ Ji Ll] Ji ll)l]

W celu wyznaczenia szukanych katow obrotu cigciw pretow rozpatrywany jest przegubowy model
uktady z dodanymi wigzami translacyjnymi oraz wymuszane jest przesuni¢cie o wartosci 1 w
miejscu i na kierunku dodanej wi¢zi I. Aby wyznaczy¢ szukane przemieszczenia oraz katy obrotu
cigciw pretow sporzadzany jest biegunowy plan przesunie¢ obroconych (BPPO) [por. sBi1].
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12
y
F;
F F, F
@ 02 2S E
2|\\ F 1%,20,A
N
\ ™ o)
\ = >
\ !
\
F
F \\ F (i—’] >
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;t‘ | B=B=B AB.C,1,2,B8

Rys. 3.26. a) plan przemieszczen obroconych (°7) i mozliwych (rzeczywistych °), b) BPPO.

Wartosci wzajemnych przesunie¢ koncéw pretow wynosza:

Ay =—|2"B"| = —g (,,=” poniewaz obrot preta nastgpil w lewo),
A=+ | 1 C| =+ g (,,+” poniewaz obrot preta nastgpit w prawo),
A, =11"2"| =0,

A, =1"a"| =o.

al.
Katy obrotow cieciw wynoszg (! ;= ﬁ)3
i

Py =fm_ 3 _ L
L,p 4m 3m
1 5
Wl _Mc_ 3 _ 1
1€~ ¢ 5m 3m’
1/){A =¢{2 =0,

Momenty weztowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia & wynosza:

I I Elp ! 2E 1\ _ 4 EI
MZB_MBZ__LZB 23'1/123——_4m'6' “3m) = tme
Elsc I El 1 1 EI
M. = Cic* =—— 3 —==—--=
1c Le  ‘ic Yic = m 3m 5 m2’
Elyc I EI 1
M} — “Cc1 =——0-—=0
c1 Lc  cc1 Yic = m am ,
I — gl —ml — ml —
Miy =My, = Mi; = My, = 0.
Przesunigcia w miejscach sit rownowaznych:
% o1 _ % of _ I — _ % o _ I —
61 —_ 5, 52 —_ g, 63 —_ O, 64_ —_ _E, 65 —_ _1, 66 —_ O.
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. ;. . . . .. 1 _
Zmiana dlugo$ci wiezi sprezyste;: AL, =0

Sita w wiezi sprezystej translacyjnej: S5 = ke - ALy, = 8% 0=0

1,0

1,0
Rys. 3.27. Wykres momentéw M'w EI/m?,

3.2.4.5. Drugi stan translacyjny

W tym stanie do wzoréw transformacyjnych podstawiamy: ¢1 = ¢» = &1 = 0, katy obrotu cigciw
pretow ij okreslone po wymuszeniu przemieszczenia o = 1 oraz uwzglgdniamy brak obciazenia
danego. Korzystamy wigc ze wzorOw w postaci:

El;;

MIT = Y ol MI = Y. .yl
ij Lij ij lpl}’ ji Lij ji ji

W celu wyznaczenia szukanych katéw obrotu cigciw pretow rozpatrywany jest przegubowy model
uktady z dodanymi wigzami translacyjnymi oraz wymuszane jest przesuni¢cie o wartosci 1 w
miejscu 1 na kierunku dodanej wigzi 1. Aby wyznaczy¢ szukane przemieszczenia oraz katy obrotu
cieciw pretow sporzadzany jest biegunowy plan przesunie¢ obroconych (BPPO) [por. sB1].

Rys. 3.28. a) plan przemieszczen obroconych (“7) i mozliwych (rzeczywistych ), b) BPPO
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Wartosci wzaj emnych przesunig¢ koncoéOw pretow wynosza:

AL =—172" = - (,,-” poniewaz obrot preta nastapil w lewo) ,
Al = —|2 B | = _E (,,-” poniewaz obrot preta nastapit w lewo),
4y =[1"A"| =0,

Al =|1"c’| =o.

AU
Katy obrotow cigciw wynosza (]] = U)

11 _
11 413 5 _ 2
127 1, 6m 15m’
11 =
n _ 4B _ "5 _ 3
2B 25 4m 20 m’
=Pic =
Momenty weztowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia & wynosza:
Ely, I EI 2 2 EI
ML = pl = 22 =2 . (=)=
12 21 L, 12 712 6m 15m 15 m2’
Elzp I 2EI 3 9 EI
ML = MU = — S Com - — L (3 )=
2B B2 LZB 2B V2B 4m 20m 20 m2’
_ gl _ —
M{y = M}, = = M = 0.

Przesunigcia w miejscach sit rtownowaznych:
sit=0, &l =0, 8 == sl=0, s/ =0, sl =0.
Zmiana dhugosci wiezi sprezystej: AL s =L

Sita w wiezi sprezystej: S} = kg -ALZ‘S =8 % 1=8 %

01333
01333 L—" 045

0,45
Rys. 3.29. Wykres momentéw M' w El/m2.
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3.2.5. Uklad réwnan kanonicznych metody przemieszczen i jego rozwiazanie
3.2.5.1. Posta¢é ogolna ukladu rownan

ki1 @1+ kip - @2+ kyp - 6+ kapg - 8y + k1o = 0,
ka1 - @1+ kaa - @p + kop - 65+ kopp - 8+ kyp = 0,
kip @1 +kp-@a+k -6 +kp g6y +k=0,
kiy - @1+ kyz @2+ ky -6+ kyp g 6y + ko = 0.

3.2.5.2. Obliczenie wspotczynnikow ukladu rownan

El 53 EI
ki =X Mij +k{ = My + Mi, + Mic + kf = (0,6667 + 0,5+ 0,6 +10) — = —— =

11,7667 2.
m

kiy = Xy MZ = ME, + M2, + M7, = (0,3333 40+ 0)— = 0,3333 -,

1 EI EI

2 EI El
kip = XM = M{ + M{} + Mip = = —=+0+0=01333 —,
kio = XjMy; = Mf, + MY, + M{; = 0 — 15 kNm + 4,5 kNm = —10,5 kNm,

ka1 = X;M3; = M}, + M3y = (0,3333 +0) — = 0,3333 =,

koo = X M3+ = M3+ ME; +k§ = (3+2+0) 2 =22 = 26667 2,
EI EI
kZI:ZjMéj:Mél‘FMéB=0+1F=1F,
_ I _ agqll I _ 2 EI 9 EI 7 EI _ EI
kZII_Zjsz—Mu"‘MZB—EF'F%E—EF—O,SSBSF,

koo = X MZ; — MS = M3y + M35 — (—M) = [0 + 4 — (—=20)] kNm = 24 kNm,

kin = = Yo (Ml + Mi)wi; = —(Miy + M3)Yi, — (Mi, + Mi)Yls — (Mic + MEDYlc —
1 1l EI EI EI EI EI
(Mg + M, ks = — (0,6667 =+ 03333 2)-0— (0,5 2 - 0,5 2) -0 (0,6 = +0)-
1

——(0+0)-(-7-)=-02 =,
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ki, = _Zij(Mizj + ]\4]21)1/){] = —(M7, + MZ)Yi, — (M7, + MZDYi4 — (Mic + ME)Pic —
EI EI 1
(M25 + M3, ks = — (0,3333 2+ 0,6667 =) 0= (0—0)- 0— (0+0) - 7= —

EI EI 1 EI
(15+20) (-50)=1m
ki = —Zij(Min + M]'Ii)l/){j + X kS - ALl - AL, = —(M{; + My )i, — (Mis + Mj )i, —

(Mic + Me)Pic — (Mg + Mgz )Pz + ks - ALy - AL, = —(0+0)-0—-(0—0)-0—
1 EI 1 EI El 1 EIl El
(-:5+0) —-(13+12) (-=)+8Z-0-0=07333 =,

5 m2 3m

ki == Xg(M{]+ M) + X35 kS - AL - ALY, = —(M{5 + MJDw1, — (M1} +
MiDYia — (MiL + MEDY e — (M35 + M5 + kg - AL, - ALY, =

2 EI 2 EI 9 EI 9 EI 1

(ot ) 0-0-00-(-0+0) 0~ (F5+5) (-55) +8 5

15 m?2 15 m?2

0-1=03 =,
m

kio = _Zij(Mioj +Mﬁ)¢{j —XpPp - 6p = —(M2, + M Y1, — (M2 + M3 Y1, —
(Mfc+Mg1)1/){c—(M203+M§2)‘/)£B_P1'5:{_P2'5£—P3‘5§—P4'511—P5'5é
P6-55=—(0+0)-0—(—15kNm—9kNm)-0—(0+4,51<Nm)-3im—
(4kNm—4kNm)-(—i)—ékN-f—ZkN-f—szN-0—4kN-(—f)—6kN-
3m 3 3 3

(=1) —6kN-0 = —0,8333 kN,

kin = — X (MY + MR)Yl] = —(Mi, + M3, )il — (M, + Mi )iy — (M + MEDYI —
1 1 Y\l — El BN (2 \_ EL_ EIN . o —
(Mg + M, )ty = = (0,6667 =+ 03333 =) - (- =) = (052~ 05 2) -0

3 2 EI

(06 5+0)-0-0+0):(~575) = 5 75=0.1333 5

ki = = i (M7 + ME)YIT = —(ME, + M3 )i, — (M2, + MZ)Y1 — (MEc + MZ)Wi —
2 2 I _ EI EI 4
(M25 + ME,) Pl = —(0,3333 2 + 0,6667 E) : (— M) —(0—=0)-0—(0+0)-0—
EI EI 3 EI
(1n+25) (~55)=05833 55
ki = = Xii(M{; + M{)Wil + k€ - ALY - AL, = —(M{y + My )wih — (M, + M )i —
4

(Mic + MEDPL: — (Mg + MYl + ks - ALY - ALk = =(0+0) - (—2—) —

0-0)-0-(-32+0)-0—(15+1 =) (-5=)+8-1-0=03 —,
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ki == XM+ MW+ X k8- 88 68 = —(Mih + MPDY, — (MY + MEDYY, —
2 EIl 2 EI 4
(M1t + MEDYT — (ME5 + MDY + kS st st = — (_ —+t= _) : (__) -

15 m?2 15 m?2 30m
9 EI 9 EI

20 m2 | 20 m?2

(0—=0)-0—(0+0)-0— ( ) ( 20m)+8— 1-1=81705 —,

kIIo = Zl](MO + Mo)lp ZP PP ' 61{’1 = —(Mfz + Mgl)lpilz - (MfA + MX1)1/){{4
(M + M2DYTe — (M3p + MR, Y3y — Py - 81 — Py - 85' — P3 - 83 — Py - 84/ — Ps - 68" —
Py 81 =—(0+0)- (——)—( 15 kNm — 9 kNm) - 0 — (0 + 4,5 kNm) - 0 —

30
(4KkNm — 4kNm) - (—==) —6kN-0—2kN-0—4kN-2—4KkN-0— 6kN -0 —
20 m 5

6 kN -0 =-2,4kN.

3.2.5.3. Szczegolowa postaé ukladu rownan metody sil i jego rozwiazanie
El EI EI EI

11,7667 = - ¢; + 03333 =- 9, — 0,2 = & +0,1333 = - §; — 10,5 kNm = 0,
0,3333 = @1 +2,66671 —- g, + 1 E—’z :8; 40,5833 — - §; + 24 kNm = 0,
—0,2 5 @1+ 1 -, +0,7333 -6, + 0,3 —- 5;; — 0,8333 kN = 0,

0,1333 ;- @1 + 0,5833 — - ¢, + 0,3 - & +8,1705 —- 8 — 2,4 kN = 0.

kNm kNm

¢, = 1,9538 @, = —20,2854

kNm

3
§ =29,0682 - §; =0,6428

3.2.6. Obliczenie wartosci sil przekrojowych i sporzadzenie wykresow
3.2.6.1. Obliczenie momentéw brzegowych i sit w wieziach sprezystych

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac z zasady superpozycji na podstawie wzoru:

Mi; =M} - @1+ ME - @y + Ml - 8+ Ml - 8, + MP,

Momenty brzegowe:
2

1 2 1 11 o El kNm
M12 :Mlz '(pl+M12'(p2+M12'61+M12'6”+M12 :06667 _19538

+

kN m3 kNm?3

KN m? +01333— 0,6428 ==+ 0 =

40,3333 %( 20,2854
—53736 kNm,

)+ 0 - 29,0682
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KkNm?
My = M, - (Pl + M3, - @y + M3,y - 6+ M, - 8y
06667 = - (~20,2854 “X) + 0 29,0682 T 4., 1333 £ .0,6428 v +0=
—12,7866 kNm,

M1A=M]]:A.(p1+M]?A (p2+M{A61+M{f4 611+MfA=05 19538kN_m+0

( 202854““—‘“)+0 29,0682 kN—m+0 0,6428 kN—m+( 15 kNm) =

—14,0231KkN - m,

MAlejl'(pl-l_M/%l (p2+M£161+ ” 6H+M£1 05 19538kN_m+0

( 20,2854 N0 )+0 29,0682 kN—m+0 0,6428 kN—m+( 9 kNm) =
29,9769 kNm.

MlC_Mlc <p1+M1C (p2+Mlc 51+M1C 6”+M1C:O6 19538 kN_m_l_O

—20.2854 M) 4 (Z0,2 ELY . 29 0682 kN—m +0-0, 6428 “N—m +4,5kNm =
m2
—0,1414 kN m,

MC1=M31'¢1+M51 (p2+M(I:16I+M 6II+MC1_0 19538kN_m+0

( 20,2854 kNm)+o 290682 N 4 0. 06428 N 4 o=,

Mg = Mg - 01+ M2 - 0y + Ml - 8, + MIL - 8, + M2 = 0 - 19538kN—m+2—
( 20,2854 kNm)+1— 29 0682 Nm* +045— 0,6428 v me + 4kNm =
—72134 kNm,

MBZ_MBZ (p1+MBZ ¢2+MBZ 61+MBZ 611+MBZ_0 19538 +1;
( 20,2854 kN—m)+1— 29,0682 kN—m+045— 0,6428 v m +( 4 kNm) =
5,0720 kKNm,

Moment zginajacy w wigzi spquystej :

kNm? kNm?

Sp =Sk, @1 +53, - =10 =-19538 +0- ( 20,2854 ) = 19,538 kNm,

Ss=SL-8,+SU.5,=0-29,0682 kN—“‘+8— 06428kN—m—51426kN
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3.2.6.2. Obliczenie sil osiowych i tnacych oraz sporzadzenie wykreséow

Strona 84

N1c V12 V21 M
e >,
V1§\\— N“/ \N?ﬂ Ny
— @ /N, $ Mz{ M, ‘@
Via \j\ M. YV, 6m \V21 V(—YM B2
N,, 28
Ng
Nia N
BT .
Pl (1N—> Ve
= > < MZB
¥ ? x
e—— N
®| v Es P
w7 N
M X[ e
N, \
N N B2

Rys. 3.30. Podziat na prety i wezty, dla ktorych sprawdzono po 3 warunki rownowagi

Pret 1-2
Y M, = My, + My, + Vyy - 6m = —5,3736 kKNm + (—12,7866 kNm) + V,, - 6 m = 0 =

V,, = 3,0267 kN,
YV =V, —Vyy = Vi — 3,0267 kN = 0 = V,, = 3,0267 kN,
2N =Nj; —Nyy = 0= Nyp = Ny

Pret 1-A

YV=-V,+F=-V,+8kN=0=V,, =8KkN,

YMy=Myy +Mig+Viy-4m—F-1m=-99769 KkNm + (—14,0231 kNm) +
SkKN-4m—8kN-1m =0,
2N =Ny —Nig =0= Ny = Ny
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Pret 1-C

S Mc =M +Vic-5m+q-3m-15m=—0,1414kNm + Vjc - 5m+4-—~-3m- 1,5 m =
0=V, = —3,5717 kN,

ZMl=Mlc+VCl-5m—q-3m-cosa=—0,1414kN+VCl-5m—4%-3m-1,5m=0:>
Ve = 3,6283 kN,

ZN=Nlc—NCl+q-3m-cosa=N1C—NCl+4%-3m-0,8=0:>N51=N1C+9,6kN.

Pret 2-B

Y My = Mg, + Myg + Vg - 4m + F - 2m = 5,0720 kKNm + (=7,2134 kNm) + V,p - 4 m +
8KN-2m = 0 = V,p = —3,4647 kN,

YV =V,p—Vgy + F = —3,4647 kN — Vg, + 8 kN = 0 = Vy, = 4,5354 kN,

2N = Ng; — Nogp = 0= N = Npgy,

Wezet 2

XM, =My, + Myp + M = (—12,7866 KNm) + (—7,2134kNm) + 24 kN - m = 0,
2. X =V,5+ Nyy = —3,4647 KN + N,; = 0 = N,; = 3,4647 kN,

2.Y =V, — Ny =3,0267 KN — N, = 0 = N, = 3,0267 kN.

Z trzeciego réwnania dla preta 2-B: N, = Ny = 3,0267 kN.
Z trzeciego réwnania dla preta 1-2: Ny, = N,y = 3,4647 kN.

Wezet 1
XMy =My + My + My + S, =(—53736 kNm) + (—14,0231 kNm) + (—0,1414 kNm) +
19,538 kNm = —0,0001,
2 X =N;y —Vig+ Vi sina — Ny * cosa = 3,4647 KN — 8 kKN + (—3,5717 kN) - 0,8 — Ny *
0,6 =0= Ny =—12,3211 kN,
XY =V, + Nyy — Vic - cosa — Ny¢ - sina = 3,0267 kN + N; 4, — (—3,5717kN) - 0,6 —
(-12,3211kN)-0,8 =0 = N,, = —15,0267 kN.

Z trzeciego rownania dla preta 1-A: Nyy = Nyy = Ny = —15,0267 kN.
Z trzeciego rownania dla preta 1-C: Ny = Ny + 9,6 KN = —12,3211 kN + 9,6 kN =
—2,7211 kN.

Obliczenie momentdw zginajacych:
Mzgin,12 = M;; = —5,3736 kNm,
M,gin21 = —My; = 12,7866 KNm,
M,gin1a = —M14 = 14,0231 KNm,
M,gina1 = Mgy = —9,9769 KNm,
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Mzgin,lc = _M]_C = 0,1414 kNm,
MZgin,Cl = —M¢ =0,

M, gin2p = Myp = —7,2134 kNm,
M ginp2 = —Mp, = —5,0720 kNm,

1,5m KN
Mzgin'4= —VCl-2,5m+q-1,5m-T= —3,6283KkN-2,5m+ 4 E-l,Sm-O,75m=
—4,5708 kKNm,
Mzgin,s = MZB'ng +V,p-2m=—-7,2134 KNm — 3,4647 kN - 2Zm = —14,1428 KNm.
a)
OR 3
,vé ™
0
-7,2134
™
b:\
o 14,0231
S
~ -14,1428
o
99769 (" |
- -9,9769 ‘
50720
b)
Q;b
N
g S
5 8,0 =
' 2 -3,4647
A
/\’\
2%
45354 -3,4647
8,0
= 4.5354
c)
N
'],’\
A
-15,0267 3,0267
~
~ <
N ‘j? <
l\@:b'l o~ | 1)
-18 N2R7 J3.0267

Rys. 3.31. Wykres a) momentéw zginajacych M w KNm, b) sit tnagcych V w kN, c) sit osiowych N w kN
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3.2.7. Kontrola rozwiazania

3.2.7.1. Kontrola statyczna rozwiazania

e v

R
I \ry
s >

= <
i M
vIVi k7
7 k(p
El
=
N
| _ F |-
L —2 W
£ N N
i s [P
= e
’ Vadl YM,
R
Nay
3m 6m

Rys. 3.32. Przyjete zwroty reakcji podporowych

Obliczenie reakcji:

Ray = —N,y = 15,0267 kN,

My, = My, = —9,9769 kKNm,

M; = —-S, = —19,538 kNm,

Rpy = —Vg, = —4,5354 kN,

Rgy = —Np, = —3,0267 kN,

My = Mg, = 5,0720 kNm,

Rey = Veq - coso— Ngy - sina = 3,6283 kN - 0,8 — (=2,7211 kN) - 0,6 = 4,5353 kN,

Globalne rownania rownowagi:
>2X=Rgy+Ngy —F+F =—45354KkN + 4,5354 kN + 8kN — 8 kN = 0,

S Y =Ry, + Rgy — q - 3m = 15,0267 kN — 3,0267 kN — 43 m = 0,

XMp =M +My+Mp+Ryy-6m+Rc,8m—q-3m-75m+F-2m—F-1m—-M =
—19,538 kNm — 9,9769 kNm + 5,0720 kNm + 15,0267 kN - 6 m + 4,5353 kN -
8m—4="-3m-7,5m+8kN-2m—8kN-1m —20 kNm = 0,0003.
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3.2.7.2. Kontrola kinematyczna rozwigzania

Kontrola kinematycznej dopuszczalno$ci rozwigzania polega na sprawdzeniu zgodnosci
przemieszczen ukladu rozwigzanego z przemieszczeniami rzeczywistymi w miejscach i na
kierunkach przecigtych wigzi. W tym celu dobierany jest uktad podstawowy metody sit. Warto$ci
obliczonych przemieszczen musza by¢ takie, jakie wynikaja ze sposobu podparcia uktadu.
Poniewaz dany ukltad jest pieciokrotnie statycznie niewyznaczalny dobrano uktad podstawowy

przecinajac pie¢ wiezi podporowych.

Przemieszczenia obliczane sg za pomocg wzoru:

Mt - MF Si.SE
Pi'AiF:dex-i_z X
n
n

X,
—_

4m

Tm

im

. &

3m 6m

Rys. 3.33. Uktad podstawowy metody sit bez obcigzenia danego
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« Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej X1=1 KN

a) b)

X
—

4

Z

Rys. 3.34. a) Uktad podstawowy metody sit obcigzony sitg jednostkowg X1=1 kN,

4,0

4,0

b) wykres momentéw zginajacych M® w kN-m.

Sita w wigzi sprezystej: S5 = 1-0,6 = 0,6.

mt-mF dx + 3 Sish em
EI LO 6-El

X1 ) AlF = f [4‘ kNm - (_5,3736 kNm) +4-4 kNm -

3,7065 kNm + 4 m - 12,7866 kNm] + % [4KkNm - (—7,2134kNm) + 4 - 5 kNm -
(—10,6781 kNm) + 6 kNm - (—14,1428 kNm)] + % [6 KNm - (—14,1428 kNm) + 4 -
7 kNm - (—9,6074 kNm) + 8 kNm - (—5,0720 kNm)] + % [0-0+4-2KkNm -

(—4,5708 KNm) + 4 kNm - (=0,1414 kNm)] + 22257258 = 4, = 0,

m3

« Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej X2=1 kNm

m? -mF S2.sF
dx + Y 2neon
EI Zn kn

Xz'A2F=f = Ar =0,

. Przemieszczenie w miejscu i kierunku sity jednostkowej X3=1 kN

M3 'MF S_3SF
X3'A3F:f El dx+2nrll€_nn$A3F:O,
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3.3.  POROWNANIE ROZWIAZAN: METODA SIL. I METODA
PRZEMIESZCZEN

Dana jest rama ptaska o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku 3.35. Nalezy:
= Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakosciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu.
= Stosujac metodg sit oraz metodg przemieszczen rozwigza¢ rame od zadanego

obcigzenia sitami.

= Obliczy¢ warto$¢ przemieszczenia w zaznaczonym miejscu

T T 1 T Ja=skum
4

#

2El
5
& M=20kNm
_4EL
4m 4m k5_4 m’

N N N\

Rys. 3.35. Schemat statyczny

3.3.1. Sprawdzenie warunku iloSciowego i jakoSciowego geometrycznej

niezmiennos$ci ukladu

e Warunek ilosciowy: t =1,e =342 =5,
n,=e—3-t=>5—3=2>0 Uklad jest dwukrotnie statycznie niewyznaczalny

Rys. 3.36. Tarcze i wigzi

e Warunek jakos$ciowy: Uktad sklada si¢ z jednej tarczy potaczonej z ostoja pigcioma
wigziami, wsrod ktorych mozna wyrdzni¢ co najmniej 3 niezbiezne i1 nierownolegle. Jest

to uktad geometrycznie niezmienny.
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3.3.2. Rozwigzanie ramy z wykorzystaniem metody sil.

3.3.2.1. Przyjecie ukladu podstawowego metody sil

CT 1T T Ja=sium

-
2El
® @

&
Y
L Lx
4m

Rys. 3.37. Uktad podstawowy Metody Sit.

Posta¢ ogolna uktadu rownan kanonicznych metody sit

611'X1+612'X2+61F =0,
621'X1+622'X2+62F= 0.

3.3.2.2. Rozwiazanie ukladu podstawowego od obciazenia danego

Mit v 4 & 4 49=5KN/m
HAa

Hlhye \

3m
—_—
A
>

4m

Rys. 3.38. Schemat uktadu podstawowego od obcigzenia sitami
Obliczenie reakcji
YX=0= Hf = 0 kN,
YY=0=> -Ri+gq-4m=0> RY = 20 kN,
YM,=0=> M/ —20kNm+q-4m-2m=0= MY = —20 kNm.

Sita w wiezi sprezystej: S§ = 0.

Monika Podworna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli

Obliczenie momentéw zginajacych
ML = MF =M = 20 kNm,
MY =M-q-2m-1m=20kNm—5 kN/m - 2m - 1m = 10 kNm,
M§ = —20 kNm.
-20

=) 10

i
<0

20
Rys. 3.39. Wykres momentow zginajacych MF.

3.3.2.3. Rozwigzanie UPMS od X; = 1 kN

HLK;IA N
4

2E| D ™
@ N\
£ R1 ‘\\\
Y ) >
X
7 ! > N ———>
4m 4m

L N

Rys. 3.40. Schemat uktadu podstawowego od obcigzenia X; = 1kN

Wyznaczenie reakcji podporowych

YX=0= H}+1kN = 0kN, = H} = —1kN,
YY=0= RI=0,

YMy,=0= M}—1kN-3m=0=> M} = 3 kNm.

Sita w wiezi sprezystej: S5 = 0.
Obliczenie momentow zginajacych

M} =0,
M} =M} =M}=X,-3m=3kNm.
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Rys. 3.41. Wykres momentow zginajacych od X; = 1 kN.

3.3.2.4. Rozwigzanie ukladu podstawowego od X, = 1kN

Ha/ N
A  —— e —————— ﬁ 77777777 N

® NG OA .

Y b

| X
1 X,=1kN
J X,=1kN

4m 4m

* e \

Rys. 3.42. Schemat uktadu podstawowego od obcigzenia X, = 1kN

Wyznaczenie reakcji podporowych

YX=0= H?=0KkN,

YY=0= R;}+1kN=0= R}=-1kN,
YM;,=0=> M;—1kN-8m=0= M} =8kNm.

Sita w wiezi sprezystej: S = —1 kN

Obliczenie momentow zginajacych

M2 =X, 6m=6kNm,
M2 = X, -8 m = 8 kNm.

Rys. 3.43. Wykresy momentow zginajgcych w uktadzie podstawowym od X, = 1 kN.
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3.3.2.5. Obliczenie wspoélczynnikow i wyrazow wolnych URMS

3
X, 64 =—-3kNm-4m-3kNm+—-~-3kNm-5m-2-3kNm = §;; = 3 o
2EI ElI 2 3 EI

1 4m

X1-81, = 5= == (8KNm-3kNm + 4 - 6 kNm - 3 KNm + 4 kNm - 3kNm) +— -~ 4 kNm -

3
5m§3kNm $612:56I{NE—I;1:821,

1

X2-622=E-4Tm-((8kNm)2+4-(6kNm)2+(4kNm)2)+%-%-4kNm-5m-§-

4kNm+%'E_(,3‘1km = &, = 101,583

Xy 81p = ==+ 2%+ (20 kNm - 3kNm + 4 - 10 kNm - 3 kNm + 20 kNm - 3 kNm) +— -~

5m-3kNm - 20 kNm = 8;5 = 190 X2,

Xy 8 = - ==+ (20 kKNm - 8kNm + 4 - 10 kNm - 6 kNm + 20 kNm - 4 kNm) + - -
kNm?3

5m-4kNm-20 kNm = &, = 253,333 ——.

3.3.2.6. Szczegolowa posta¢ URMS i jego rozwiazanie

3 3 3
3 M. ¥, 456 M. x, + 190 KX —
EI EI El

kNm?3 kNm?3 KkNm?3

56 — - X; + 101,583 — - X, + 253,333 = 0.
EI EI El
X, = —23,649
X, =10,543
3.3.2.7. Wyznaczenie rzeczywistych sil przekrojowych
Mat_+ b 4 b }a=5kN/m
/ HACj\ 777777777
2E|
® ® @
=
@ TRA M=20kNm
Y
X N\ _XF>-23,649KN
®+1 X,=10,543kN
1 X
L 4m L 4m .

Rys. 3.44. Schemat uktadu podstawowego wraz z obcigzeniem i sitami hiperstatycznymi
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Obliczenie reakcji
YX=0 =H,+X, =0kN=H,=23,649 kN,
YY=0 =>—-R,+q-4m—X,=0=R, =9,456 kN,

ZMA:0:>MA—20kNm+%-4m-2m—X1-3m+X2-8m=0:>MA=—6,601kNm.

Sita w wiezi sprezystej: S = —X, = —10,543 kN.

Obliczenie momentdw zginajacych

Mg = M = 20 kNm,

M; =20kNm - X; -3m+ X,-4m = —8,775 kNm,

M, = 20kNm—X1-3m+X2-6m—5k;N-2m-1m=2,312kNm,
M, = —6,601 kNm.

Obliczenie sit tnacych

Ty = T1g = X, - cosa + X; - sina = 5,755 kN,

Tipg =20kNm —X;-3m+X,-4m = —8,775 kNm,
Tia = —X, = 10,543 kN,

T, =R, =9,456 kN.

Obliczenie sit osiowych
Ng = N;p = =X, -sina — X; - cosa = —25,2457 kN,
NA = NlA = _HA = —23,64‘95 kN

O]

-10,5435

Rys. 3.45. Wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od obciazenia mechanicznego
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3.3.3. Rozwigzanie ramy z wykorzystaniem Metody Przemieszczen
3.3.3.1. Obliczenie stopnia geometrycznej niezmiennos$ci ukladu

a) Podziat uktadu na elementy, dla ktorych dane sg wzory transformacyjne 1 wyznaczenie

liczby stopni swobody obrotu weztow n,,

szt. szt.
| |
| |
1 (pAzoj ' 6‘&(
2E| @
® ¢,70
£
™ <\\/ ,Q
X
| v E @70
4m 4m

~ S \

Rys. 3.46. Numeracja weziow i podziat na typy pretow
Z przyjetego podziatu na prety wynika, ze:

2E1 , El )
My :m(‘L'fﬂAl+2'<P1A—6'1/)A1)+MA1 :m(z'(plA_6'¢A1)+MA1

2E1 . EI )

MlA:m(4'(p1A+2'¢A1_6°¢1A)+M1A:%(4'¢1A_6'¢1A)+M1A

El . EI )

MlB:m(3'§013+0°§031_3'lplB)-l'MBl:m(3'(p13_3'¢13)+MlB
Mp, =0

Uwzgledniajac, ze 14 = @15 = @1, stwierdzono, ze liczba stopni swobody obrotu weztow n, = 1.
a) Wyznaczenie liczby stopni swobody przesuwu weztow

A

(1) 0 | (2)

6___ -

@) 4)

A

|

|

|

|

|

|
v

Rys. 3.47. Model przegubowy
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Oszacowanie ng = 2w — p —r, gdzie: w = 4 (liczba weztdéw modelu), p = 3 (liczba pretow
w modelu), r = 4 (liczba wig¢zi podporowych modelu)
ng=2-4—-3-4=1
Oznacza to, ze aby uktad o weztach przegubowych byt geometrycznie niezmienny nalezy dodaé

co najmniej jedng wiez.

(1) ()

Rys. 3.48. Model przegubowy po dodaniu wigzi translacyjnych

Analiza kinematyczna potwierdza, ze model przegubowy po dodaniu 1 wiezi jest geometrycznie
niezmienny, tak wigc stopien swobody przesuwu weziow ng = 1.

b) Stopieh geometrycznej niewyznaczalno$ci uktadu

Stopien geometrycznej niewyznaczalnosci uktadu wynosi:
ng=n,+ns=1+1=2.

3.3.3.2. Przyjecie ukladu podstawowego metody przemieszczen

l l l l l l q=5kNm Posta¢ ogolna uktadu réwnan
kanonicznych MP:

4

z 2El @

® kii-@1+ky-6;,+kio=0

5 k-1 +ky-6+ko=0
M=20kNm
X
k=45
4m 4m

Rys. 3.49. Uktad podstawowy Metody Przemieszczen (UPMP)
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3.3.3.3. Rozwigzanie ukladu podstawowego od obcigzenia danego

Nalezy pamigta¢, ze poszczegdlne stany obcigzen rozpatrywane sg roziacznie.
W analizowanym przypadku zaktadamy, ze ¢, = &; = 0.

0
M1B

bt 4 4 4 b pO=5kN/m
Mas

A4 2
G@ @@
A

4m

0
4m MB1
S A -4

Rys. 3.50. Momenty brzegowe od obcigzenia zewngtrznego

2

. 2
MY = -4 = _SINmOM _ 62 yNm, -62
12 12 3
2 . 2
M10A =£= 5kN/m-(4 m) — 63 kNm,
12 12 3
Ml = -2 = -2 = —10 kNm,
Mg, =0

Rys. 3.51. Wykres momentow brzegowych

3.3.3.4. Rozwiazanie UPMP od stanu rotacyjnego ¢, = 1

W tym stanie obcigzenia do wzordéw transformacyjnych podstawiamy ¢, =1, &, =0 oraz
uwzgledniamy brak obcigzenia danego. Korzystamy wigc ze wzoré6w w postaci:

EIl EI o TREEE
Mjl:ﬁ(21_60)=1z’ I’//
2El
EI EI @
M%Azﬁ(41_60)=2;!
EI 3 EI
M%B:§(3'1—3'0)=§;,

ML, = 0.
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0.6

Rys. 3.52. Wykres momentéw M w %

3.3.3.5. Rozwiazanie UPMP od stanu translacyjnego &; = 1

Do wzorow transformacyjnych podstawiamy §; = 1,

Strona 99

@1 =0 oraz uwzgledniamy brak

obcigzenia danego. Katy obrotu cigciw pretow 1;; okreSlone po wymuszeniu przemieszczenia

6; = 1 w migjscu i na kierunku dodanej wigzi translacyjne;j .

[
|OA=A

I:A" 1 N

Rys. 3.53. a) plan przemieszczen obroconych (°7) i mozliwych (rzeczywistych ), b) BPPO.

Warto$ci wzajemnych przesunigé koncow pretdw wynosza:

BBPO

AL, = —]1"A"| = —1 (., poniewaz obrét preta nastapit w lewo),

Al =0.

Al
Katy obrotow cigciw wynoszg (]; = #):
ij

I
I _ %4 _ -
¢1A T L4 am 1l’lB 0.

Momenty weztowe w uktadzie podstawowym od przemieszczenia §; wynosza:

1 3 EI
o-(-5) =32
4m 4 m?

EI El

M}u = M{A :2_(—6'1/),{11) = -

m 2m

Ml =ML =0.
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Przesunigcia w miejscach sit rownowaznych:

6}31 = 0, 6[1>2 = _1, 6[I>3 = O.

0.75

0.75

Rys. 3.54. Wykres momentéw M! w —=.
m

3.3.3.6. Obliczenie wspotczynnikow ukladu réwnan

_ 1 o _ 1 1 @ _ o EI 3 EI _ EIl
k11 _Z]Mlj-l_kl —M1A+M13+k1 —2%"";%""0—2,6;,

3 EI EI
ki =X;M{j =Mi,+Mip=5—-+0=075—,

kio = X M, = M{, + M{y = 6= kNm — 10 kNm = —3 -kNm,

EI EI
ki = _Zij(Milj + M]ll)l/’{J = —(Mis + MiDYi, — (Mip + Mg Yip = — (25 + 15) .
1 3 EI EI 3 EI
(-r) - Goron) 0=35 =tk

ki = _Zij(Min + Min)I/ij + X kS ALIka 'ALIk5 = —(Mi, + Mj)ia — (Mig + Mp)ip +

3 EI 3 EI 1 EI EI
2RI (- ) -0-0)-0+42.1-1=43752,

4m?2  4m?2

1 )
ks - AL, - AL, = —(

ko = = Xi;(M{; + M3)Yi; = Xp Pp - 8p = —(My + M2)Yi, — (MP + M3 )Yip — Py - 61 —
I I _ 2 2 1
P,- 8} — Py -8l = —(—65 kNm + 62 kNm)-(—m)—(—lokNm+0)-0—
10 kN -0 — 10 kN - (=1) — 20 kNm - 0 = 10 kN.

3.3.3.6. Szczegolowa posta¢c URMP i jego rozwiazanie

EI EI 1
2,6;'(,014'0,75?'51 — 33 kNm =10
El El
0,75W (O} + 4,375$ 61 +10kN =0

2 3
K & = —2,6358 =
EI EI

@1 = 2,0424
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3.3.3.7. Obliczenie wartosci sil przekrojowych

a) Momenty brzegowe

Strona 101

Momenty brzegowe okreslamy korzystajac ze wzorow transformacyjnych dla kazdego z pretow.

EI EI kNm? 1
MAlZE(2'¢1A_6'¢1{11'61)+M£1=m<2'2;04‘24 Erln —6'(—m)'
3
(—25358km"))——63an1=-—a6&1anL
El 3
EI EI kNm? 1
MlA:m(4'(p1A_6'lp{A'61)+M10A:ﬁ<4'2,0424 E:n —6'(—m)'
(—25358k”m3>-F63anp:8J75anu
El 3
2
Mip=2-(3- @15 — 3Pl 6) + MG = %(3 12,0424 -3 0- (—2,6358

10 kNm = —8,775 kNm,

MBl - 0

a) Sily tnace i sily osiowe

kNm3)
EI

Brzegowe sity tnagce 1 osiowe wyznaczamy z roOwnan rOwnowagi pretow 1 weztow przy

wyznaczonych juz momentach brzegowych z uwzglednieniem obcigzenia zewnetrznego na

elementach.
N,
T T T T s W]
A1 M1A
Ny \_® 2l @> Nm\

Monika Podworna,

3m

Katarzyna Misiurek,

G,
x/// e

Y

%

&

Rys. 3.55. Podziat uktadu na prety 1 wezly
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Pret A-1

Y M, =MA1+M1A+VA1-4m—5k;N-4m-2m= [—6,601 + 8,775 + 4 - V;; — 40] kNm =
0=V, = 9,456 kN,

YY =V, —Vy +5k;N-4m = [Vy4 — 9,456 + 20] kN = 0 = V,, = —10,544 kN,

XX =Nyg— Ny =0 Nyy = Ny;.

Pret 1-B

Y2Mg =Mg+ Mg +Vi5-5m—20kNm =[-87754+0+5 V5 —20] kNm =0 = V5 =
5,755 kN,

YY =~V + Vg, = [=5,755 + Vg, ] kKN = 0 = Vyy = 5,755 kN,

2. X =Np; — Nip = 0= Nyp = Np;.

Wezet nr 1

XYY =—-Vi4+Vp-cosa+ Nyp-sina = [—(—10,544) + 5,755-0,8 + N;5 - 0,6] kN =0 =
N,y = —25,247 kN = N,

Y X = —Nj4+ Nyg-cosa — Vg - sina = [-Ny4 + (—25,247) - 0,8 — 5,755-0,6] kN = 0 =
Ny, = —23,651 kN = Ny,

d) Momenty zginajace:
Mzgin,Al = MlA = —6,601 kNm,

Mzgin,lA = _MlA = —8,775 kNm,
Mzgin,lB = M13 = —8,775 kNm,
M,ginp1 = Mgy + M = 20 KNm,

Myginz = My + Vay -2 m — 5‘%‘-2m ‘1m = 2,311 kNm.
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-10,544

-23,651

Rys. 3.56. Wykresy rzeczywistych sit przekrojowych

3.3.3.8. Wyznaczenie reakcji podporowych

Reakcje podporowe wyznaczamy na podstawie obliczonych sit przekrojowych.

Ry =V, = 9,456 kN,

H, = —H,; = 23,651 kN,

My = Mygin a1 = —6,601 kNm,

Rz = —Vg, - cosa—Np, * sina = [-5,755 - 0,8 — (—25,247) - 0,6] kN = 10,544 kN,

Hy = Vg, - sina—Np, - cosa = [—5,755 - 0,8 — (—25,247) - 0,6] kN = 23,650 kN .
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3.3.4. Wyznaczenie szukanego przemieszczenia

3.3.4.1. Obliczenie przemieszczenia z wykorzystaniem Metody Sil

3m

®

A £ N

4m 4m

Rys. 3.57. Uktad statycznie wyznaczalny z obcigzeniem jednostkowym P, = 1kNm

Obliczenie reakcji podporowych

>»X=0= H=0kN,

»Y=0= RY=0kN,

YMy=0= M?—1kNm=0= M =1kNm.

Obliczenie momentdw zginajacych
My =M = M? = M = 1kNm,

1 ® var

7

Rys. 3.58. Wykresy momentéw zginajacych w uktadzie podstawowym od obcigzenia danego

me-mMF SP.sE 1 4m
LkNm-4, = [~——dx +Z”T = 57(1 - (—6,601 kNm) + 4 -1 kNm -
2,312 kNm + 1 kNm - (=8,775 kNm)) + %57’”(1 kNm - (=8,775 kNm) + 4 -1 kNm -
— (— 2
COTTELID I + 1 keNm - 20 kNm ) + 225750 = 4, = 26,0198 -
-
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3.3.4.2. Obliczenie przemieszczenia z wykorzystaniem Metody Przemieszczen

M1B

3m

M=20kNm

4m

Rys. 3.59. Pret 1-B jako typ preta sztywno sztywnego

Przyjeto zmieniony typ preta 1-B, dla ktérego znany jest rzeczywisty

2 3
<pl=2,0424kNE—rIn oraz  przemieszczenie  liniowe 6,=—2,6358k1\;11n

z wykorzystaniem metody przemieszczen. Znany jest rowniez moment
M;g = —8,775 kNm.

Dla zmienionego typu preta 1-B wzor transformacyjny przyjmuje postac:

El
Mg :§(4'<P1B+2‘(PB1—6‘1/)1B)+M31:

2 2
(42,0424 = =)
5m

42 gy — 6+ 02,0424 =) = —8,775 kNm,

2
2-@p; = —43,875kNm — 8,1696 kNm = ¢p; = —26,0223 kNE_‘;‘

(znak ,,-”” informuje, ze obrdt nastgpit w lewa strong).
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4. PRZYKLEADY - LINIE WPLYWU

41. RAMA

Dla uktadu ramowego izostatycznego o schemacie jak na rysunku 4.1. nalezy sporzadzi¢ linie wptywu

zaznaczonych 3 wielkosci statycznych metodg statyczng i kinematyczna.

a LW M,iLWV,

Wiy

4m L 4m 4m 4m

N S A\

Rys. 4.1 Schemat statyczny ramy
4.1.1. Metoda statyczna
4.1.1.1. Sporzadzenie linii wplywu V4

Linia wptywu bedzie sktadata si¢ dwoch odcinkéw prostych co odpowiada dwoém tarczom, z
ktorych zbudowany jest uktad ramowy. Dla kazdej z tarcz przyktadane sa dwie sity jednostkowe
w punktach charakterystycznych (rys. 4.2). Dla kazdego potozenia sity jednostkowej obliczana
jest (oddzielny przypadek) szukana wielko$¢ statyczna.

Potozenie 2
lP=1kN
77777777 r\iiiiiiiiiiiiiiiii\ \
. _Polozenie3 3
N
\\lP=1kN
—
4m 4am 4m 4m

N ~ ~ N

Rys. 4.2. Ustawienie sity jednostkowej
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Polozenie 1:
YMg=0=>V,-20m—1KkN-20m =V, = 1KN.

Polozenie 2:

YMp=0=V,-20m—1kN-12m =V, = kN.

Polozenie 3:
ZMB=O:>VA'20m=0=>VA=O

a
PR EY SEET L e e .
© a
N
3
4m 4m L 4m L 4m
LW V,[-]

/

3
1 —_5/——"—

Rys. 4.3. Lina wplywy LWVa

4.1.1.2. Sporzadzenie linii wplywu M,

Linia wptywu bedzie skladata si¢ trzech odcinkéw prostych co odpowiada trzem tarczom,
z ktorych zbudowany jest uktad ramowy. Dla kazdej z tarcz przyktadane sg dwie sity jednostkowe
w punktach charakterystycznych (rys. 4.4). Dla kazdego potozenia sity jednostkowej obliczana
jest (oddzielny przypadek) szukana wielkos¢ statyczna.
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Potozenie 2 Polezenics
= P=1kN
Pl
e ol o~ - - g ******** \
@ a
> B
Potozenie 1 -, .. Polozenie 4 3
/
P:WNJ‘/ \\lPﬂkN
® '
7T
)[VA 4m L 4m { 4m L 4m L 4m

Rys. 4.4. Ustawienie sity jednostkowej

Potozenie 1.

XYM =0=1V, =1KkN,

YML=0=H, =0,
My=V,-12m—Hy;-4m—1kN-12m=> M, = 0.

Polozenie 2:

ZMB=0=>VA=§1<N,
ZMlC=O=»VA-8m—HA-4m=O=>§kN-8m—HA-4m=0=>HA=§kN,
Ma=VA-12m—HA-3m—1kN-4m=§kN-12m—§kN-3m—1kN-4m=>

M, = -2 kNm.

Polozenie 3:

Y Mg =0=V,=2kN,

SME=0=V, 8m—Hy-4m=0=>-kN-8m—H,-4m=0=H, == kN,
Ma=VA-12m—HA-4m=§kN-12m—§kN-4m=>Ma=§ kNm.
Potozenie 4:

ZMB=O$VA=01

YML=0=H, =0,
M, =0.
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Wi

8
5

LW M_[m]

.8
3

Rys. 4.5. Lina wptywy LWMsw m
4.1.1.3. Sporzadzenie linii wplywu V.

Linia wptywu bedzie sktadata si¢ trzech odcinkow prostych co odpowiada trzem tarczom,
z ktorych zbudowany jest uktad ramowy. Dla kazdej z tarcz przyktadane sa dwie sity jednostkowe
w punktach charakterystycznych (rys. 4.6). Dla kazdego potozenia sity jednostkowej obliczana

jest (oddzielny przypadek) szukana wielko$¢ statyczna.

Potozenie 2 Eplozdnio’s
» P=1kN
lP—1kN a l
77777777 077777777§77777777\ .
@ a
X
. . Potozenie 4 5
O lP=1kN
P=1kN P=1kN
~
;
4m 4m 4m 4m

\ N ~ N

Rys. 4.6. Ustawienie sity jednostkowej
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Polozenie 1:
YMp=0=1V, =1KkN,

V,=V,—1kN=V, =0.

Polozenie 2:

ZMB=0=>VA=§1<N,

3
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Vu=Vy—1kN=2KN—-1kN=V,=—: kN,

Potozenie 3a:
ZMB=0=>VA=§1<N,

2

Vu=Vy—1kN,=2kN—1kN =V, =2 kN.

Polozenie 3b:

Y Mg =0=V,=2kN,
Vu=Va=Vo=2kN.
Polozenie 4:
ZMB=O$VA=O,
V,=V, =2V,=0.
a
y - - N - < 777777777 N
O 7
© a
5
4m { 4m L 4m L 4m

B
s 10— w V.

- & 5
5

Rys. 4.7. Lina wpltywy LWV,
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4.1.2. Metoda kinematyczna
4.1.2.1. Sporzadzenie linii wplywu V4

Przecinamy wi¢z odpowiadajaca reakcji Va zastgpujac ja sita skupiong (rys. 4.8a). Uktad
statycznie wyznaczalny zostal zamieniony na mechanizm (uktad o jednym stopniu swobody).
Wyznaczamy srodki obrotu tarcz migdzy soba a fundamentem. Srodek obrotu tarczy 1 i 0
wyznaczamy wykorzystujac fakt, ze tacznikami miedzy tarczami 1 i 0 sg tarcze 2 i 3 (znane sa
srodki obrotow (3,0), (3,1), (1,2) i (2,0)). W zapisie skrotowym:(120) = (1,0) [por. sB1].
Rysujemy poziomg lini¢ odniesienia, ktora odpowiada terczy 0 (rys. 4.8b). Rzutujemy na nig
$rodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0), (3,0). Nadajemy obroét jednej z tarcz (wybrano
tarcze nr 2) i rysujemy prostg odpowiadajgca obrotowi tej tarczy przechodzaca przez srodek obrotu
(2,0). Aby narysowac prostg odpowiadajaca obrotowi tarczy 1 rzutujemy na prosta odpowiadajaca
obrotowi tarczy 2 biegun chwilowego obrotu (1,2). Rysujemy prostg przechodzaca przez (1,0)
i (1,2) co odpowiada obrotowi tarczy 1.

Rysujemy odcinki prostych odpowiadajacych torowi przemieszczania si¢ sily jednostkowej, tj.
odcinek migdzy srodkami obrotu (1,3) a (1,2) oraz (1,2) a (2,0). Otrzymalismy wykres, ktory ma
ksztalt szukanej linii wptywu reakcji Va (jest to wykres przesunig¢ toru sity jednostkowej, ktorego
rzednymi sg rzuty przesuni¢¢ poszczego6lnych punktow na kierunek sity jednostkowe;j).

Aby okresli¢ rzedne i znaki linii wplywu zapisujemy roéwnanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowej. W rozpatrywanym przypadku sitg jednostkowa zostata
ustawiona w punkcie (1,3). Pracg¢ wykonuje sita jednostkowa P oraz reakcja Va na
przemieszczeniu 9.

Rys. 4.8. a) Mechanizm odpowiadajacy wielkosci reakcji Va b) Lina wptywy LW Va
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Roéwnanie prac przygotowanych:
V- 6+P-§=0=>V,=1kN.
4.1.2.2. Sporzadzenie linii wplywu M,

Przecinamy wi¢z odpowiadajacg momentowi M (wstawiamy przegub w przekroju «) i zastepujac
ja momentami (rys. 4.9a). Uklad statycznie wyznaczalny zostal zamieniony na mechanizm.
Wyznaczamy $rodki obrotu tarcz migdzy soba a fundamentem. Srodek obrotu tarczy (1,0) oraz
(3,0) sa znane. Wiemy, gdzie znajduja si¢ srodki obrotu (1,2) oraz (2,3). Wyznaczamy $rodek
obrotu (2,0) wykorzystujac fakt, ze tgcznikami migdzy tarczami 2 i 0 sg tarcze 1 i 3, w zapisie
skrotowym: (210) = (2,0) (por. sB1].

Rysujemy poziomg lini¢ odniesienia, ktora odpowiada terczy 0 (rys. 4.9b). Rzutujemy na nig
srodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0), (3,0). Nadajemy obrot jednej z tarcz (wybrano
tarcze 1) 1 rysujemy prosta odpowiadajacg obrotowi tej tarczy przechodzaca przez $rodek obrotu
(1,0) o dowolny kat. Aby narysowac prosta odpowiadajgca obrotowi tarczy 2, rzutujemy na prosta
odpowiadajacg obrotowi tarczy 1 biegun chwilowego obrotu (1,2). Rysujemy prostg przechodzaca
przez (2,0) i (1,2) co odpowiada obrotowi tarczy 2. Nastgpnie, aby narysowac prostg
odpowiadajacg obrotowi tarczy 3, rzutujemy na prosta odpowiadajaca obrotowi tarczy 2 biegun
chwilowego obrotu (2,3). Rysujemy prostg przechodzacg przez (2,3) i (3,0) co odpowiada
obrotowi tarczy 3.

Rysujemy odcinki prostych odpowiadajacych torowi przemieszczania si¢ sity jednostkowe;j, tj.
odcinek miedzy srodkami obrotu (1,0) a (1,2), (1,2) a (2,3) oraz (2,3) a (3,0). Otrzymalismy
wykres, ktory ma ksztalt szukanej linii wptywu reakcji Mq (jest to wykres przesunigé toru sity
jednostkowej, ktorego rzgdnymi sa rzuty przesunig¢ poszczegolnych punktéw na kierunek sity
jednostkowej).

Aby okresli¢ rzedne 1 znaki linii wplywu zapisujemy rdéwnanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowej. W rozpatrywanym przypadku sita jednostkowa zostata
ustawiona w punkcie (2,3). Prace wykonuja momenty M. na kontach obrotu ¢, i ¢z oraz sita
jednostkowa P na przesunigciu punktu jej przytozenia 9.
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Rys. 4.9. a) Mechanizm odpowiadajacy wielkosci reakcji My b) Lina wptywy LW Mg

Roéwnanie prac przygotowanych:

Ma'(p2+Ma'(p3_P'6=0,

My —+My-———P-§=0>M,=:m.

v

4.1.2.2. Sporzadzenie linii wplywu V,

Przecinamy wiez W przekroju « odpowiadajaca sile tnacej (wstawiamy tyzwe w przekroju «)
i zastepujemy ja sitami Vo (rys. 4.10a). Uklad statycznie wyznaczalny zostal zamieniony na
mechanizm. Wyznaczamy srodki obrotu tarcz miedzy sobg a fundamentem. Srodek obrotu tarczy
(1,0) oraz (3,0) sg znane. Wiemy, gdzie znajdujg sie¢ $rodki obrotu (1,2). Wyznaczamy $rodek
chwilowego obrotu tarcz (2,3) z wykorzystaniem twierdzenia o trzech tarczach (lezy on w
nieskonczonosci na prostej prostopadtej do kierunku dziatania sity tnacej). Wyznaczamy $rodek
obrotu (2,0) wykorzystujac fakt, ze tacznikami migdzy tarczami 2 i 0 sg tarcze 1 1 3, w zapisie
skrotowym:(230) = (2,0) [por. sB1].

Rysujemy pozioma lini¢ odniesienia, ktora odpowiada terczy O (rys. 4.10b). Rzutujemy na nig
srodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0), (3,0). Nadajemy obrot jednej z tarcz (wybrano
tarcze nr 1) 1 rysujemy prosta odpowiadajacag obrotowi tej tarczy przechodzaca przez §rodek obrotu
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(1,0) o dowolny kat. Aby narysowac prostg odpowiadajgca obrotowi tarczy 2, rzutujemy na prosta
odpowiadajgcg obrotowi tarczy 1 biegun chwilowego obrotu (1,2). Rysujemy prostg przechodzaca
przez (2,0) i (1,2) co odpowiada obrotowi tarczy 2 ((2,0) i (1,2) leza na prostej odpowiadajace;j
obrotowi tarczy 1, stad obrét tarcz i 1 2 jest o ten sam kat). Nastgpnie, rysujemy prosta rownolegla
do prostej 2, ale przechodzaca przez $rodek obrotu (3,0) (proste 2 i 3 sg wzgledem siebie
rownolegle, poniewaz ich punkt wspdlny lezy w nieskonczonosci)

Rysujemy odcinki prostych odpowiadajacych torowi przemieszczania si¢ sily jednostkowej, tj.
odcinek miedzy srodkami obrotu (1,0) a (1,2) na prostej 1, (1,2) a « na prostej 2, oraz miedzy « a
(3,0) na prostej 3. Otrzymalismy wykres, ktory ma ksztalt szukanej linii wptywu reakcji Vo (jest
to wykres przesunig¢ toru sity jednostkowej, ktorego rzednymi sg rzuty przesunigé
poszczegblnych punktow na kierunek sity jednostkowej).

Aby okresli¢ rzedne i1 znaki linii wplywu zapisujemy roéwnanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowej. W rozpatrywanym przypadku sita jednostkowa zostata
ustawiona w nieskonczenie blisko przekroju « na tarczy 2. Prace wykonuja sity Ve« na przesunigciu

& | & oraz sila jednostkowa P na przesunigciu punktu jej przytozenia 0.

Rys. 4.10. a) Mechanizm odpowiadajacy wielkosci reakcji Vo b) Lina wplywy LW V.

Roéwnanie prac przygotowanych:
Va'62+Va'63+P'62 :0,

P

8
o P2 = g P2 = 93, stad:

gdzie: ¢, =

Vi 834V =8+ P8, =02V, =—3.
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4.2. KRATOWNICA

Dla kratownicy ptaskiej 0 schemacie jak na rysunku 4.11. nalezy sporzadzi¢ linie wptywu zaznaczonych
trzech wielkosci statycznych metoda statyczng i kinematyczna.

4dm

3m 3m 3m 3m

~ N N N \

Rys. 4.11. Schemat statyczny kratownicy

4.2.1. Metoda statyczna

4.2.1.1. Sporzadzenie linii wplywu sily N,

Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 3 Potozenie 4
P=1kN P=1kN P=1kN P=1kN
__________ ©f & 4
T Q O O, o8 O
£ o

3m 3m 3m 3m

Rys. 4.12. Ustawienie sily jednostkowe;j

Potozenie 1:
X

<—I—>—> >2Yc=0=N, =0.
N,

!

y

Potozenie 2:
X

<—I—>—> >Yc=0=N, =0.
N,

{

y
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Potozenie 3:
lp:m YYc=0=N,+1 =0 N, =—1.

N, -~
\LV

Polozenie 4:

<—I—>—> 2Yc=0=>N, =0.
N,

{

y
Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 3 Potozenie 4
P=1kN © P=1kN P=1kN P=1kN
o o——o——— o———— o
£ O

3m 3m 3m 3m

Rys. 4.13. Lina wptywy LWN,

4.2.1.2. Sporzadzenie linii wplywu sily Ng

Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 4
P=1kN
P=1kN @ P=1kN
v o v~ v
# C\ O) O " r)

4m

3m 3m 3m 3m

~ ~ 5 N \

Rys. 4.14. Ustawienie sity jednostkowe;j
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Polozenie 1:

©
T 5 YM,=0=Rg-12m—1-0m=0= Ry = 0,

\ SME=0=N;-4m—Rz-6m=0= Ng=0.

\

4m

3m 3m

Polozenie 2:

YMp=0=Rp-12m—1-6m=0= Ry = kN,

YME=0=N;-4m—Rz-6m=0=
c f; B

§ Np-4m—-kN-6m=0=
2
3
| % szsz
Potozenie 3:
© P=1kN
A N ¥ YMy=0=>Rz-12m—-1-12m=0= Ry = 1,
A YME=0=>Ng-4m—Rg-6m+P-6m=0=
. \ Ng-4m—1kN-6m+1kN-6m=0=

3m 3m
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Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 4
P=1kN Pé“‘N P=1kN
v o v~ v
P Q O O e '®)

4m

3m 3m 3m 3m

+ 0 LWN,

o

Rys. 3.15. Lina wptywy LWNg

4.2.1.3. Sporzadzenie linii wplywu silty N,

Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 3 Potozenie 4
P=1kN P=1kN P=1kN P=1kN
v _ _ _ _ NV_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ Vo _ N
f Q O ®, O O

4m

3m 3m 3m 3m

Rys. 4.16. Ustawienie sity jednostkowej

Polozenie 1:

4m

YMa=0=Rz-12m—1-0m=0= R, =0,
 ZY=0= N, cosp+Rs=0= N, =0.
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Polozenie 2:

ZMA=O$RB-12m—1-3m=O=>RB=%,
©
. Q- - =0= " COS® + =0= =+-=0=
XY=0=N, coso+Rz=0=N,-=+-=0
\ 5 4
\ 5
N NYZ_E'
g xN,
Ve
TR,
L 3m L 3m I
l'y
Polozenie 3:
@ P=1kN ,
~ Q-—-<—0 YMp=0=Rp-12m—-1kN-9m=0=Rp =7,
\
\ YY=0=N, coso+Rz—1=0=
s <Ny Ny s4+2-1=0=N, ==
v/
TR,
3m 3m

Polozenie 4:

ooy EMa=0=Rs 12m—1-12m=0= Ry = 1,
© \ 4
¢ a-- ) ZYz0:>Ny-coscp+RB—1=0=>Ny-§+1—1
N =0=>N,
\
E N,
X

3m 3m
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Potozenie 1 Potozenie 2 Potozenie 3 Potozenie 4
P=1kN P=1kN P=1kN P=1kN
‘ 5""_\,"_67‘ _____ o—— O
Y
E
<
®

9.
16

Rys. 4.17. Lina wptywy LWN,

4.2.2. Metoda kinematyczna
4.2.2.1. Sporzadzenie linii wplywu N,

Pr¢t o zastepujemy sitami No. Grupujemy prety tworzgce tarcze, numerujemy je (rys. 4.18a),
opisujemy srodki obrotu tarcz wzgledem siebie i wzgledem ostoi. Srodek obrotu tarczy (1,0) oraz
(5,0) sa znane. Wiemy tez, gdzie znajduja si¢ srodki obrotu (1,2), (1,3), (3,4), (4.2). Wyznaczamy
srodek chwilowego obrotu tarcz (2,0) wykorzystujac fakt, ze tacznikami migdzy tarczami 2 1 0 sa
tarcze 1i 5 zapisie skrotowym: (210) = (2,0). Wyznaczamy $rodek chwilowego obrotu tarcz (2,3)
wykorzystujac fakt, ze tgcznikami miedzy tarczami 2 i 3 sg tarcze 1 i 4, W zapisie skrétowym:
(213) = (2,3). Wyznaczamy $rodek chwilowego obrotu tarcz (3,0) wykorzystujac fakt, ze
tacznikami miedzy tarczami 3 i 0 sg tarcze 1 i 2, W zapisie skrotowym: (310) = (3,0).
Wyznaczamy srodek chwilowego obrotu tarcz (4,0) wykorzystujac fakt, ze lacznikami migdzy
tarczami 4 i 0 sg tarcze 2 i 3, W zapisie skrotowym: (420) = (4,0) [por. sB1].

Rysujemy pozioma lini¢ odniesienia, ktora odpowiada terczy 0 (rys. 4.18b). Rzutujemy na nig
srodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0), (3,0) i (4,0)). Nadajemy obrét jednej z tarcz
(wybrano tarczg¢ 3) i rysujemy prosta odpowiadajaca obrotowi tej tarczy przechodzaca przez
srodek obrotu (3,0) o dowolny kat. Aby narysowac prosta odpowiadajaca obrotowi tarczy 1,
rzutujemy na prostg odpowiadajacg obrotowi tarczy 3 biegun chwilowego obrotu (1,3). Rysujemy
prosta przechodzaca przez (1,0) i (1,3) co odpowiada obrotowi tarczy 1 ((1,0) i (1,3) lezg na proste;j
odpowiadajacej obrotowi tarczy 0, stad wniosek, ze tarcza 1 jest nieruchoma). Aby narysowac
prosta odpowiadajaca obrotowi tarczy 4, rzutujemy na prosta odpowiadajaca obrotowi tarczy 3
biegun chwilowego obrotu (3,4). Rysujemy prostg przechodzaca przez (4,0) i (3,4) co odpowiada
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obrotowi tarczy 4. Aby narysowaé prostg odpowiadajacg obrotowi tarczy 2, rzutujemy na prostg
odpowiadajacg obrotowi tarczy 1 biegun chwilowego obrotu (1,2). Rysujemy prostg przechodzaca
przez (2,0) i (1,2) co odpowiada obrotowi tarczy 2 ((2,0) i (1,2) leza na prostej odpowiadajace;j
obrotowi tarczy 0, stad wniosek, ze tarcza 2 jest nieruchoma).

Rysujemy odcinki prostych odpowiadajgcych torowi przemieszczania si¢ sity jednostkowej, tj.
odcinek mi¢dzy srodkami obrotu (1,0) a (1,3) na prostej 1, (1,3) a (3,4) na prostej 3, oraz mi¢dzy
(3,4) a (4,0) na prostej 4. OtrzymaliSmy wykres, ktory ma ksztalt szukanej linii wptywu
reakcji Ne .

Aby okresli¢ rzedne i1 znaki linii wpltywu zapisujemy rownanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowej. W rozpatrywanym przypadku silg jednostkowa zostata
ustawiona w punkcie (3,4). Pracg wykonuja sity No dziatajgca na tarczy 3 na przesuni¢ciu 6 oraz
N« dziatajaca na tarczy 1 na przesunigciu zerowym oraz sila jednostkowa P na przesunigciu
punktu jej przyltozenia, tj. .

(1,3)

(3.0) LP:1 kN

4m

3m

Rys. 4.18. a) Mechanizm odpowiadajacy wielkosci reakcji N b) Lina wplywy LWNg[—]

Rownanie prac przygotowanych
Ny-6+P-6§=0=>N,=—-1kN.
4.2.2.2. Sporzadzenie linii wplywu Ng

Pret S zastepujemy sitami Np. Grupujemy prety tworzace tarcze, numerujemy je (rys. 4.19a),
opisujemy $rodki obrotu tarcz wzgledem siebie i wzgledem ostoi. Srodek obrotu tarczy (1,0) oraz
(3,0) sa znane. Wiemy tez, gdzie znajduja si¢ Srodki obrotu (1,2), (2,3), (3,0). Wyznaczamy $rodek
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chwilowego obrotu tarcz (2,0) wykorzystujac fakt, ze tacznikami miedzy tarczami 2 1 0 sg tarcze
1i 3, w zapisie skrotowym:(230) = (2,0). [por. sB1].

Rysujemy pozioma lini¢ odniesienia, ktora odpowiada terczy 0 (rys. 4.19b). Rzutujemy na nig
srodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0)). Nadajemy obrot jednej z tarcz (wybrano tarcze
1) i rysujemy prostg odpowiadajaca obrotowi tej tarczy przechodzacg przez $rodek obrotu (1,0) 0
dowolny kat. Aby narysowaé prosta odpowiadajaca obrotowi tarczy 2 rzutujemy na prosta
odpowiadajacg obrotowi tarczy 1 biegun chwilowego obrotu (1,2). Rysujemy prosta przechodzacg
przez (2,0) i (1,2) co odpowiada obrotowi tarczy 2.

Rysujemy odcinki prostych odpowiadajgcych torowi przemieszczania si¢ sity jednostkowe;, tj.
odcinek migdzy srodkami obrotu (1,0) a (1,2) na prostej 1, (1,2) a (2,0) na prostej 2. OtrzymaliSmy
wykres, ktory ma ksztatt szukanej linii wplywu reakcji Ng.

Aby okresli¢ rzgdne i znaki linii wpltywu zapisujemy roéwnanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowej. W rozpatrywanym przypadku sitg jednostkowa zostata
ustawiona w punkcie (1,0). Prace wykonuja sity Np dzialajagca na tarczy 1 na przesunigciu

zerowym i N dziatajaca na tarczy 2 na przesunigciu § NE Oraz sita jednostkowa P na przesunieciu

punktu jej przytozenia, tj. 6.

pe

4m

4m

Rys. 4.19. a) Mechanizm odpowiadajgcy wielkosci reakcji Ng b) Lina wptywy LWNg[—]
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Roéwnanie prac przygotowanych

P, L, _ . _

Nj -2 8m+Nf-0—1kN-@,-6m=0= Ng==kN.

4.2.2.3. Sporzadzenie linii wptywu N,

Pret y zastepujemy rozciagajacymi sitami N,. Grupujemy prety tworzace tarcze, numerujemy je
(rys. 4.20), opisujemy $rodki obrotu tarcz wzgledem siebie i wzgledem ostoi. Srodek obrotu tarczy
(1,0) oraz (5,0) sa znane. Wiemy, gdzie znajdujg si¢ $rodki obrotu (1,3), (2,3), (1,4) i (4,0).
Wyznaczamy $rodek chwilowego obrotu tarcz (1,2) wykorzystujac fakt, ze lacznikami migdzy
tarczami 1 i 2 sg tarcze 3 1 4. Z twierdzenia o trzech tarczach dla tarcz 1, 312 oraz 1, 41 2
otrzymujemy, ze biegun chwilowego obrotu tarcz 1 i 2 wzglgdem siebie lezy na przecigciu
prostych przechodzacych przez punkty (1,3) 1 (3,2) oraz (1,4) i (4,2), tj. w nieskonczonosci,
poniewaz proste te sg rownolegte. W zapisie skrotowym:(132) = (2,3). Wyznaczamy $rodek
chwilowego obrotu tarcz (2,0) wykorzystujac fakt, ze tacznikami migdzy tarczami 2 i O sg tarcze

5i 1. W zapisie skrotowym: (2£0) = (2,0). [por. sB1].

4m

T winontay S

|
|
i |
Ny 1
| I (A
, o e e
l 3m L 3m L 3mt l 3m l

Rys. 4.20. Mechanizm odpowiadajacy wielkosci reakcji N,

Rysujemy poziomg lini¢ odniesienia, ktéra odpowiada terczy O (rys. 4.21). Rzutujemy na nig
srodki obrotu tarcz wzgledem ostoi ((1,0), (2,0)).
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4m

(41)

|

3m |
N Y
I
|
I
|
|

w
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|
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|
|
|
|
|
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-_—
(=)

~—

|
|
|

ST e SR W

Rys. 4.21. Pozioma linia odniesienia

Nadajemy obrot jednej z tarcz (wybrano tarcze nr 1) i rysujemy prosta odpowiadajaca obrotowi
tej tarczy przechodzaca przez $rodek obrotu (1,0) o dowolny kat. Aby narysowac prosta
odpowiadajgcg obrotowi tarczy 2 rysujemy prosta odpowiadajacg obrotowi tarczy 2 przechodzaca
przez biegun chwilowego obrotu (2,0), a rownolegla do prostej 1. Rzutujemy na prostg 1 srodek
chwilowego obrotu (1,3) a na prostg 2 srodek chwilowego obrotu (2,3).

Rys. 4.22. Obroét tarcz 1 i 2 wzgledem ostoi
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Rysujemy prostg przechodzaca przez (1,3) i (2,3) co odpowiada obrotowi tarczy 3.

Rys. 4.23. Obrot wszystkich tarcz wzgledem ostoi

Zauwazmy, ze sita N, zostata zrzutowana na kierunek pionowy i poziomy. Prace wykonuja sity
N, dzialajaca na tarczy 1 i N, dzialajaca na tarczy 2 oraz sila jednostkowa P na przesunigciu

punktu jej przylozenia, tj. o;.

(2,0)

(13)

|
I
I
I
I
I
I
j
I

Rys. 4.24. Obrot wszystkich tarcz wzglgdem ostoi
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Rysujemy odcinki prostych odpowiadajgcych torowi przemieszczania si¢ sity jednostkowej, tj.
odcinek miedzy $rodkami obrotu (1,0) a (1,3) na prostej 1, (1,3) a (2,3) na prostej 3 oraz (2,3)
a (2,0) na prostej 2. Otrzymalismy wykres, ktory ma ksztatt szukanej linii wptywu reakcji N,
(rys.4.25)

Rys. 4.25. Linia wptywu N, [—]

Aby okresli¢ rzedne 1 znaki linii wplywu zapisujemy roéwnanie prac przygotowanych dla
wybranego ustawienia sity jednostkowe;j:

Nyy - 61+ Nyy - 8 + Ny - 8y + Nyy - Oyp + P 8, = 0,

: O sy _ s
gdzie, p = —L=—L =2 Syp =0, Njyy = Ny, = 0,8 Ny, Njze = Ny}, = 0,6 Ny stad:

Nk @ -6m+NE, @ -3m+N-0+N @ 4m+1kN-@ -6m=0=
08-N,-6m+08-N,-3m+0,6-N,-4m+1kN-6m=0= N, = —= kN,
16
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4.3. Obcigzanie linii wplywu

Wykorzystujgc sporzgdzong lini¢ wptywu Ma (zob. pkt. 4.1), obliczy¢ warto$ci ekstremalne od
obcigzenia ruchomego sktadajacego si¢ z 2 jednakowych sit F =20 kN w rozstawie 1,0 m
i obcigzenia roztozonego g =6 kKN/m o dowolnym usytuowaniu.

F |F .
PEETEINTEN
[~
2m|Zm
LW M,
B
L 8m L 2m L 2m \1m\ m {
LI
5]
LW M,
m 1m 2m 2m 8m

A N N S . \

Rys. 4.26. Linia wptywu M., obciazona

1 8 8 8 7
maxM, = q (E-8m-§m+§ 2m gm)+F-§m+F§m
kN /1 8 1 8
=6 — (—-8m-—m+—-2m-—m)+20kN-—m+20kN-—m=108kNm
m \2 5 2 5
) 1 8 8
minM, = q E-Sm (—§m>+§-2m (—gm) + F §m+F§m
_ XN (1 8 mts2m - )+20kN( 8 )+20kN( ! )
- g My mTyrem g m 5 5 M
= —108 kNm
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5.ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZIAZANIA

5.1. OBLICZANIE PRZEMIESZCZEN W UKELADACH SW
5.1.1. Rama

1. Dla ramy ptaskiej izostatycznej o schemacie i obcigzeniu mechanicznym oraz osiadaniem
podpor nalezy:
* Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu;
»  Wyznaczy¢ sity przekrojowe wywotane zadanym obcigzeniem;
* Obliczy¢ wartosci zaznaczonych przemieszczen oddzielnie od obcigzenia sitami i
osiadaniem podpory.

S T Y A A X [T

El El

3m

>
M=20kNm

im

k=6

m

4m 3m

5.1. Schemat statyczny ramy ptaskiej

2. Dla ramy ptaskiej izostatycznej o schemacie 1 obcigzeniu mechanicznym i obcigzeniu
temperaturg nalezy:
* Sprawdzi¢ warunek iloSciowy 1 jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu;
*  Wyznaczy¢ sity przekrojowe wywotane zadanym obcigzeniem;
* Obliczy¢ warto$ci zaznaczonych przemieszczen oddzielnie od obcigzenia sitami i
temperatury.

t 44 bl Jaskim

&
2El| (@] [&)
_ ol K
w 2% 3
P=10kN o
(»"
(@} [®)
olo N
il M=20kNm
mr

4m 2m

5.2. Schemat statyczny ramy plaskiej
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5.1.2. Kratownica

Dla kratownicy ptaskiej izostatycznej o schemacie i1 obcigzeniu mechanicznym, obcigzeniu

temperaturg i osiadaniem podpory nalezy:
Sprawdzi¢ warunek ilo$ciowy i jako§ciowy geometrycznej niezmienno$ci uktadu;

Wyznaczy¢ sity osiowe w pretach wywotane zadanym obcigzeniem,;
Obliczy¢ warto$ci zaznaczonych przemieszczen oddzielnie od kazdego obcigzenia.

a)
EAr2=6cm

3m

P,=20kN

AT,=10°C A/\u=45° P,=15kN

4m
=2cm

AL,

P,=10kN

3m 3m

5.3. Schemat statyczny kratownicy ptaskiej

b)

9m

/P p— =P P,=10kN
; lAr1=4cm

3m 3m

~

5.4. Schemat statyczny kratownicy ptaskiej
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5.2. ROZWIAZANIE UKLEADU SN Z WYKORZYSTANIEM MS

5.2.1. Dobér ukladu podstawowego metody sil

Dla ramy ptaskiej o schemacie statycznym jak na rysunku ponizej nalezy zaproponowac co
najmniej 3 rozne uktady podstawowe metody sit.

)
Y/

7T i mnr

5.5. Schemat statyczny ramy plaskiej
5.2.2. Wyznaczenie sil przekrojowych w ukladzie statycznie niewyznaczalnym

1. Dla ramy ptaskiej o schemacie i obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku ponizej nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakoSciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu;
e Sporzadzi¢ wykresy rzeczywistych sil przekrojowych od zadanego obcigzenia sitami;

e Przeprowadzi¢ kontrolg poprawnos$ci rozwigzania (kontrole statyczng i kinematyczng).

@ M=20kNm
4 :

m g
ky=5="
q:5_kL\l/m <\m\u=')
2E| T £
R ia
) P=10kN
. © 5
=7

Ll \ N

{

3m 2m 2m

A N 2 \L

5.6. Schemat statyczny ramy plaskiej

Monika Podwdérna,  Katarzyna Misiurek, Olga Szytko-Bigus



Statyka budowli Strona 131

2. Dla ramy ptaskiej o schemacie i obcigzeniu mechanicznym, obcigzeniu temperaturg oraz
osiadaniem podpory jak na rysunku ponizej nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy 1 jakoSciowy geometrycznej niezmiennos$ci uktadu;
e Przedstawi¢ szczegotowa postac¢ uktadu rownan metody sit dla kazdego przypadku
obcigzenia oddzielnie;
e Dla przypadku obcigzenia mechanicznego sporzadzi¢ wykresy rzeczywistych sit
przekrojowych;
e Przeprowadzi¢ kontrole poprawnos$ci rozwigzania dla obcigzenia mechanicznego

(kontrole statyczng i kinematyczng).

g=5kN/m
A A
NG
[ El
Olo
g3
P=10kN
. —
E u M=40kNm
’ i~ Ar=4°
k,=5c5
5 m®
5m 3m

~ X N

5.7. Schemat statyczny ramy plaskiej
5.2.3. Obliczanie przemieszczen w ukladzie statycznie niewyznaczalnym

1. Dla ramy ptaskiej z zadania nr 1 w punkcie 4.2.2. nalezy:

e Policzy¢ przemieszczenie liniowe wezla A,;

e Policzy¢ obrét wezta A, od obcigzenia mechanicznego.
2. Znajac rzeczywiste warto$§ci momentow zginajacych dla ramy ptaskiej o schemacie i
obcigzeniu jak na rysunku ponizej nalezy:

e Policzy¢ przemieszczenie liniowe wezla A,;

e Policzy¢ obrét wezta A, od obcigzenia mechanicznego.
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7 C/ -
\) 261 @ 2E|
£ 20kNm
N
10kN w
— [V}
£ L
b 15kN
| JOKN 5kN/m
-
. Ar,=2°
L 77774 JE—
mr Ar,=4cm
Ar,=4cm
v
L 4m . 3m { 4m {
5.8. Schemat statyczny ramy plaskiej
3
o T
N N~
' 26,512 -
N~
S
2
-16,056
-17,878
52,111

5.9. Rzeczywisty wykres momentow zginajacych
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5.3. ROZWIAZANIE UKELADU SN Z WYKORZYSTANIEM MP

5.3.1. Dobér ukladu podstawowego metody przemieszczen

1. Dla ramy ptaskiej o schemacie statycznych jak na rysunku ponizej nalezy zaproponowac
uktady podstawowy metody przemieszczen:

e Przyjmujac optymalny typ preta dla kazdego elementu;

e Przyjmujac tylko typ preta ,,sztywno — sztywnego”.

3>

9 2El

2El

&

El

%

5.10. Schemat statyczny ramy ptlaskiej

5.2.2. Wyznaczenie sil przekrojowych w ukladzie statycznie niewyznaczalnym

w
£ N
M=24kNm
Q@ ST
k(v=10F e
2El|
£ -
P=10kN i
! —5 < g=8kN/m
4._.
&
‘_
’ i/ S
4m 3m

Y N N

5.11. Schemat statyczny ramy ptaskiej
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1. Dla ramy ptaskiej o schemacie 1 obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku powyzej nalezy:
Sprawdzi¢ warunek iloSciowy 1 jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu;

[ ]
Sporzadzi¢ wykresy rzeczywistych sit przekrojowych od zadanego obcigzenia sitami;

Przeprowadzi¢ kontrol¢ poprawnos$ci rozwigzania (kontrol¢ statyczng i kinematyczng).
2. Dla ramy ptaskiej o schemacie 1 obcigzeniu mechanicznym jak na rysunku ponizej nalezy:
Sprawdzi¢ warunek iloSciowy i jako§ciowy geometrycznej niezmienno$ci uktadu;

[ ]
Przedstawi¢ szczegdtowa posta¢ uktadu rownan metody przemieszczen (nie rozwigzywac

ukladu).
q=8kN/m M=20kNm
(I 113 ¥
El
m 5
52 P=16kN \
k=55 ]}
- o
4m 5m

N

5.12. Schemat statyczny ramy plaskiej
3. Znajac rzeczywiste wartosci momentow brzegowych policzonych z wykorzystaniem metody
przemieszczen dla ramy ptaskiej o schemacie 1 obcigzeniu jak na rysunku ponizej nalezy:
e Sporzadzié¢ wykresy rzeczywistych sit przekrojowych M¥, T#, NF;
Przeprowadzi¢ kontrolg poprawnos$ci rozwigzania (kontrole statyczng i kinematyczng).

o T T T T s

20kNm
® 228 Q@ 261 @
&
| 10N,/ 15kN
L <
8

T ® wr ® mr ©

{ 3m L 3m it 3m { 4m L

M,.=-8.653 kNm, M,,=M,,=0 kNm, M,,=-22,670 kNm, M,,=15.983 kNm
M,,=-10.363 kNm, M,,=-4.669 kNm, M,.=4.669 kNm, M.,=15.288 kKNm
5.13. Schemat statyczny ramy ptlaskiej
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5.3. SPORZADZANIE LINITI WPLYWU

5.3.1. Kratownica plaska izostatyczna

1. Dla kratownicy ptaskiej izostatycznej o schemacie statycznym jak na rysunku ponizej nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu;
e Sporzadzi¢ lini¢ wptywu Ny, Ng, N, i N5 metodg statyczna;
e Sporzadzi¢ lini¢ wptywu N, Ng, N, i N5 metoda kinematyczna.

a)
£
™
. NN,
<
3m 3m 3m 3m 3m

~ X * o s A\

5.14. Schemat statyczny kratownicy plaskiej

b)

we

we

3m 3m 3m 3m

~ N ~ % N

5.15. Schemat statyczny kratownicy plaskiej
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5.3.2. Rama plaska izostatyczna

1. Dla ramy ptaskiej izostatycznej o schemacie statycznym jak na rysunku ponizej nalezy:
e Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jako$ciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu;

e Sporzadzi¢ lini¢ wptywu My, Mg, Ty, Tg, Ny, Np metoda statyczna,

e Sporzadzi¢ lini¢ wptywu My, Mg, Ty, Tg, No, Np metodg kinematyczng.

wy

2m 2m 2m 2m 4m 3m

\ N N A N N N

5.16. Schemat statyczny kratownicy plaskiej

b)

we

wg

wg

2m 3m 2m 3m |

\ l N N N\ =3

2m

5.17. Schemat statyczny kratownicy ptaskiej
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SUPLEMENT!

WZORY TRANSFORMACYJNE DLA PRETA PROSTEGO - teoria rzedu 1-go
EI El,

M.{n‘ = L L [__LI,{:' . q"JJE | 'hl'.l . gl?.'l' C.ij' N W.{:‘ ) i M:‘ M i = L_' ' {ﬂ ji . {‘Gﬂ. ] b.l:' . Epl} C."" . l:.l'fh: ] | JM :‘: 3
F E"r i Fil F 'EII F i
P” B 1:2 - [_ f.-'_.} - w"' _L.-” I {'ﬂ"' + d-‘.‘ ’ iJ,l',.F” }+ Il ! V M = I T {_ {'I.'.l i IGI:]‘I.' - {’-.l.- : t-’-ﬂu + d.'.l ) !.l'lf.'lu }+ 4 s
“if aii

gdzie ajj, aj. bij = by;, ¢ij = a + byji, ¢ji = a5 + by, dij = dji = ¢ + ¢ji sa wspolezynnikami zaleznymi od typu
preta.

Wspélezynniki te dla wybranych typow pretow o stalej sztywnoscei zestawiono w tabeli ponizej

i j i | i | by=byif ey =ay byl o =ay by | dy=dji =t
— 4 | 4 2 6 6 12
F—= | 3| 0 0 3 0 3
 —| 1 1 -1 0 0 0

—_ 0ol o 0 0 0 0
— 0| o 0 0 0 0

Szczegolowe postaci wzorow wg teorii rzedu 1-go dla wybranych typow pretow o stalej
sztywnosci wykorzystujace powyisze wspolczynniki zestawiono ponizej

E!" | E|"’l:.l' [ o
iI I.i MH=L—.f'-(4-ga”+2-4;?ﬂ—6-{.&)}]+M|’f’, .-'H’J.J =T‘{_4'&?..;+2'¢5‘,,—f"'{i’,,.j]‘l‘-'w_,-,‘
Efr'.l Efl'.l
V’[.‘ = lJ.] -(_6-@.'_1' _6-@."' +]2 .W!; }+I{:I ¥ V-_I'.' = f_]-{_ﬁ'q?;_{ _6-§ﬂﬂ' _]2 .W:r }+ I’-}j.'rll"
“ii il
.I—¢ . 'E-'Iir.'r' i1
; j M, =—" (3-p, -3-w, )+ M2, M, =0,
- E"r f.l- o - Efl'.' il
l’!-'_ l:! '(_3'@_:;+3'W.,-}+K,-- L-""_‘r_f-{_}-gpcf-'-j.wu)—l-jr”‘
i i
FI, , EI, )
i—l; M, =—+ @, —@, )+ M, M, == g, — gy )+ M,
i i
v,=V:, ¥, =0,
il ] M i = M . M = 0, V.'.. =V, , . V_.-.- =0
i‘:’ ¢ j M y = 0, M, =0, V, = Vr:‘, V” = JV:.

! Na podstawie: materiatow Stanistawa Zukowskiego [Izstrona www K11W02D06].
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PRET OBUSTRONNIE UTWIERDZONY

M i
v

El =const

mi‘(;}
vii‘FiL—:L

2
k M"

M

fi

1_.(

i

M, =—FLE(1-&)

-'-_;__’L_I- F

v, = F(1+2&)1-&)

ANy
ri
il

T

M . =FLEY(1-£)

Ji

V,=-F&*(3-2¢)

M, =-FL/3 oo 4¢F7U2 M, =FL3
V,=F/2 3 7 V, =—F/2
M :—FLE{]—.’:} F F M :Ff_.é:“—.:}
if > EL EL Ji - o
V,=F §|"_ dv \kﬂ"' _.k V. =—F

M, =-FL{n-1/n)/12

V, =Fln-1)/2

M . =FL{n—1/n)/12

V., ==F(n-1)/2

|I i

M, =

1] -

FL(n+0.5/n)/12

VI_I =Fn/l2

M ;= FLn+0.5/n)/12

V.==Fnl2

i

M, =FLE1-& )14

V, =—F&3-& )12

M, = FLE1-&)/4

V, =—FE3-2)2

M, =M(1-E)3&-1)

V. = o6MI(I-2)/ L

i HT

=

’Vi
-

Vv, =-6M&1-C)/ L

ij V E
M, =M]/4 M =M/4
F—re—m—e—f |

V, =-15M /L 3 s 2 V,=-15M/L
M, =—{3q, +24,)I2 160 as a, [Mi=(24,+3q,)L'/60

V, =(7g, +3g,)LI20 ] V; =~(3¢, +79,)L/20
M, =—q* /12 q M, =qL/12

V,=qL/2 il' N R P A ; V,=—qL/2
M, =—gL /20 M ., =gL /30

V, = 7qL120

Vi, =-=3qL/20

M, =—gl'& [6-E8-38)]12

-q—E_‘L—--

v, =qLal-E(1-¢/2)]

I L 119

TTRmN

Frryi

M . =qL’&(4-38)/12

V. =—qle1-2/2)

.|l|'

M, =—11gL /192

V. =13¢qL/32

i

£

M =5qL 1192

V. =-3gL/32

o

M, =—qL&3-£ )24

V, = gl.sl?2

£
£

L I ——
i N A N yq't%

M, =qld3-&)124

V, =—qLZ12
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M.

i

Vij

b, =—qL2&2 10— £(10-38)) 60

!

L
uit
j

M, =qL*&*(5-3£)160

Vi = gLE[112~§3(5~2£)/20] ‘ E ol v e -2
M, = —23¢L° /960 Lo M ; =7qL* 1960
V, = 9L/ 40 u&‘\:.l 2 V. = —qL/40
M, =—qE&E[10-815-68)]/30 gl—d—— M, =ql’& (5-4£)120
Vi = gLE 12— & (15-8¢)/20] gﬂ’rﬁ E V. =—qLE (15-8£)120
M, =—qL /30 o . M, =3qL /160
V, = 294L/160 §:’f I i E V, =—11gL/160
M, =-5qI 196 Lo q M =5qL 196
V, =qL/4 V,=—qLl4
M, =—qL /32 . L M, =qL /32
V, =qLl4 - ; V,=—qLl4
M, =—qLe (4—35)/12 e e [ =qL & (4-3¢)/12
Vi =qLS 12 ) V, =—qLEl2

M, =—qL & (2-£)/12

Vi= gl&l2

M, =qL&(2-&)/12

—gL&12

M, = El-E(2-8)n2

V, =qL{1-&)/2

'ME V. =

M =gl [I—ﬁj(_l—ﬁlﬂ 2

—qL(1-¢)/2

M, =4Elg, /L

M, =2Elp,/L

V, =—Ela, (At, - At )/(Lh)

: 2

V., =—6Elp, | L’ ~ V7 2 V., =—6Elp, /L’

M, =2Elp, /L Qg M, =4Elp /L
4 . .

V,==6Elp, 1 9 9y V,=-6Elp, /I’
M =-6Ely/L M, =-6Ely/L

V., =12Ely /I’ V, =12ElyiL’
M, =-Eley (Ar, —Ar, )ik At = M = Elcey (ﬁf s = At )1 h

V, =0 Aty V,=0
M, =0 M, = Ela, (At, —At, )ik

V, =—Eley (A, — s, )/(Lh)

Ji
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M, M (g El=const E ) M,
' |
M..
Fis |
Vi y——1—y; ! Vi
El El

M :2-(3-5—21-T-a~.q¢

if

EI '
V,=6:(1-2:8) — Ag Ap V =6 “_a.gJ.I_:'.M
_¢. B El
M. =6 T Ah EL Mﬂzfj.ﬁ_ﬁh
3 4,&11 E
1;”:_12.*;{.3»! v, =-12. 5L
L :
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PRET LEWOSTRONNIE UTWIERDZONY
PRAWOSTRONNIE PODPARTY PRZEGUBOWO

M

i

V

Eh

n (3

ety

El =const i)
M.=0

M, =-FLE(1-E)1-&/2)

v, = Fll-¢fi+&-£/2)

-—,';_‘L—h F

= ¢

Frrari

Vi ==F&EX(3=E)/2

F

M, =-3FL/16

if

v, =11F/16

Ligtt

F
*—LI2+LI24~%

V., =-53F/16

M

M, =—-3FL&(1-£)/2

V. =F@3s(-¢c)i2+1)

§-—§L ,lF Fk_&_L,%

Vo =F@Eell -2 -1)

M, =-FL(n-1/n)/8

V,=F(5n—1/n-4)/8

j—-Lm@un:FUn:l;Lmv%
3

Vo==F(3n+1/n—4}/8

i v

M, =-FL(n+0.5/n)/8

V.=F(5n+0.5/n)/8

&

—g%EiiniELintFLin—%g
3

V.o=—F(3n—0.5/n)/8

Fi

M, = FLE(1-£2 )8

o

Vy==(9/8)M /L

EL FlezL Vo= Felo—z2)ig
Vf B _Ff(g_é::JrR g.-_ 4F b 1% A J( S }
M, _M(_]H‘g_ﬁj 2) Je—:L M r _ i/
V, ==3M -&(1-&£/2)/L 3 : _2" % Vi=—3M-E(1—E 12} L
M. =M/§

Frrys]

M
-—u2—;ruz~¥

Vi==9/8)M/L

M, =M/2

V.=-15M/L

if

a G

Vo==1.5MVL

i

M, =—(8q, +7g,)L7 1120

v, =(16g, +9q, )L 140

q"l | | | |I qz

V. =—4g, +11g,)L/40

M, =—qL /8

V., =-3qL/8
Vi =5qL/8 § %
M =—qL /15
r ! qm V i1 = _'f.lf 'L Iﬂ

V,=2qL/5

M, =-Tq17 /120 q ) .

“ - ., V. ==11gL{ 40
V,=9gL/40
i y i 7 3
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M, M : ‘( ?1 El =const é )
M, = V.
My =—ql’¢*(2-5) /8 i y
: 3 4 Vi=—qL& (1-£/2)/2
v, =qLei- £ (1-£/4)12] E“I‘ R % . )

M, =-9¢L /128

if

V., ==TgL/128

V, =57qL/128 I I 119 % !
I tL .
. . ' ¢ | vy=—areli-lo-£)rs]
V_r-f—#li'(ﬁ—fi ]s g P N
M, =-TqL" /128
| 3 BN " . =—41gL/128
V, =23qL/128 3 -~ |

M, =—qI2(3- )16

v, =qLeli1-£7 )16

V= —qrf.:_.’_f(ﬁ + &7 )ﬂﬁ

M, =—qL'E*[20-3&5-&))/120)
V, =qLelli2— £ (5—&)/40)|

Ji

V,=—qL& (5 £)/40

M =—=53¢qL’ /1720

Vi =151gL /640

Vi =-9qL/ 640

M, =g E40-3515-4¢)]/120

by = qf,g[l 12-E(15-4¢)/ 4{1]

V=

—qLEH15-4£)/40

M, =—41gL’ /960

V, = 67qL/320

NN

V, =-13gL/320

L

M, =—gL*&H10-382)/120

i

v, =-qL&*(10-£%)/ 40

§ | 5 ﬂ;g v, =—qLir2-gllo-£2)40]

M, =—17gL" /960

[

q IrH_ = —121gL / 640
I.fl'.l' = 3‘}{}'_{. S hd0 g .
‘Iw'i = _qug--E I::.‘ - 352 /30 I = | 3
o] s sl
v, =—qL&s-&* )| g ,
y : =~ Vi =-21gL/160
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M

i

Vij

El =const

Mi‘(f:j

Uij

M, =—5qL* /64

V, =2lgL/64

v, =—11qL /64

M, =-3qL" /64

V, =19gL/ 64

V., =

'L

13gL /64

M, =—ql’Z (4-32)/8

Vy = —qL&ld+£(4-35))/8

V, =—qL&[4-&E(4-38))/8

M, =—qLl’&*(2-£)/8

il
V. =qL{l/2+&02-&)/8]

o

Vi =—qLe[li2-£(2-£)/8]

r

M, =—gL*[1- &

(2-2)8

V, = qLis -4 -2 (4-&))/8

v, =—qLls—4c+ 2 (2-&)8

I

M, =3Elp, /L

V, ==3Elp, | [’

v, ==3Elp, | L’

M. =-3Ely/L

i

V, =3Ely /I’

v, =3Ely /L’

M, =—1.5Ela(Ar, - At )i h

3 - I v, =1.5Ela.(Ar, - At, )/(Lh)
, = 1.5Ela, (A, — At )/(Lh) ] At, g T T
'Iwr_r = _h‘far{'ﬁfﬂ' - "Il‘ll'ft:' )'Illh t =
: - V, = Elay(Ar, - Mﬂ)x'{f.h}
V, = Elec; (At, — A, Ji(Lh) -
M. =—0.5Ela,(Ar, — A, ) h ( )
' - & V. =05Ela,(Ar, —Ac, )L
., = 0.5Ela,(At, — At )/(Lh) o tay | SElarlaty =t ) (Lh)
i . T d F

El |
M, =—3T'{]—§}-ﬁ¢°

El
EI I..l'.- =3_1[:1_3:}‘ﬁ".ﬂ

V.o=3— [1-&)- A

y =37 (1-¢)-Ag

M, :EE—{-M £l

: ;:_} Ah V ——3?~Ah
V.- :—3‘—1‘M'i '
' 1.
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MOMENTY | SILY BRZEGOWE
PRET LEWOSTRONNIE UTWIERDZONY

PRAWOSTRONNIE UTWIERDZONY Z PRZESUWEM POPRZECZNYM

El =const
My g€ EJu, M
v, vijFiLgﬂ, Vji=0 i
M, =-FLE(1-£12) . F
::.._h"L_i —_— _I‘-': -3
IE M, =-FLE )2
l"l‘l‘ =F by Ib ! -
M. =-3FL/% F
i :a—L_.-2+L_I2—-Iv; M, =—FLI8
v, =F 3 E
M, =-FLI2
- M, =-FLI2

M, =—FL({4n—1/n)/12 _IF F _F F . \
) ﬁ*L:ﬂ*L’n‘#’l—-‘ﬂ i"—fﬂ% M . =—=FL{Zn+1/n)/12
R .

V,=F(n-1/2)

= —FL|: > LF. F  F  FL
M, FL4n+0.5/n)/12 = Pt TL"{”TU =
V. =rFn

M, =-M(-¢)

M, =—=FL(2n—0.5/n)/12

M )
:“_-:L_j‘ IE .-"f fr —."".fl'_;
Vi =0 3 4 IE
M.-.- =-M/2 ) M
- S - M, =-M/2
Vi,=0 3 | :

M, =—(3q, +5¢, )L /24

V=g, +q,)L12

M =—(g, +3q,)L" /24

M, =-ql’ /3 . q ‘ .1
V. =qL Ll L L L LF M, =—qL’ /6
M ==-ql’ /8 T
V, =qL/2 mmh-ﬁ i
M, =-5qI7 /24 ﬂ
V. =qLi2 3‘@& M, =—qL7 /8
M, =& (3-£)/6 ) L h -~
V, =qL¢ ‘g q |E M;=—qL&’16
M, =-5qL’ /48 ‘ Lo 1.
V, =qL/2 A |E M, ==ql* /48
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Vij

M

M, =—qL’ER-£% )16

N n— M, =—q*E3-3¢+E )16
V= gl.&
M, =-11gL" /48
' Li2 M = -7qI? /48
'ﬁ_.rrl_ll_ = 'ti'l'f"'f 2 'j ‘L J' ‘L : S T f

M =—ql2Elo—£2)r24

M, =—qL*E*(4—&)124

0

Vi =qlsi2

vt e~
I L [ 13|

¥

)24

M, = —qL:.f(_J +&

M, =—ql’& 124

M, =-TqL” /192

Vi =qlLl4

M, =—qL’ 192

M, =—qL’&*(8-3¢)/24

i

Vi =qlLgl2

=

M, =—qL*& 18

M, =-13gL’ /192
V, =qL/4

E M =—ql’ /64

M, =—ql*&l6—£)i24

V._.‘ = gL{__f {2

LLpsd
—

5 L
.::1:_

M, =—qL?El6 -4 + &7 )24

M, =-23qL° /192

V, = qL/4

M, =-17gL* /192

M, = -qf_lg;'{z =& )f&

V, = qLET2

LEgss
g
TR L2

M, =—qI2El6-8& +3£2)/24

M, =-TqL’ |64

V, =qLl4

gL’

E M ==
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. El =const
M, Mi(g E)m " M,
Vij VijT‘iLﬂvii= 0
M = I ?qLﬂ 196 Li2— A :
M. ==-31gl” /96
V, =qLi2 ﬁ\hﬁﬁ o
M. ==5q1> 132 —.l
ij {ill q L"‘E q M ji =1 1{!’1’.1 IHE
V, =gqL/2 "
M, =gl - (4-£)) 24 oL ——» 4| M, =—qr(a-g)24
: M, =—qr*(4—-&)2
V, =qL{1-£/2) "W
M. =-5TqL" /192
if Li2—m q .
l l ,"l'f i = —3 ].ff.L_ f‘llgz
V; =3qL/4
M, =Elp /L L W Elo. | L
Moy == (P'.
Vv, =0 R |
M, =-Elp, L 3
:j Jw”:."-_'_fg-)J.n".r.
V, =0
JMU = —Efafj, {ﬂ':n' — .5.!_,__, _}."I h ﬂtg < e
- M ;; = Eloy {ﬂ'fu' —Af, )”7
V, =0 = ’
i 1 : E M ; = 0.5Elar Aty — Ar g }f h
V, =0 et
M, =-0.5Elc; {ﬂr‘,- - Ar, JL“ h
_ M, =0.5Ele(Ar, - Ar )i
1.-";" = ﬂ :
M, = ‘%'ﬁw D
3 El
h E | e
V, =0 Ap ‘
M. =0
: 3 M, =0
3 | Ah | '
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