ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

ZADANIE 1.

Dla ramy hiperstatycznej o schemacie i obcigzeniu jak na rysunku nalezy:
1) Sprawdzi¢ warunek ilosciowy i jakosciowy geometrycznej niezmiennosci uktadu.
2) Stosujgc metode przemieszczen wyznaczy¢ sity przekrojowe i reakcje.
3) Przeprowadzi¢ kontrole rozwigzania ( jego statyczng i kinematyczna dopuszczalnosc).

o, Mi=60 kNm i
i
P1=10 kN -
2EI
ki1=5 El/m

P2=20 kN 3EI

‘4—»'—'4—14—»'—‘4—
Rys.1.

Dane:
e EA =00 /prety nieScisliwe osiowo/
Szukane:

e  Wykresy sit przekrojowych w ramie z Rys.1 wywotane obciazeniem mechanicznym
MF . VF' NF



ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

I. SPRAWDZENIE GEOMETRYCZNE] NIEZMIENNOSCI (GN) i STATYCZNE] WYZNACZALOSCI
(SW) ANALIZOWANEGO UKEADU

e=3

[a

a S

Rys.2.
- sprawdzenie warunku ilosSciowego geometrycznej niezmiennosci: e = 3t

e = 13 - liczba wiezi zewnetrznych i wewnetrznych
t = 2 — liczba tarcz tworzacych graf otwarty
13#3-2; (e > 3t)
v" Warunek ilosciowy GN spetniony
v Uktad jest SN niewyznaczalny e > 3t, stopien statycznej
niewyznaczalnos$ci wynosin, = e —3t =7

- sprawdzenie warunku jakoSciowego geometrycznej niezmiennosci:

Tarcza t1 z ostojg potgczona jest o§mioma wieziami w tym trzema niezbieznymi wiec na mocy
twierdzenia o dwdch tarczach pozbawiona jest prawidtowo trzech stopni swobody stad jest
nieruchoma (t1 + t 0 = t0). Tarcza t2 z tarczg nieruchomg potgczona jest piecioma wieziami w
tym trzema niezbieznymi wieziami, stad na mocy twierdzenia o dwoch tarczach tworzy tarcze
nieruchomg /prawidlowo odebrane s3 trzy stopnie swobody/ (t2 + t 0 = t0). Caly uktad jest
geometrycznie niezmienny.

v Warunek jakoSciowy GN spelniony
Whiosek:

Wobec spelnionego warunku iloSciowego i jakoSciowego geometrycznej niezmienno$ci uktad
jest geometrycznie niezmienny (GN) . Uktad jest statycznie niewyznaczalny (SN) o stopniu
statycznej niewyznaczalnosci n;, = 7 (uktad hiperstatyczny)

Poniewaz analizowany uktad jest statycznie niewyznaczalny (SN) nie mozna wyznaczy¢ reakcji i
sit przekrojowych wykorzystujg jedynie warunki réwnowagi ptaskiego uktadu sit. Aby wyznaczy¢
reakcje i sit przekrojowe w zadanej ramie zastosowana zostanie METODA PRZEMIESZCZEN
jedna z metod rozwigzywania uktadéw GN i SN.
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II. ROZWIAZANIE UKLADUGNiSN METODA PRZEMIESZCZEN

1. Podzial ukladu na typy pretow

UWAGA!
Nalezy przyporzadkowac typy pretéw w schemacie tak, by uktad byt nieprzesuwny
(ns = 0) oraz by otrzymac w zadaniu jak najmniej niewiadomych geometrycznych (n,)

B

W

Rys.3.
2. OKreslenie stopnia geometrycznej niewyznaczalnosci ramy n, = n, + ng
2.1. okreslenie n,

n,, - liczba niezaleznych

obrotow weztéw w petni
okreslajgca obroty brzegowe A C

wszystkich weztéw HFo Fe=0 |
PiF o0

RSN

@a# 0,05 #0 -

-obroty tych weztéw
uwzglednione sg we wzorach
transformacyjnych przyjetych
typéw pretéw ( nie sg
traktowane jako niewiadome)

@1 #0,90, #0 - % =0

-niewiadome geometryczne AN

n, =2 Rys.4.

2.2. okreSlenie ng

ng - liczba niezaleznych przesuwéw weztéw w petni okreslajgca przesuniecia brzegowe wszystkich
weztéw (stopien geometrycznej zmiennosci ustroju przeksztatconego w tancuch kinematyczny /w
schemat przegubowy/).
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Oszacowanie:
w4 r=2 ng=2w—p-—r

pd p =8,w=9,r=10

ng = 0 — uktad moze by¢ nieprzesuwny

Analiza kinematyczna:

il Na mocy twierdzenia o 3 tarczach
mamy:
pl+p2+t0=t0,
t0+p3+p4=t0,
t0+p5+p6=t0,
e t0+p7+p8=t0
B Uktad przegubowy jest GN
Rys.5. Schemat przegubowy Z analizy kinematycznej uktadu
przegubowego wynika, ze jest on
nieprzesuwny stad:
ng = 0
WNIOSEK
Stopien geometrycznej niewyznaczalnos$ci wynosi:
ng=ny,+ns=2+0=2 -Analizowana rama przy wybranych typach pretédw jest

dwukrotnie geometrycznie niewyznaczalna, niewiadomymi
s3 katy obrotu weztéw, brak niewiadomych przesuwow
weztow.

Niewiadome geometryczne: ¢4 =? -obrétweztal , ¢, =? - obrét wezta 2

3. Uklad podstawowy metody przemieszczen

Uklad podstawowy metody przemieszczen tworzy sie poprzez natozenie w uktadzie zadanym
dodatkowych wiezi (wiezi fikcyjnych) blokujgcych niewiadome przemieszczenia.

o MI=60kNm
l PI=10 kN

k1=5 EI'm

-
=1

3EI

M2=40 kNm M3=60 kKNm
El

L

3EI

e

-

Rys.6. Przyjety schemat podstawowy metody przemieszczen
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4. Uklad rownan kanonicznych metody przemieszczen - postac ogdlna
(obliczenie niewiadomych geometrycznych - @1, ¢;)

Réwnania z ktérych wyznacza sie warto$ci niewiadomych przemieszczen (¢, ¢,) wynikaja z
postulatu zerowania sie w kazdej dodanej wiezi fikcyjnej reakcji (reakcji momentowej),
wywotanej obrotem dodanych wiezi i zadanym obcigzeniem. Stad dla kazdej dodanej wiezi
fikcyjnej buduje sie funkcje na warto$¢ reakcji w niej powstajaca i przyréownuje sie te funkcje do
zera.

Ogolna postac rownania metody przemieszen (liczba rownan wynosi n,):

n - -
Ki=Y%"kijoj+kin=0, ij€{l2...,ng

k;; —reakcja w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,i"-tej wiezi fikcyjnej
wywotana jednostkowym (1rad) prawoskretnym obrotem ,j"-tej wiezi fikcyjne;j.

k;o — reakcja w uktadzie podstawowym w miejscu i na kierunku dodanej ,i’-tej wiezi fikcyjnej
wywotana obcigzeniem zadanym

@;- przemieszczenie w uktadzie zadanym w miejscu i na kierunku ,j"-tej wigzi fikcyjnej
(obrét wezta ,j” w uktadzie zadanym SN )

K; -reakcja w uktadzie zadanym w miejscu i na kierunku ,i"-tej wiezi fikcyjnej

Przyng =n, + nsg = 2+ 0 = 2 uklady rownan metody przemieszczen przyjmuje postac:

k11901 + k120, + kg = Ky

R Ki=K,=0
ko101 + 82202 + kop = K, 1 2

5. Wyznaczenie wspotczynnikow ukladu rownan metody przemieszczen

Warto$ci wspotczynnikow uktadu réwnan metody przemieszczen, ktore okreslajg wartosci reakcji
momentowych w schemacie podstawowym w miejscu i na kierunku ,,i"-tych wiezi dodatkowych
wywotanych obcigzeniem mechanicznym i niemechanicznym, wyznacza sie z warunku réwnowagi
ptaskiego uktadu sit w ,i”-tych weztach (suma moment 6w wszystkich sit w ,i”’-tym wezle réwna
sie zero).
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opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

5.1. Rozwiazanie ukladu podstawowego od jednostkowego obrotu wezta 1

( pierwszy stan rotacyjny ¢; = 1rad)

2EI

3EI

Momenty brzegowe:

M} =—-4-1=1333-,
Ml =2--2-1=0.666,
M =2.1-1=10%

— 3EI EI
My =—(-1)+1=-10-,
Zol _ 2Bl EI
Mfy = —-3-1=1414=,
7Ol = 2EL 0.1 = oE!
Ma T 3V2m 0 1_Om'

Zasada znakowania:
Momenty prawoskretne sg dodatnie

Réwnowaga sit w weztach:
Wezel 1

Wezel 2
ke
Mt = 0667 fa
I"’ ( *\ ¥2
\ 3 ] Mk =0
- . Y.
0 ,
S )

FNS

o
»M{T =0,

Uwaga

Wartosci momentdéw brzegowych od stanu
rotacyjnego otrzymuje sie stosujac
odpowiednio przeksztatcone wzory
transformacyjne

— ol El;;
M =~ (aij- i + bij - ¢)),
ij

ol _ Elji
M7 === (aj; @; + by - 9),

Lji

aij, Aj, bij, bji — state zalezne od

przythego typu preta
0.00000 ? . ] 7 ;
414 ﬂ
m
& | .0.00000 | -000000 |4
133333
e,gf.
-1.00000 |

Momenty brzegowych od obcigzenia (¢1 = 1) w uktadzie podstawowym
(znaki na wykresach sg zwigzane z odpowiednim wyréznieniem widkien w

danym programie obliczeniowym)

ky; — 1.414 El/m — 1El/m — 1.333 El/m — 5El/m =0,

ki, = 8.748El/m,

Z Mt =0

ky, — 0.6666 EI/m = 0,
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opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

5.2.

Rozwiazanie ukladu podstawowego od jednostkowego obrotu wezta 2

( drugi stan rotacyjny ¢, = 1rad )

3EI

(]

Uwaga

Warto$ci momentéw brzegowych od stanu
rotacyjnego otrzymuje sie stosujgc
odpowiednio przeksztatcone wzory
transformacyjne

El

Momenty brzegowe:

MO =21 4.1 =13332,
3m m
M =2L.2.1=0666=,
3m m
702 _2EL 41— 16
Miy=>"-4-1=16-,
70— 2EL 51— 0gE!
My ==--2-1=08=,
Z@2 _ 2Bl El
MZE_%? 0 1_02},
792 — 28 .1 =0
Mg, T 3V2m 0 1_Om'

Zasada znakowania:
Momenty prawoskretne sa dodatnie

Réwnowaga sit w weztach:

Wezel 1
R
Mia =0

‘/\ ki
RN

—p2
M.y =0.667

— 2 El;i
M :?ij (aij - @i + bij - 9)),

— 2 El;;
M7 = ?Jll (aji - @j + bji - ¢1),

aij, Aj;, bij, bji — state zalezne od
przyjetego typu preta

-0.00000

-1.33333

3ei

Momenty brzegowych od obciazenia (¢2 = 1) w uktadzie podstawowym
(znaki na wykresach sg zalezne od przyjecia wtdkien wyréznionych)

ZM;”Fl =0

ky, — 0.6666 EI/m = 0,

ki, = 0.667 El/m,

Z M7t =0

Ky, — 1.3333El/m — 1.6 El/m = 0,

kzz = 2.933 El/m,
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5.3. Rozwiazanie ukladu podstawowego od obcigzenia danego
( obcigzenie mechaniczne F)

o . MI1=60kNm

A

3EI

M2=40 kNm
EI

k1=5 El'm
3EIL

Wyznaczajac warto$ci momentdw brzegowych od obcigZenia mechanicznego dzieli
sie uktad na elementy pretowe i weztowe i analizuje sie sukcesywnie elementy
pretowe np. wykorzystujac stablicowane wyrazenia na warto$ci brzegowe
momentoéw zaleznych od typu preta i zadanego obcigZenia.

Pret 2-E
i F M3=60 kN _
NLEI/- 4 EI o ME, = —60.0 kNm
P E
3m ‘
l— »
- Pa a
Pret 1-B M = _7(2 - Z) =
1B
SR _ a0k -om ) 2m
xx\;xl o 2 3m
c = 26.666 kNm
3EI c CI}I
Rl ML, = —Pa?/2L =
i B1 = =
B ! —20kN) - (2m)?
P2=20 kN B = —( ) (2m) = 13.333 kNm
N 2-3m
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a Man

« M1=60 kN
M1=60 kNm A ! m

iP1=10 kN

£
léf) Mk
Y 2m 1m
e —=
_ Pa
MFP} 512 (L+b)=
(—10kN g) -V2m - 22m
- - (3V2m + 2v2) = 5.5555 kNm
2-(3v2m)

P = 0.0kNm

q. = ——F

2 3.6%\] (5m)?

sina =3/5

6kN .
T-Sm-sma_36kN
o = 3. /m

kN
QL 3.6 (5m)?

ViF —
MZD__ -

12 12
=—-75kNm

=75kNm

12

MM = 0 .0kNm

MF, = MM} + MP} = =30 kNm + 5.5555 kNm = 24.4444 kNm,

ME, = MY + {1P1 = 0.0kNm
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0.0 1.0 20 3,0 40 5.0 6.0 7.0 8.0 o0 o 1

Momenty brzegowe: -60.000 —
MF, = —24.444 kNm, 0000 I
— —p-L e
My, = 0 kNm, ] . N o . + kNm
-moment brzegowy ] : .. . . . .s0000
ME, = —60 kNm, | &
-moment przyweziowy . Yo

e -7.500 |

-26.667 | w? .000
24 444

3di

MF, = 26.667 kNm,
ME, = 13.333 kNm,

ME, = —60.0 kNm,

M52=OkNm) nn in N ?Lﬂ AN =N AN TN en an mnn 1
-moment brzegowy

— Wykres momentéw przyweztowych od obciazenia (F) w uktadzie
MEz = 60 kNm, podstawowym. (W programie znaki na wykresach sg zwigzane z

-moment przywez%owy odpowiednim przyjeciem widkien wyrdznionych)

M;D - _7.5 kNm,
M5, = 7.5 kNm,

Mfz = MzFl = 0.0 kNm,
Mgc = Mgz = 0-0 kNm,

Zasada znakowania:
Momenty prawoskretne sg dodatnie

Réwnowaga sit w weztach:

Wezel 1
Mia Z Mf=0
ki — 26.667 KNm + 24.444 kNm = 0,

le =2.223 kNm,

Wezel 2
kor _

— - MF — 0
M =00 ][‘k M2=40 kNm .

e .\ ‘\. -

e ) Mae=-60 k,r + 60.00 KNm + 7.5 kNm — 40 kNm = 0,

) -
S § kyr = —27.5 KNm,

10
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6. Rozwiazanie ukladu rownan metody przemieszczen

Posta¢ og6lna uktadu réwnan
k11901 + k1202 +kip =0
kz191 + 82202 + kop =0
Posta¢ szczeg6towa uktadu réwnan

8.748 El/m- ¢, + 0.667 El/m- @, = —2.223kNm_
0.667El/m- @5 + 2.933El/m- @, = 27.5kNm ’

Rozwiazanie uktadu réwnan

kNm? kNm?

¢1 = —0.9856—, @2 =9.6—1,

7. Reakcje i sil przekrojowe wywotane obcigzeniem mechanicznym (F) w ukladzie
statycznie niewyznaczalnym SN i GN

7.1. Momenty zginajace w przekrojach przyweztowych w ramie SN poddanej
obcigzeniu mechanicznemu (F)

Warto$ci momentdéw zginajacych w przekrojach przyweztowych uzyska¢ mozna stosujac:

: o ng ek ViF — et V92 v
superpozycje rozwigzan: Mij = Zppes M @i+ Mf; = M5 @1 + M 0, + M
lub

wzory transformacyjne: M;; = %lj’ (aij ‘@i t+ bl-j : (pj) + MiFj

Superpozycja rozwigzan:

EI
My, = 1.414;(—0.9856
MAl =—-60 kNm,

2 2
"’;’I” ) +0- 9.6’”"5—’1” + (—24.444 kNm) = —25.83834 kNm,
M,, = 1.333 El/m (—0.9861 kNm?/EI) + 0.666 EI/m 9.6 kNm? /EI + (OkNm) = 5.079128kNm,
M,, = 0.666 EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 1.333 EI/m 9.6 kNm? /EI + (OkNm) = 12.14005kNm,

M,p = 1EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 0 EI/m 9.6 KkNm?/EI + (26.667kNm) = 25.6809kNm,
Mg, = —1EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 0 EI/m 9.6 kNm?/EI + (13.333kNm) = 14.3191kNm,
M, = 0EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 1.6 EI/m 9.6 kNm?/EI + (—7.5kNm) = 7.85999kNm,

Mp, = 0EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 0.8 EI/m 9.6 kNm?/EI + (7.5kNm) = 15.18kNm,
M,; = 0El/m (—0.9861kNm?/EI) + 0 EI/m 9.6 kNm?/EI + (—60kNm) = —60kNm,
Mg, = 0EI/m (—0.9861 kNm?/EI) + 0 EI/m 9.6 kNm?/EI + (60kNm) = 60kNm,

M,c = 0 kNm, M¢, = 0 kNm,

Mg, = 5EI/m (—0.9861 kNm?/EI) = —4.9305 kNm — sita w wigzi sprezystej rotacyjnej

Uwaga!
Momenty prawoskretne sg dodatnie, lewoskretne ujemne (zgodnie z zasada znakowania met. przemieszczen)

11
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Warto$ci momentéw zginajacych w punktach charakterystycznych zostang wyliczone po wyznaczeniu warto$ci sit
tnacych.

4,0 5.0 6,0 7.0 8,0 9,0

0.000 |
. ® o . - kNm
-60.000
© - 12142 - -
i i lei V_Zb
5079 - - : o
7.859

14.319....._%

Wykres momentdw zginajacych od obcigzenia (F) w ramie SN

7.2. Sity tngce w przekrojach przyweztowych w ramie SN poddanej
obcigzeniu mechanicznemu

Wartosci sit tngcych uzyskaé¢ mozna stosujac:

warunki rownowagi sit w elemencie: YM;=0,YZ=0 XX=0
lub
El;; _
wzory transformacyjne: Vij = T;’ (cij “QpFCije (pj) + Vl-f-

Réwnowaga sit w elementach pretowych:

Pret 2-D Z My =0

Map=7.86 4m V,p5m + 7.86kNm + 15.18kNm — 30kN 1.5m =0

ZM2=0

Vp,5m + 7.86KkNm + 15.18kNm + 30kN1.5m =0

>

]

gl

6kN
M, = Vyp2.5m + 7.86kNm — (? 2.5m 0.75m)
— 7.59 kNm

12
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Pret 2-E

M:ze = - 60 Ms = 60kNm

Iraz E )

3m

- -
V:2E

Pret 1-B

MiB= 25681
."f ‘

ZZ=0

V2E=0

ZMBZO

I AN S
Vis 1 A A Vip3m + 25.681kNm + 14.319kNm + 20kNm1m=0
3EI £ c% ‘ Vig = —20kN
P2=20 kN LA
. v D x=0
SRR B | Ve =0
VB! SN
MiB=14.319
PretA-1 Z M, =0
Mai=0 [
Va13V2m — 60kNm — 25.838kNm — 10kN 1m = 0
VA/ Vay = 22.58923kN
P1=10 kN
o ‘ D My=0

V,43vV2m — 60kNm — 25.838kNm + 10kN 2m = 0
V4 = 15.5181kN

Mia~ 23838 M, = —V,,1.414m + 25.838kNm = 3.8953
Pret1-2 Z M, =0
Pret1-2 L =
Mi12=5.079 M2 =12.14
7 A Vy,3m + 5.079 kNm + 12.14kNm = 0

A . ¥

PR
A%%) f i Vai

Vyy = —5.7397 kN

EZ=O

V21 = _57397

13
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Uy !fZUZ_SSQ 40 2N mu 2U Bu o v — -
Vi)
e -kN
' 5518
Q&.
4 Ll ase2 oL
= —2
. —2d.000 .
o
. 13808
Wykres sit tnagcych od obciazenia (F) w ramie SN
7.3. Sity osiowe w przekrojach przyweztowych w ramie SN poddanej

obcigzeniu mechanicznemu

Sily osiowe wyznaczy¢ mozna z rownowagi sil w weztach. Ze wzgledu na fakt, ze w
kazdym z weztow wystepuje po min. 3 niewiadome sity, warunki réwnowagi ptaskiego
zbieznego uktadu sit nie sg wystarczajace do wyznaczenia tych niewiadomych. Stad w pierwszej
kolejnosci wyznaczono reakcje podporowa R, wykorzystujac wyliczong wcze$niej warto$c¢ sity
tnacej Vp, oraz reakcje Rg,.

Rez —_ Vs |- —
| Rsp =X7° ks 85 =0, (n5 = 0)
Ras Mcz=10
Sy
Y, Mi1=60kNm > RCx=0
A + C
\h\
/ Pi=10kN
Ran= £
an=22.589 -
M2=40 kNm M3=60 kNm
% 1 e
Rs1=4.9305 2 ¥ e
AN O g 6kNm ~
- »- ; @
P=20KN | g Rs2 S E
I D N -
= Prrrd [
b/ Ais=14310 T L
Rs
Ro N . 3
SENALL L m 2 =sina=>,Np, = 10.206 kN ,
D

6kN 4
N2p = ~Npz ——-5m" cosa = ~10.206kN — 30kN - = = ~34.206 kN
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)

METODA PRZEMIESZCZEN

opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

Rownowaga sil w wezle 2

- T Nzc=7?
Vac=0

—»
Mzc=0 f\

\ B
M2=40kNm Mae=-60

Va2e=0
<« o%% %
2 0N
N2z1i=7?2 > NzxE=0
M= 12.14T =

21=-5.7397 T
Rs2=0

Va=4.392

Np=-34.206

’//' M:p=7.86

sina = 3/5, cosa =4/5

YX=0

—Nyq + N,p - cosa — Vyp - sina = 0

4 3
Ny; = —34.206kN 'S + 4.392kN 5= 30kN

YZ=0

—V31 — Ny + Vp - cosa — N,p - sina = 0

4 3
Nyc = —5.7397kN — 4.392 ‘g + 34.206kN 'S

= —11.271kN

Kontrola rownowagi uktadu na kierunku wiezi fikcyjnej / K, = 0 (?)/

Réwnowaga sit w wezle 1

X
Nia=? Mia=-25.838 v z
. Mi12=5.079
Via=15.518 Vi2=-5.739
(‘\ igﬁ
1
Re1 = 4.9305 N =30
v Mis=25.681
Vig=-20

Nig=?

WARUNEK SPELNIONY

sinf = v2/2, cosp = 2/2

YX=0

—Njg-cosB+Vig-sinB+ N, —Vip=0
_ 15.518kN - v2/2 — 30kN + 20kN

Ni, =
14 V2/2
=1.376kN

YZ=0
—Nj4-sinB—Vig-cosB+Vi,+Nip=0
Nyp = 15.518kN - vV2/2 + 1.376kN - V2/2

+5.739kN = 17.68kN

Ny = Ny, + 10kNV2/2 =
1.376kN + 10kN vV2/2 = 8.447 kN

Kontrola rownowagi uktadu na kierunku wiezi fikcyjnej / K, = 0 (?)/

=-79 -103kNm =0

WARUNEK SPEENIONY
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

—1 . kN |
- 34.206 |
o 11367 |l .| 20.000 | i 3
& 10.206
S | -
| -17.688

Wykres sit osiowych od obcigzenia (F) w ramie SN (rozciaganie znak ,-,)

7.4. Reakcje podporowe w ramie SN poddanej obcigzeniu mechanicznemu

Z réwnowagi sit w

Rcz ¢ —’—Px pretach i weztach
R:\ Mc=10

* , wyliczono w punkcie 7.2.
N o i 7.3 wartosci reakgcji
4 M50 KN b Rex=0 —i podporowych
/ - P1=10kN
Ran=22.589 E
\)@9’ 1 2 0 . . ’
Rs1=4.9305
: \x‘wz <N Rp = 17.01 kN,
. N B
P=20 kN 5 Rs2 T RSZ = 0 kN,
v RCZ = _NZC =
Mis=14.319 11.27kN,
Rs
2cm im Im

RAS = NAl = 84’4’7kN,
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

Kontrola poprawnosci wyznaczenia wybranych reakcji (réwnowaga globalna uktadu sit)

Warunki r6wnowagi uktadu sit

ZM]_:O

22.589KkN - 3v2m — 10kN - 1m + 4.9305kNm — 20kN - 2m + 14.319kNm + Rc,3m — 40kNm + 60kNm — 17.01kN
*7m + 30kN - 1.5m + 15.18kNm — 60kNm = 0

Rc, — 11.26782983955416 kN

ZMA:O

—Rp-3m + 11.26786m — 60kNm + 10kN - 2m + 4.9305kNm — 40kNm + 60kNm — 20kN - 5m + 30kN - 4.5m
+ 15.18kNm + 14.319kNm — 17.01kN - 10m = 0

Rp —» —17.68790000000001 kN

ZMC=O

Ras3V2m — 60kNm — 40kNm + 60kNm + 4.9305kNm + 15.18kNm + 14.319kNm + 22.589kN - 3v/2m — 10kN
*4m — 20kN - 5m + 30kN - 4.5m — 17.01kN - 4m — 17.68kN - 3m = 0

Ras — 8.441320432199857 kN

Raz=—Ras "2~ Ran* 2 = —8.44kN -2 — 22.589kN - 2 = ~21.94 kN

V2 V2 V2 V2

Rax=—Rjs ey + Rap = —8.44kN ey + 22.589kN = 10 kKN
Fz=-11,267
My=-0,000 ||_Fx=0,000 | 'R F
kN
% My=4,028 'm N F2=-0,000| 'm' 3 '
— | Fz—-17,688

y My=14,319 | ' - —15,179

V}
Fz=17,009

1 I /I T |

bo00 10 20 30 40 50 60 7.0 8,0 90 | 100 110 130
Wartosci reakcji podporowych od obcigzenia (F) w ramie SN
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

III. KONTROLA ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN I ODKSZTALCEN USTROJU
(kontrola kinematycznej dopuszczalno$ci otrzymanych rozwigzan)

Aby sprawdzi¢ czy rozwigzanie jest kinematycznie dopuszczalne nalezy w wybranym miejscu wyliczy¢
przemieszczenie wykorzystujac w obliczeniach otrzymane rozwigzanie uktadu i sprawdzi¢ czy
wyliczona warto$¢ przemieszczenia jest zgodna z warunkami podparcia i ciggtosci konstrukcji.

Sprawdzone zostanie czy warto$ci dwdch wybranych przemieszczen sg zgodne z odpowiednimi
warunkami:

2 3
obrotwezlal (¢, = —0.9856 kNE—T), oraz pionowy przesuw wezta A (U, = 0 _k’\;" ),

kNm?

e (@; obrotweztal (¢, = —0.9856 = )

hof M1=60 kNm _
A e i
PI=10kN
3EI
£
2EI pouy
_25__1 =? M2=40 KNm M3—50 kKNim
1 / \‘. £l "_
% A
ki=5 EI/

M 3Ep IS

(o]
H—— . A

P=20kN | E
— e 'y

2m im Im 3m 1m
‘4 —>1 |<— l-—|4 —>| ‘4

1. Rozwigzanie uktadu zadanego od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia
Rozwigzanie uzyskano metodg przemieszczen i wyniki spisano z punktu 7.1.

4,0 5.0 6,0 70 8,0 90

. : .. . "kNm

-60.000

5.079

SF = —4.93kNm | . : : —
SF = OkN | gl 14319 _ _ _ %
Wykres momentdw zginajacych od obcigzenia (F) w ramie SN
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

2. Rozwigzanie uktadu podstawowego (np. SW) od obcigzenia jednostkowego stojgcego w
miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia

Rozwiazanie uzyskano w systemie Robot Structural Analysis (w projekcie rame statycznie wyznaczalng
obcigzong jednostkowym obcigzeniem rozwigzujemy bez uzycia komputera)

] (= =1 jﬂi j|
‘M =
- e
o
i=1 kNm

= -kNm. ~

L | o -
-1.000 | -0.000. | -0.000 -0.000 || -0.000 E

bl
£
ASSNN *
2m - 1m; 3m i 3m 1m
T T T

Si¥1 = 0kNm, Si=' = 0kN

Wykres momentéw zginajacych w uktadzie SW
od obcigzenia (i=1kN)

3. Zastosowanie zasady prac przygotowanych do wyznaczenia szukanego przemieszczenia

_._ MF St-Ssh
1kNm - ¢ =Z (fMFl—dx) +Z -
! » El ) m ko

1 1 2m
1kN - @y = 7+ (—1kNm) - 14.319kNm - 1m + == ((~1kNm) - 14.319kNm + 4 - (~1kNm)
2m3

El

- (—5.681kNm) + (—1kNm) - (—25.681kNm)) = —0.985666 /: 1kNm

kNm?
EI

OdpowiedZ: ¢, = —0.985666 (kierunek przemieszczenia przeciwny do

przyjetego zwrotu sity i=1kNm)

Otrzymana warto$¢ przemieszczenia jest zgodna z zaloZzonym warunkiem ( jest rowna przemieszczeniu

. . , .. sF 4.93kN kNm?2
wiezi sprezystej rotacyjnej k—1 = —Tm = —0.986 ETIn .
B SET
m
WARUNEK SPELNIONY
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

kNm3
EI )

e U; pionowy przesuwwezlaA (U; =0

b of M1=60 KNm _
A/ A
| P1=10 kN 3E
- =
[ap]
Uz =? 2EI B
M2=40 kNm M3=60 KNm
1 EI \ A
A
k1=5 EI/

T 3E £

™
e . A

P2=20 kN B E
=< A

2m 1Tm 3m 3m 1Tm

1. Rozwigzanie uktadu zadanego od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

Rozwigzanie uzyskano metoda przemieszczen i wyniki spisano z punktu 7.1.

1.0 9 |

00 1o 2 30 40 50 60 70 80 90
0.000 N oA

" : .. . +kNm

-60.000

SF = —493kNm . .
S;' = 0kN | ) ) E 14.319

Wykres momentdw zginajacych od obcigzenia (F) w ramie SN
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ROZWIAZANIE UKtADU STATYCZNIE NIEWYZNACZALNEGO (SN)
METODA PRZEMIESZCZEN opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

2. Rozwigzanie uktadu podstawowego (np. SW) od obcigzenia jednostkowego stojgcego w
miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia

Rozwigzanie uzyskano w systemie Robot Structural Analysis (w projekcie rame statycznie wyznaczalng
obcigzong jednostkowym obcigzeniem rozwigzujemy bez uzycia komputera)

- s o o P —p

e a0 R s o R 1
b " \ ) | 8] [N
f 1\4 i=1! %\ j g A
0.000 ) .
- c
™
. kNm i=1 kN

_v

(23] =

o~
07000 | 3 400 [0-000 |. -0.000 | s 2

£
Y

Wykres momentdw zginajgcych w uktadzie SW
od obciazenia (i=1kN)

3. Zastosowanie zasady prac przygotowanych do wyznaczenia szukanego przemieszczenia

Sll SF
1kN - Uy = (fM‘l dx) +Z

1
1kN-U, = 3R 3kNm - 14.319kNm - 1m
1

+3EI 3 (3kNm 14.319kNm + 4 - 3kNm - (—5.681kNm) + 3kNm - (—25. 681kNm))

1 2v2m
+ﬁ—(4 (—1kNm) - (—28.0523kNm) + (—2kNm) - 3.8953kNm)

1 vV2m
+ o (38953kNm - (~2kNm) + 4 - (—2.5kNm) - 14.86665kNm + (—3kNm)

2.3

- 25.838kNm) = —0.00505852127 /:1kN

OdpowiedZ: U, = —0. 00505852127“’—m 0 (kierunek przemieszczenia przeciwny do

przyjetego zwrotu sity i=1kN)
kNm3

El )
WARUNEK SPELNIONY

Otrzymana warto$¢ przemieszczenia jest zgodna z zatozonym warunkiem (U; = 0

Whiosek dotyczacy kinematycznej dopuszczalnosci rozwiazania ( MF, VF, NF)

Wyliczone przemieszczenia ¢4, U sa zgodne warunkami ciggtosci ustroju stad wykres momentéw
zginajacych od obcigzenia mechanicznego (F) w uktadzie SN wyliczony metodg przemieszczen jest
kinematycznie dopuszczalny.
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