Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

Wyktad nr 3

WYZNACZANIE PRZEMIESZCZEN W PLASKICH SPREZYSTYCH USTROJACH
PRETOWYCH

Przemieszczenia w uktadach statycznie wyznaczalnych SW jaki i statycznie niewyznaczalnych SN wywotane
zadanym obcigzeniem (obcigzeniem sit czynnych ,,F’={P,M,q}, wptywem osiadania podpér ,, A,”,
wptywem dziatania temperatury ,, A;”, wptywem btedéw montazu ,A,,") wyznacza sie stosujac Il
sformutowanie zasady prac przygotowanych (Il —sf. ZPP),ktére przyjmuje postac:

zﬁni Dnj +Z§mi By, j= f M Adg) + f T AdW + f N AdU + f SAdST (%)
n m

*fELAde - czton zwigzany z praca sit w wieziach sprezystych

{ Def.: Praca wirtualnych sit zewnetrznych na odpowiadajgcych im
rzeczywistych przemieszczeniach jest rowna pracy wirtualnych sit
wewnetrznych na odpowiadajgcych im rzeczywistych
odksztatceniach}

Aby wyznaczy¢ przemieszczenie w danym miejscu lub miejscach nalezy za obcigzeni wirtualne przyjgé
obcigzenie jednostkowe stojgce w miejscu i na kierunku szukanego przemieszczenia (jest to mozliwe
poniewaz jedynym wymogiem stawianym obcigzeniom wirtualnym jest to, by spetniato ono warunek
statycznej dopuszczalnosci), a stan ,,j” traktowac jako rzeczywisty stan konstrukcji, ktdry stanowi przyczyne
wywotanego przemieszczenia. Wowczas wyrazenie (*) mozna zapisac:

ZTM An,-+2§m1 A, = fﬁlAdqof +fTIAdhf+fN1Adzf+f§1Adsf (+%)
n m

Przyktady jednostkowych standéw obcigzen :

(*przedstawione ponizej rysunki; zrédto —wyktady prof. Prof. Pawta Sniadego)

e Przesuw wezla
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

e kat obrotu przekroju preta

e Kat obrotu preta

Szczegdtowe wzory do wyznaczenia przemieszczenn od zadanych wptywow obcigzen:

X A;p=? PRZEMISZCZENIE WYWOANE DZIAtANIEM SIt CZYNNYCH F ={P,M,q}

(pozostate obcigzenia uktadu sg zerowe A,= A;= A, = 0)

e (Niech na konstrukcje dziatajg obcigzenia czynne F ={P,M,q}, ktére wywotuje sity przekrojowe

MF, TF, NF , SF i odpowiedni stan odksztafcenia Adg¥, Adh¥, AdIF, AdST)

{,F"->MF, TF, NF, SF->AdpF, AdhF, AdIF, AdST } => stan rzeczywisty “j”=F
(rzeczywisty stan obcigzen i przemieszczen)

gdzie:
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

F F F F
Adef =2 dx, AdhF = dx, AdIF =L dx, AdSF = dx
EIl GA EA k

e (Niech na ten sam uktad dziata jedynie obcigzenie jednostkowe ﬁ,—zi- stojgce w miejscu i na kierunku

—1 =1 —1 —1
szukanego przemieszczenia, ktére wywotuje sity przekrojowe M ,T ,N , S ).

—1 —1 —1 =1
{Pi=1; > M , T ,N,S} => stan wirtualny “i”= 11
(wirtualny stan obcigzen)

® (Wdéweczas przy przyjetym stanie rzeczywistym “j”=

przedstawione wzorem (*) przyjmie postac).

F i wirtualnym “i”’= 1 i Il sformutowanie ZPP

[I-sformutowanie ZPP
— —1 =1 —1 —1
1iAl-F:fM AdgF +fT Ath+fN Ale+fS AdSF =
F
_fM —d +fT d +fN —dx+2m mk

Wzér do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SW i SN,
ktore wywotane jest obcigzeniem czynnym F

*kratownice SW i SN

Ta - [w NFd §1 SE N Ny Np Ny Lp Z
uem [ W g e ) St =D Eh o
m p

m

*ramy i belki SW i SN ( wptyw sit tngcych i sity osiowych na wartos$¢ przemieszczenie jest pomijalnie maty)
— —1 pgF —1 gF
1iAiF=fM M_dx +Zm5m5_m

EI km

*tuki SW i SN ( wptyw sit tngcych na wartos¢ przemieszczenia jest pomijalnie maty)

1 mF

_ — —1 NF -1 sF
1iA“::fM de +fN de +Zm5m

K

PRZYKtLAD

Dla uktadu SW obcigzonego jak na rysunku nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie w postaci obrotu
wybranego preta A; g=?
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

Stan rzeczywisty ,,j”=F

P.=8kN

1) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

P1=8kN
-
£
<+
P:=2kN
\/
¢ )
4m 4m

SF = —6kN
2) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia

stan wirtualnego obcigzenia ,,i"= 1;

\liNm /4\]3 m

/ \! !

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP do wyznaczenia szukanego przemieszczenia
N1 NF F
A Ny Ny Lp N -1 Sy,
l LF— (EA)p - m km

1
%kN * 4kN * 4m %kN * 4kN = 4m (_mkN) * (=5,656kN) * 4v/2m

(~6KN) « (~gkN) bagkVm
4EA/m = 9843~ /i 1kNm
kN kN kN
Ai F= 9, 8435 [a = % = rad]
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

o5 AiAr:? PRZEMISZCZENIE WYWOrANE WPtYWEM OSIADANIA PODPOR A,
(pozostate obcigzenia uktadu sg zerowe F = A,= A_,= 0)

e (Niech na konstrukcje dziatajg obcigzenia w formie przemieszczeti podpdr A,., ktére wywotujg w uktadach
SN sity przekrojowe: M AT, TAT, NA&r ,S Ar odpowiedni stan odksztafcenia Ad(pAT, AdhAT, AdlAT, AdSAr ,w
uktadach SW nie wywotujq sit przekrojowych i stanu odksztatcenia)

=> stan rzeczywisty “j”= A,
Uktady SN: (rzeczywisty stan obcigzen i przemieszczen)
{,A" -> M2, TAr, NAr | SBr _SAdphr, AdhPr, AdISr, AdSAr}
gdzie:

Shr

Ay Ar Ay
Ade® =2 dx, Adht = dx, AdIb =X dx, AdSA = dx
EI GA EA k

Uktady SW:

{,A" -> MPr=T2r=N"r =58 = 0 ->Adp" = Adh’r = AdI* = AdS*r =0}

e (Niech na ten sam uktad dziata jedynie obcigzenie jednostkowe ﬁ,:fi stojgce w miejscu i na kierunku
—1 —1 —1 —1
szukanego przemieszczenia, ktére wywotuje sity przekrojowe M , T ,N , S ).
- — —1 —1 —1 —1 . —
{Pi=1; > M, T ,N,S} => stan wirtualny “i”=1;
(wirtualny stan obcigzen)

® (Wdwczas przy przyjetym stanie rzeczywistym “j”’= A,. i wirtualnym “i"= T,- Il sformutowanie ZPP
przedstawione wzorem (*) przyjmie postac).

II-sformutowanie ZPP
= = A A =1 A <118 <l A gcA
1iAl~Ar+ leATm= M Adep°r + | T Adh®r+ | N Adl® + | S AdS°r =
m

T0r —1 NOr —1 SAT
dx+fN adx+2m5‘ 1

K
GA ™ km

= (M My + [T

EI

Wzér do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SN
ktore wywotane jest osiadaniem podpoér A,

Ii AiAr= _Zﬁml Arm
m

W?z6r do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SW
ktore wywotane jest osiadaniem podpoér A,

*uwaga 1: R, 1 -jest to reakcja w miejscu i na kierunku zadanego osiadania podpory wywotana
jednostkowym stanem obcigzenia stojgcym w miejscu i na kierunku szukanego
przemieszczenia.

str. 5



Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

*uwaga 2: jezeli zwrot zadanego wektora przemieszczenia podpory A, jest przeciwny do

zwrotu reakcji R,,, 1 to ich iloczyn jest ujemny (praca jest ujemna) niezaleznie od
minusa stojgcego przed suma w podanego we wzorze.

PRZYKtAD

Dla uktadu SW jak na rysunku obcigzonego osiadaniem podpdr nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie w
postaci obrotu wybranego preta A; p =?

Stan rzeczywisty
nj"= AT‘

4m

Ari=+1c¢m 4m 4m

l Arz=+2¢cm

1) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

4m

-

e =

Ar=+1 Cn;‘L\ 4m ’L 4m T \/:’\i\.\,\ .
l Ar2=+2cm i 0kN TO kN

S = 0kN
2) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego

TR

przemieszczenia

stan wirtualnego obcigzenia ,i”= 1;

\1ij /42 m

O
-——
—
=
3
=~
z

s 3
) IkNm/4.[2 m TR

T1/8 kN

S =-1/8kN
3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP do wyznaczenia szukanego przemieszczenia

1;Aip, = —z§m1 Ay 4,
m
1
1kNm Ay = — <0kN *0.01m + gkN * (—0,02m)> =2,5+10"3kNm /:1kNm

Aia,=2,5+103rad
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

o5 AiAt:? PRZEMISZCZENIE WYWOtANE WPLYWEM TEMPERATURY A,
(pozostate obcigzenia uktadu sg zerowe F = A, = A, = 0)

Wptyw temperatury:
Zatozenie: liniowy rozktad temperatury po wysokosci przekroju preta h
AT, — przyrost temperatury w stosunku do temperatury montazu we wtdknach wyrdznionych

AT, — przyrost temperatury w stosunku do temperatury montazu we wtoknach przeciwnych do
wyrdznionych

A(pT —odksztatcenie katowe wywotane nieréwnomiernym rozktadem temperatury po wysokosci preta
przy braku sit wewnetrznych w przekroju

Al —odksztatcenie podtuzne w osi preta wywotane wptywem temperatury przy braku sit wewnetrznych w
przekroju

Adl,, = a;AT, dx-— przyrost dtugosci witdkien wyrdznionych

Adl, = a;AT,dx — przyrost dtugosci wtékien przeciwnych do wyréznionych

Adl,, — Adl,  a, (AT, — AT))
h - h dx

Ap" = tgho" =

(AT, hy+AT, hg)

AI§ =xrAdl,=(Adl,-AdL,) 2 + Adl,= dx = a; ATodx

gdy przekroj symetryczny to: AT, = (AT,, + AT},)/2
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e (Niech na konstrukcje dziatajg obcigzenia w formie liniowego rozktadu temperatury Ay po wysokosci
przekroju preta, ktdre wywotujg w uktadach SN sity przekrojowe: M Ac The NB: | gt odpowiedni stan
odksztatcenia Ad(pAt, Adh®t, AdI2t, AdS2e . W uktadach SW sity przekrojowe wywotane wptywem
temperatury sq zerowe, a niezerowy stan odksztatcenia dotyczy odksztatcenia kqtowego i podtuznego)

=> stan rzeczywisty “j"= A,
Uktady SN: (rzeczywisty stan obcigzen i przemieszczen)
{,A;” -> MP, The, NA | §he _SAd@Ae AdhBt, AdIBe, AdSAe }
gdzie:

T _ at (ATW—ATp)

A
v dx), Adit="—dx+ AT (A = apATedx),

A
Adght = ME—Itdx + ApT; (A(p

KTt she
Adhlt = =—dx
GA Kk

Uktady SW:
{”At" > MAtzTAtzNAt =5At =0 '>Ad(pAt — A(PT; (A(pT — a (AT‘;:—ATp) dx),

Adite = Alg; (Alg = aATodx ), Adh’ = Ads™ =0 }

e (Niech na ten sam uktad dziata jedynie obcigzenie jednostkowe ﬁ,:fi stojgce w miejscu i na kierunku
—1 =1 —1 —
szukanego przemieszczenia, ktére wywotuje sity przekrojowe M , T ,N , S ).

— —1 =1 —1 =1
{Pi=1; > M , T ,N,S} => stan wirtualny “i”=1;
(wirtualny stan obcigzen)

w3 _

® (Wowczas przy przyjetym stanie rzeczywistym “j”’= A; i wirtualnym “i"= L Il sformutowanie ZPP

przedstawione wzorem (*) przyjmie postac).

lI-sformutowanie ZPP

1,0, = f M Adob + f T Adh® + f N AdiAe + f S AdSA: =
i8N © =

—1 —1 At
= [0 2l 4 0 ) gy (T 4 [N Y x4 [N @ ATodx + B mi
Wz6r do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SN,
ktére wywotane jest wptywem temperatury A;
= —1 —1 —1 a; (AT, — AT, —1
1; Aip,= fM Ad g™ +JN Adl =fM wdx +f1v a;ATydx =
—1 a; (AT, — AT,) [ —1
- z(atATo f N'dx), +Z(% f M dx),
14 14

W?z6r do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SW,
ktére wywotane jest wptywem temperatury A;
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

PRZYKtAD

Dla uktadu SW jak na rysunku obcigzonego wptywem temperatury (podane sg przyrosty temperatury w
osi dwoch pretédw AT, 4, ATy, ) nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie w postaci obrotu wybranego preta

Ai At:?

Stan rzeczywisty

ATo: = - 20°C W= Ay
£
e
) e~ 2
R AT01:+20’0C 5\’ \k—4EA/m
4m o am @, =1,2+1075 /°C

1) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

. ATe=-20°C

C - o3
"\%&K\ ATﬂl =+20°C \\,%'\\\k74EAfm :
0 kN
\J To kN
S8t = OkN

2) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojgcego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia

stan wirtualnego obcigzenia ,,i”= 1;

\liNm I4]2 m

' > i 1/8 kN
X IKNm /4.2 m L 1/8 kN

S' = —1/8kN

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP do wyznaczenia szukanego przemieszczenia

_ — ay (AT, — AT, _
T, An,= Z(atAToledx)p +2(meldx)p
p p

N A = Sp(@ATy [N dx), = 1,25 1075 2% 20°C 2 kN * 4m + 1,25 1075 = »
(=20°C) = (—ﬁz kN) * 4\2m=4,2  10~*kNm /: 1kNm

Ai At= 4, 2 * 10_4rad
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

A, =? PRZEMISZCZENIE WYWOANE WPtYWEM BLEDOW MONTAZU A,,
(pozostate obcigzenia uktadu sg zerowe F = A,= A= 0)

Btedy montazu (imperfekcje geometryczne):

Przez btedy montazu bedziemy rozumieli nieprawidtowosci moggce wystepowac na stykach elementow:
- taczenie elementéw pod niewtasciwym katem (imperfekcja katowa -Ad@,)

Ado,

*3rédto rysunku: wyktad prof. S. Zukowskiego

- taczenie elementéw niewspdtliniowo (imperfekcja postaciowa -Adh,)

“yeadh,

*zrédto rysunku: wyktad prof. S. Zukowskiego
-taczenie elementow zbyt krétkich lub zbyt dtugich (imperfekcja podtuzna -AdLy)

AdL,
A

*2rddto rysunku: wyktad prof. S. Zukowskiego

Znakowanie btedéw montazu
Imperfekcja katowa Imperfekcja postaciowa

4+ S

Ap<0 v -
== ;::wh >0 === RA<0
vV

M
--------- cwiokna__ - Qf  wiokna
wyroznione wyroznione
dx->‘~ F dx-b\- }4— dx->||¢ dx+||¢
*zrédto rysunku: wyktad prof. S. Zukowskiego *zrédto rysunku: wyktad prof. S. Zukowskiego

e (Niech na konstrukcje dziatajg obcigzenia w formie imperfekcji geometrycznych A,,, ktére wywotujq w
uktadach SN sity przekrojowe: M A TAm NAm  gAm j odpowiedni stan odksztatcenia
Ad(pAm , Adh®m | AdlAm | AdSBm . W uktadach SW sity przekrojowe wywotane wptywem btedéw montazu
sq zerowe, stan odksztafcenia kqgtowego, podtuznego i postaciowego jest rozny od zera)

str. 10



=> stan rzeczywisty “j"= A,
Uktady SN: (rzeczywisty stan obcigzen i przemieszczen)
(A" ->MAm, TAm NAm  §8m _>Ad@Bm, AdhBm, AdI2m, AdSPm '}

gdzie:

A Am Am
Adpm =="dx + Adgy; , Adl*m="—dx +AdLy; Adh®m = AdSim =22 dx

Ada, AdLp, Adhp — btedy montazu interpretowane jako odksztatcenia elementow

Uktady SW:

{,Ap" -> MAm=Tm=Nbm =gbm = 0 ->Adp’m = Adp,, Adl*m = AdL,, Adh®m = Adh,, AdS*m =0 }

e (Niech na ten sam uktad dziata jedynie obcigzenie jednostkowe ﬁ,:fi stojgce w miejscu i na kierunku
—1 —1 —1 —1
szukanego przemieszczenia, ktére wywotuje sity przekrojowe M , T ,N , S ).

—1 =1 =1 =1 wn_q
{Pi=1; > M , T ,N,S} => stan wirtualny “i”"=1;
(wirtualny stan obcigzen)

azn an

® (Wdéwczas przy przyjetym stanie rzeczywistym “j”’= A, i wirtualnym “i"= Ii Il sformufowanie ZPP
przedstawione wzorem (*) przyjmie postac).

lI-sformutowanie ZPP
T -4 A =L, A ~1A g0 ol A JcA
1iAl-Am= M Adp"m + | T Adh®m + | N Adl®m + | § AdS°m =

*jesli btedy montazu sg typu ciggtego

— —1 MAm _1 KT 4m 1

1 gim

+f1v dx+fNAdLA+Zm m

*jesli btedy sg typu dyskretnego, wystepujg w pewnych przekrojach, to catkowanie przeksztatca sie na sumowanie

1 gim

—fM _dx +Y. M A(pAk+fT —d +3,T AhAn+fN —dx+25N ALps + ¥ S "o

W?z6r do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SN
wywotanego wptywem btedéw montazu A,,

T TN A T A I TEA A
1;4i4,,= | M Ade™ + | T Adh®m + | N Adl®m + | S AdS®m =
_ —1 —1 —1
1;8i4,= [M Adpp + [T Adhp + [ N AdL, *je$li btedy montazu s3 typu ciagtego

— —1 1 —1
138i0,=2k M Apx + X0 T Ahpy + XN ALy *jesli btedy montazu sa dyskretne

W?z6r do wyznaczenia przemieszczenia w uktadach SW
wywotanego wptywem btedéw montazu A,,
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Opracowata: dr inz. Kamila Jarczewska

PRZYKtAD

Dla uktadu SW jak na rysunku obcigzonego btedami montazu nalezy wyznaczy¢ przemieszczenie w
postaci obrotu wybranego preta A; p =?

(Podane sg jedynie btedy faczenia elementéw zbyt krétkich lub z byt dtugich powodujace odksztatcenie
podtuzne/inne typy btedéw montazu powodujgce odksztatcenie postaciowe czy kgtowe nie wptynetyby na

wartosé przemieszczenia gdyz w kratownicy nie powstajg momenty zginajace i sit thace, stad nie
obcigzono nimi kratownicy).

Stan
\ AL; = *lem rzeczywisty
”j”= Am

— lom _k-4EA/m

‘ 4m .L 4m ‘
el -

1) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia stanowigcego przyczyne przemieszczenia

\,.\ AL, = +lem

hY

—
L J

J
ray

; < k=
S AL -1¢ \Q/v‘ K\k 4EA/m
l 0 kN

Shm =

fo

kN

0kN

2) Rozwigzanie uktadu od obcigzenia jednostkowego stojacego w miejscu i na kierunku szukanego

przemieszczenia

stan wirtualnego obcigzenia ,i"=1;

\liNm /42 m

A ? S
: 1kNm /4\.J 2 m v<{:\;<\

3) Zastosowanie Il sformutowania ZPP do wyznaczenia szukanego przemieszczenia

— —1 —1 —1
1380, =2k M Appx + 20T DAhpn + XN ALy

—1
1kNm Ai Am=ZS N ALAS=

1 1
= (—FkN) *0,01m + §kN * (—0.01m) = 3,0177 * 10" 3kNm /: 1kNm

Ais,=3,0177 103 rad
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